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GZET

¥ neboyuths komplex analiik manifeld, x ¢ X laban nektasing gére esas grubu Fy o«

iV va hettsie x e X igin (X} nokiah n-boyully kempleks analilis mariioldiar ayn
homolepi tipinde olswnlar, (PP,] teban nokias biim eleman elan herhangi b topol

ojix grup is¢, P topalojk grubun slestundugy gregdar ¥ Gzerinda A demetini meydana
gafirif2]. Bu gahsmada A demeatl khullanarak X komplaks manifelounun hamaiol gro-
b teskil ediimisti.

OH THE HOMOLOGY GROUP OF THE COMPLEX AMALYTIC MAMIFOLDS

SUMMARY

Lat ¥ ba complex analyisc n dimenzicra! manifold and F:l: = {13 be the lundamental

group of ¥ with respect 10 the bass poind &=, for any = £ X, Far every s £ X, (4.5
pointed n-dimensional complex analybe manifold which has sams homotopy type. |f
apolagical group (PP Jwith idendity element a5 bass poind, than ihe growss formead by

lopolegical group over X gives sheal A[2]L In this study, the homelogy group of complsx
manifold X is construcied by voeing shaaf &

I. GIRIS

X n-boyutlu kompleks analitik manifold, x¢ X taban noktasina gore
e5as grubu F,=[1} clsun. Aynca herbir =e¢ X igin {x,X) noktal n-

boyutle kampleks analitic manifoldlar aym homofop tipinde alsun-
far. (P.P5} iaban noktas: birim eleman olan herhangi bir topolojik

grup ise, {X.x) den [P.Pg)a taban noktalarini karuyan sirekli taswir-
lefin tamamin A(X) ile gdsterelim. A{X}'in bir grup olduu agiklr.

fefl XY, (¥.x), x5 X wve {F.Py) taban nokiasi birim eleman olan bir fo-
palopik grup olsun. x5 e X keylisabil bir nokla olmak Gzere (X xg)
dan {F,Pyl'a taban noktalarni koruyan, taban noktalarna gére ho-
matep olan sdrekli {asvirlerin tim Hu:urr'c-mpi sreaflarim |.:,'|{_;r|:|:;
':E'PD’I']='E"K:| tle ghsierelim. (PP} fopolojik grubun gleminden fay-
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da.anarar A, dzerine bir igiem konuiabilir. dyie ki Ay, bu iglerile
airlikie bir abel grubugur. =¢ X keyl abnciginda da Ay'ler abel gru-

budur|¥].
Herhir 2¢ X, [X.2) noktall fopalojik wzaylar igin alegturulan

A= N[ (X(PPG)]

aynk birlegimi X dzerinde bir cimle olup, THA — X fabi projes-
siyonu, herbir oy=if], eA,=[(X x1(P.Pg)E A gin M{a,l=Ni{]1=xc X
seklinde tanimlanmagtir,

& Uzeringdeki topolojivi asadidaki gibi clusturabiliriz:

kne X kayli sabit bir nokla ve V=V{x,), x50 X gde bir agk komgulugu
alsun. s:W — A fasvinni goyle lammlayabiliriz; x,e X igin A da A, 4
att comlesi var dyleki [g] yat Ayp. Efer y, V de herhangi Dir nokta
ige, (Mxg) ve (Xy) aym homotopi tipinden ofduklarnindan (X,y} den
[x,in,\'a bir ¢ homotopi esdederlilik tasviri vardir, Biylece

=

(ol 8y (PP
A

G /gm

(Xy)

giagraminda gdralen go ¢ (Ky) = (P.Pg) tasvir sdrekli ve ta-
ban nokialanm korur. go ¢ = h taswinnin homelopi s [h‘;],.EAY
dir. O halds s[y:l-[l']}. olarak alabwliriz. Bu gekilde famimianan & tas-
viri iyi tarnimbe clup, her ye X igin [gos) iyv)= & [r-j.h, 1=y Gylek .:||:|E=11ur
ve s(xgle [@lyg. Yukandaki gibi V agpik cOmles: szerinde taremlanan
§ tasvirlerinin tamamunin 1T (V.A) ile gasterahim. Keyl [glys £ Ayp

elemant -.-'e.'i.ldiginl:le 5 taswviri i'e elde edilen [gl:nujy = ;r'lj.’. nemotom
stnifi Ay dle Ay gruplan arasinda bir izomarfizm  Asmlar

2= JEV [h]}’ alarak albr ve A da agk =i comie olarak

farimlarsak, T, =¢X'in bir agik komsulukiar tabam ise, by durumca
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Tr=f 8V} VT L eV A) ]

ailasi A'da bir topolaji tabamcir. © halde A bir topoiojk uzaydir. Bu
topolojide 5 wve [T tesvirler sdreklk, hata 1T loka! topolopk tas-
virdir [2]. Sorug alarak [A. T1) giftine veya kisaca Aya (F.Pg) topo-
'ojik grubun X Ozerinde olusturdufu abel grupiarnn demeti denir[2].
xe X kayli sabit bir nokta ve  VeV(xjC X de agk Dir komguluk isa.
yukanda tgnimlanan dzeliklesi saflayan 5V - A tasvirine Ana
dzerndeki kesiti denir.  A'min ¥V Ozerindzki  kesitlerin  tamamin
TV, A} ile gosterelim. TV A} climlesi fasvirlerin noklasal carpim
iglemine gdre bir abel grubuduri2]. Bdylece AX Gzerinde zbel gru-

plann demetidif[3). Her bir xe X igin A,=[ (Xx)(F Pgll = 07* () gru
buna A'nin x Gzerindeki sapt denir. N1=! (x)=A, sap diskret topola-
liye sahiptir[4].

Tegrem: 1.1, (A1), X Gzerinde demetl, VC X agk ve seV{V,A) clsun. Bu
durumda TV} — V tephalejik ve s= (11 s{vi—! dir.
Ispat: Mese1y tammindan xe V igin so(n | s{Vi) (s{x))= sollos (x)=s

{(x}. © halde soill [s(V])=1gpyy=2=(N ls{vi)~!. Genelikle X
Ozerindeki global kesitlerle ilgilenecegiz.

il. A DEMETININ SAGLAMIS OLDUGU OZELLIKLER:

1.VeX acik cimlesi Gzerindeki her bir kesit X'e gicbal olarak
penisietilebilir, dyleki T{V_Al=T(s|V A} seV[X A}

2. A'min herhangi ki saps izomariikiir,

3. Ve Vo C X herhangl ki agik cimle, 5,67V A) ve szeT{Vz A) o
sun.Eger herhangi xgeVqnVz noklas: igin sy(xg) =spixg) ise

VerVanin tamaminda 51=52-

4 VO X agksy s2eT{VA] alsun. Eger herhang: KnEW CIN 84(X4]=80
(%) e, bu durumda boton V de sy=52.

5. ki X herkang bir nakta ve V=V(xC X agk bir comile glsun, By du-

1R



SOPILDIZ HORARLERS A AL T LAHIFQUDLARIN HOLADLO)! GRLUSL UZERIME

romda se TOVAL ve T EiVisdW) — V.eligin lopolojik lasvir

AV

piduAundan N1 v I“s,r_w. Boylece AX r bir arid uzayidr
5.6,7].

&, (A) demetinden, kendisi Jzering saplan koruyan topolojik taswvir
bir demet izomorfizmidir. Bu demet izomorfizei A'min Srtd
gonlslimi clarak adlandinlir ve A'min boidn drie ddnogimierinin
cumiesini T ile gdsterirsek, acikga T bir gruplur(7.B].

Grtih dénosimlari demet izomorfizmi olan X'in A Grtd uwzay
agsafidaki dzellikleri saglar:

7. Ay A'min bir sapr ve ce Ay olsun. Bu durumda AySin her bir oy nok-
tasina kargihk bir tek seT(X,A) kesiti var Oyleki s(x)=a,. Baylace Ay
in noktalan #de V(XA mn nokialan arasinda bire-bir egleme
vardie.

8. Gosterilebilirki, A'min Grid déndgimlernin T grubu, elemaniar
A, 'in noktalan ile bir tek gekilde belirlenen, T(X,A) abel grubdna
izomorfiktr. O halde A, = T(XA} = T Béylece T bir gegmige
{fransitiveidir. Yani, :;l;,: -a:r;s;ﬂ:.. glemanlanna kargilik bir ek e T
] F]

var gyleki i o] = a, ) halge A, X'm  bir  regiler  4rto wzay-
dirf[1]. Aynca, X''in kompleks manifold clmas: ve w;, el lokal
dediskeninin tarrm bélgesi iginde olan her V agik comlesi A ile ta-
mamen Grtdldr. (Teorem.1.1].  Yani rr"=w: ters gQdrdrmosdndn b
hilegerni V' ye hameomarfiur. X' her bir nokias) tamamen dridlen
bir kemzuluga sahip cldujundan A tamdir, Baylece AX "in lam
regiler artd uzayidir[8]

U= X agik bir cimle @yleki herbir (3 x)xe X noktah n-boyutlu kom
oleks manifold da taban noklay kapsazin, By durumds (X.x) dan
(P.Pgl'a taban noktalaning koruyan sdrekli tasvirlerin U'ya
wisitlanmig olanlarin comlesing AJU) ile gésterelim. A{U). A{X}in
bir alt grubu cloufu agikir, fe AL} olmaws uzere laban noklasing
gre homotop lasvirlerin cimlesi A’y Agin all grubuny olugturur. ©Q
nalde A= NwA'% ¥ zeringe [T= 11 A tabu projekeiyonly bir
cumledir. Girgteki gnlamda gostenlebiliri A'=(A', JI'l bir demenr
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ve A min bir gt demeidie
A mon Biroalt demelini su zakide de fanmimizyabiliniz]d]

Tamm:2 1. AX Ozeringe (P.Fp) topoiojik grubun clugiurdugu abel
gruplann bir demeti ve A < A agik bir cimle olsun. A’ ne ail gru-
plarin bir demah cenir, eger

iTT (A=

i| Her bir xe X noktasi igin Ay sapi, Ay o, bir alt grubu ise.
ll. ESAS GRUP VE NORMAL ALTGRUPLARI:

X da bir efri eft); 1 — X sirekll fasvirdir, Burada 1=[0,1] kapal
arahgrdir, @q, ao= X efrilerinin baglangig ve bitim nckialan eriak
alsum. Yani

@4 {00 = a0, cq{1] = cpl1).

eeftul: T2 1 I = X shrekl fasvifing o4 0 ap ye deigrmasyonu de-
nir, efer «{1,0}=aq, ait, 1)=az ise, Biyle bir delarmasyon var ise,
@402 y@ homotoptur  denir ve  wq . ap yazihr. Bu gekilde
tarurmlanan hometopi bagintisi bir egdederlik baginhisidie[1],

xotX kayfi sabit bir nokia olsun Eger a(0)=a{1}=x, ise, «ll} X de
baslangic ve bilim noktas) x, da olan kapah bir egridir. Bu
sekideki ejriler arasinda tamimlanan "." homolopi bagintisi bir
ecdederlik badintis olup, esdederlix siniflan hamotopi  suniflar
plarak adlandinilir. @ min homotopi sinifine [e] ile gdsterirsek, Dutin
homotopi simflarin cimlesi garpim iglemi ile birlikte bir gruptur.
Bu gruba X 1n x5 "a ghre esas grubu denir. Ayrica, X irlibath
oldufjundan bu grup x5 in segiliginden baf:msizdir. Eger xqyeX bir
baska nokta ise. x4 @ gore eide edilen esas grup, xg 02K 8535 gruba
izomorfiklir[1]. X 10 esas grubunu F ilg gdsterelim

o, X Grerinde oaslangip noktas) keyli zabil o(0]=xg olan D egn ol
sun. o' ol = A efrisi oy dnter, veya o o” a kaldnimig, veya
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oo run bie kaldirmag weya oo min slrekli devamdic denir
eder
Ticligin Tlia = @ ise[d].

Teorem:3.1. Baglangig noktas: x., da olan her o egricinin, baslangig
nokias1 a rﬁ.m da qlan o kaldirmas) varga birlekir.

ispat; te [0.7] olmak dzere « ([0, 1)) egrisi, o ed,, baslangcgh
ot ([0.1]) edrisine bir ek kaldinlabilen bltdn  tlann comlesi E ol-
gun. Oe E oldujundan E=a dur. re E alalim. A tam cldufundan « (t)' nun
tamaman @ridlen V< X komgulufu belirlenebilic. g0 cok kOgik bir

sayl olmak dzere af{[t,s+dVeV din (1), T17H(V) min bir vV
bilegaming aitr. J1. V* — W fopolojik fzsvir oldudgundan a«* ([0, 1])in
a’({[1,r+e]]" @ genigletmenin bir tek yolu vardir. Biylece E rdlatif {1
va gbre) agiktir. Benzer gekilde gosterilebilirtki £ nin tmleyeni de
aciktir. & halde E=[0.1] dir.

Baylegce A, X m tam regller ortd uvzayidir, ovieki ejer o baglangig
noktast xpeX olan X de herhangi bir edri ve g, Axy in herhangi bir

noklag e, o.xo drerindeki o baglangeg noktalh A da o a bir fek ol
arak  kaldirilaBilir.

Aynca o=s5{x) den gecen o, (X! de bulunur ve s{X) ile bir tek cla-
rak belirlenir. o=5(x,) da a*=8(n) yazanz oylaki [T{o*)=a.

o= X, ¥, nokiasinda kapal ber edr olsun. Efer oo boyunca sirekii de-
vami o¢ A,. nokltasinda kapalh bir efn ise, bu durumda @ ya homa-
top herhangi bir kapal edri iginde Monodromi  Teoremi'nden  do-
lay! g Ayp da kapal bir egri vandir, Bu yapianlar o) iGin, @y, oo
izin elde edimis ise, ayag iginde elde edilir. O halde o da sdrekl
davam kapal «" edrsi olan [u] homotopi simflar D= F alt gruburu
alugturur. o=&{x,) da s(D)=0" bir ek gelide yazibe. D°, O ye izo-
morfik olup, JHD® =D dir

Simdi kabul edelimki D, Dy alt gruplan srasivla (A o) ve (A oq],
d. 59 EAyp ile DElrignmis alsun. o v o1& Adaa e

ti173
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Birlegtirglim. [T{a'}=a <X.xg da kapah Gir egridir. X de xg 0an gegen
kapalt Bir a4 edrisi verldigi taklirce a,. o4 den gegen kapal b
edri belirfir, ancak ve ancak a oqa !, o dan gagen bir kapal edri
belirtiyorsa. Baylece D4, a -::-,a'1, eq ¢ D egrilerin botdn homolopi

sinflarindan alugmug clup, D nin F de bir konjuge alt grubudur

Kargii olarak, ejer Dy=a 1Da ise, bu durumda Ds. (A, o4} & kars:
gelr. Burada oy, ¥, dan gegen a boyunca sOrekli devam clan a® n
Ayy Dzerndeki baglangig nokiasidir. Dy ise, oq deki g4iD41=D3" a
bir tek olarak kaldinimigtir, © halde D.F  nin bir normal alt grubu
ise, by durumda Dq=Dea’'Da dayleki Oy= D ve D nin konjuge alt gru-
plan ile X lzerindeki kesitler arazsinda bire-bir karg gelme vardir
oyleki bu karg gelme TOCA) min bir T(XA) alt grubunu teskil eder.
O halde. edar D.,F rmn normal all grubu ise, bu durumda Grid

danigimlerinin T' alt grubu alinda dedigmeyen D=a"'Da, x, da a¢D
kapali edrierin tanmimladify kesitlerin belirledigi  T{XA} ne izo-
marfiktir,

Su teorami ifade edabilinz:

Tegrem:2.2. A alt demetmin esas grubuy, F min normal D alt grubuna
veya F de a-10a konjuge alt grubuna izomorfiklic.

Tegrem3.3. Y(X.A) u F/D

spal. F'C min har bir Da=alD yan cimlesi o4 den ggen kesd ile
1
a.eA’E AL’ i bir tek gekilde balirler.

Biylege F min nermal ali gruplan vasdasyla EBelirlenan A’ reqgiler
alt &rt wzaytan X i ngrmal &ril uzayr olarak adlandinhr,

Simdi, eger Dy, Dx F &i normal alt grup ve Ay , A'p bunfara =ra-
siyla karg gelen alt demetler ise, bu durumda agikga A'yc A'g an-
cak ve ancak Dy Do

D halde F ren normal gl gruplan ile befirlenan A mn alt damatlen

LT



rin ailasn, kg sinidy wve her zincr &jede bir CEf fiira fahip
tir. Baylece Zarn Lemma'sin
Gyleki by demet A demelidir

a2l gruba kars: gelir. Baylace L
O halde su fecremi verebdlirz:

S
dan gir maksimal at demet wvarce
A demati siphesiz en kBgldk 0 narma
J=iF] B omin komutatdr all grubogur,

Toaram3 4 V(X A=F/(FF]

Tarom:3.1. AJF. F] ila belirlenen normal orid vzay ise, FFF] ya X
i Homolaji grubu, A ya da Homolgji ortld wzay denir,
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