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N (R, 1/¢(K)) TERIMININ IKT GST SINIRINA AIT AYRICALIKLI DESERLER
VE ASIMTOTIKLIK TEOREMLERI
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K : i
N (R,lff( )) teriminin 1ki lst sinirina ait bazi teorem ve sonuglar) E¥510311k11 dederlere
uygulayacadiz. Ayrica bu teorem ve soauglar yardimiyla N (R,1/f 7)), N (R,1/f) ve
N (R, 1/f-a) ifadelerinin 1 (R, ) karakteristik fonksiyonuna asimtotik olma kosullarini
verecediz.

THE EXCEPTIONAL VALUES AND ASYMPTOTICAL THEOREMS WHICH BELONG TWO UPPER BOUNDS
OF N (R, 1/f(k)) TERM

SUMMARY

We will apply the excepticnal values to two upper h”“"ds(ff N (R,l/f(k)) term. Again we
will give the conditions which occure asymtotic N (R,1/f° 7", N (R,1/f) and N (R, 1/f-3)
terms to T (R,f).

1. GIRIS
R. Nevanlirma tarafindan tanimlanan

T (R,F) = m (R,f) + N (R,f)
veya

T (R, 1/F) =m (R, L/f) + N /R, 1/T)

seklindeki karakteristik fonksiyonun uygulamasi oldukca genistir. Klasik
olarak bilinen Picard (veya Borel) ayricalikii dederleri &rnek olarak
sayllabilir. R. Nevanlinna ozellikle meromorf, yani sonlu karmasik diz-
lemde kutup noktalarindan baska tekil noktalari olmayan fonksiyonlarin
karakteristik ozelikleriyle ilgilenmistir.
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2. TANIMLAR
2.1. TANIM
f{z), | z] < R bodlgesinde meromorf bir fonksiyon olsun. lg i g M ve
] €j <N olmak izere a; ve bJ sayilari sirasiyla f(z) meromorf fonksiyo-

nunun sifir ve kutup yerleri olarak alinsin. Bu halde m(R,f), m(R,l/f)
N(R,f) ve N{R,1/f) terimleri

1

m(R,f) = J_zll 16@ Ifl dgd , m(R,1/f} = Lf" 169 II/fI do
2 14 2 2][ ]
il R M R

N(R,f) = Z 0g ——— ve N(R,1/f) = I log
5o leI i=1 la,!

olarak tamimlidir. Ayrica a bir karmasik sayl olmak dzere

ve

A
f-a

R
| i

N (R, ) = N{R,a} = £ log

seklindedir. Buradaki < katsayilari, f - a = 0 denkleminin kiklerini
gostermektedir. Boytece f-a fonksiyonunun Kkarakteristigini yukarida
yapilan tanimlar altinda,

1) 4 NR— )= T(R——)
f - a f -« a f - a

T{(R,a} = m{R,a) + N(R,a) = m(R,
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biciminde yazabiliriz ([ 3a} , S. 166).
2.2. TANIM

m{R,f'/f} teriminin Gst sinirin1 S(R,f) isareti ile gOsterecediz ve-is-
lemlerde @¢nemli olmayan hata terimi olarak alacagiz.

N(R,f) terimi mertebeleri ne olursa olsun, f(z) meromorf fonksiyonunun
yalniz bir defa sayilan kutuplarina ait toplam: gbstermektedir.

2.3. TANIM

f(z) meromorf fonksiyonunun ancak sonlu defa kabul ettigi ve en fazla
iki tane olabilen degerlere "Picard ayricalikli degerleri" denir.

p=im -todl (R,f)

R~ log R
ifadesine, f(z) meromorf fonksiyonunun mertebesi denir.

f{z) meromorf fonksiyonunun mertebesi p ve f - a = 0 denkleminin kokleri
Ch olsun. p > r degerlerl ig¢in

1

r
la;l

serisini yakinsak yapan ve en fazla iki tane olabilen a dederlerine
"Borel Ayricalikli Degerleri" denir.

N(R, ——)
5(a)=1-Tm NRa) _, g —_—f-3a
g - o T(R,f) g - = T(R,f)

seklinde tanimianan 6 (a)'ya f(z) meromorf fonksiyonu i¢in a degerinin
defosu denecektir. & (a), f(z) - a = 0 denkleminin sifirlar:i yodunlugunun
azalmasini gdsteren bir dlgi gibi olup, 0 ile 1 arasindadir. Defosu
sifirdan farkl: olan degerlere "Nevanlinna Ayricalikli Degerleri”,
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defosu si1fir olan deferlere ise "adi dederler" denir. Ayrica kullanaca-
gimiz didger gefolar,

N(R, — )
_ (k)
6(?)(aj =1 -Lim f a
R~ T(R, )
8 {w ) =1 - Lim -ER’f)
R~® T(R,f)
ve
(k) Ner, 1/£K))

olarak tamimlidir.

Eger |z | stirekli bir edri boyunca sonsuza giderken f{z) - a oluyorsa
a, f(z) fonksiyonunun asimtotik degeridir denir. Bunu f{z) . a simge-
siyle gdsterecegiz.

TEOREMLER

2.1. TEOREM

m (R, f'/f} teriminin st sinir1 olan S(R,f) hata terimi icin,

olur ( [2b ] , S. 41-42).
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2.2. TEOREM

a, f{z) meromorf fonksiyonunun Picard (veya Borel) anlaminda bir ayrica-
tikl1 deferi ise, 6 (a) = 1 olup

—_ N(R,a)
R—- o T(R,f)

=0 (2.2)

seklindedir ( [ 1al , S. 76).
2.3. TEOREM

f{z) meromorf bir fonksiyon, a; (1< i€ q) si1fir ve sonsuz olmayan karma-

sik sayilar olsun. Bu halde k ve g tamsayilary ig¢in,

MR < F 0 NR ) ¢ (k- ) TIRF) + S(RF) (2.3)
= i

1

bagintis: vardir {[ 4 1, S. 28).
2.4. TEOREM

f(z) sonlu karmas:k duzlemde meromcrf bir fonksiyon ise, k pozitif tam-
saylsl ig¢in,

1) 4 KN (R.f) + S (R,F) (2.4)
f-a

R, 176 5)) ¢ (R,

olur (£ 41 , 5. 38).
2.5. TEOREM

Rasyonel olmayan f(z) meromorf fonksiyonu sonsuz ile a; (15 ig g) farkl:

{k)

karmagik sayilarini, f'"/(z) tirev fonksiyonu da sifiri Nevanlinna ayri-

calikl1 degeri olarak kabul ediyorsa,
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. (k)

2 sla;) ¢ 6;(0) +k
esitsizligi vardir.
1SPAT
2.3. Teoremden gegen

(k) ] 1
N(R,I/¥**" ) g = NR, ———} + (kK - g+1)} T(R,f) + S(R,f)
i=1 f-a

seklindeki (2.3) esitsizliginde her iki taraf T(R,f) karakteristik fonk-
siyonuna bolinir ve yeteri kadar biylk R sayisi igin Ust limitlere gegi-

lirse,
1
N(R, ——) (k)
g . f-g — N(R,I/f
[ 1-Lim I - Ltim — + k-
i-1 R== T (R, f) R-= T (R,f)
On SRE)
R—= = T(R,f)

elde edilir. (2.1) ifadesi ve defolarin tanim: son esitsizlikte kullani-
lirsa,

sonucyu bulunur.
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Z2.6. TEOREM
Rasyonel olmayan f{z) meromorf fonksiyonu a karmagik sayisini, f(k)(z)
tirev fonksiyonu da sifiri Nevanlinna ayricalikli deferi olarak kabul

etsin. Eder sonsuz f(z) fonksiyonunun Picard (veya Borel) ayricalikll
dederi ise,

olur.
1SPAT

2.4. Teoremden gecen

(R 1/FYY) ¢ NCR,

-~

seklindeki (2.4) ifadesinin her ik} tarafi T(R,f) karakteristik fonksi-
yonuna bolunir ve yeteri kadar blylk R sayislt igin Ust limitlere gegi-

lirse,
— (k) o N(R——) -
T NMRAET) Tm o f-e Ly m MRO L T SRA) o
R- = T(R,f) R~ =  T(R,f) Re T(R,F) Row T(R,f)

ifadesi elde edilir. Sonsuz f(z) meromorf fonksiyonunun Picard (veya
Borel) ayricalikli degeri oldugundan,

itn MR, 7 o S(R.F)
R+« T(R,f) R- «» T(R,T)

terimleri si1fir clur. Bu halde (2.5) ifadesi,
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tim MRUFT)  Gn o f-a
R-wo  T(R,f) R = T {R.f)
gseklinil alir. Bu son egitsizlikte
i A B (k)
— e m __ NR./F
1w Ll ™0 @ e L s HEE)
R-w T(R,f) R-=e T(R,f)

seklinde yazilabilecedinden, (2.6) denkleminde,
s (a) s oK) (0)

bagintisi kolayca elde edilir.
2.7. TEOREM
Rasycnel olmayan f{(z) meromorf icin s i(k}{O) 0 6 (a) =0 ve

6 (=) =1 ise N(R,1/FK)) fonksiyonu ile T(R.f) karakteristik
fonksiyonu asimtotiklik 0zelidi gdsterirler. Yani,

URVZALE TR
sekiindedir.
I1SPAT

2.6. Teoremin ispatinda gegen

w1y MR ——) yqp
Lim ——— < Lim ———— + k Lim
R-= T(R,f) R~-w T(R,f) R= T(R,f)
—  S(R.t}
+ Lim
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seklindeki (2.5) ifadesinde W(R,1/¢K)) < (n(R,1/¢'K)y &zeligi g6z
Oniine alinirsa

1

N(R, }

w6 ey “J
T e g T s g LI el d
R~ T(Rf) R-=  T(Rf) Ree  T(R)

(275

N(R,f) S(R,f)

+ Kk Lim + Lim
R =« T(R,f} R T(R,f)

bagintisy gikar. (2.7) ifadesi defo tanimlarina gére dizenlenirse,

= i N(R,1/¢(K)) _
(1-61 (U)\Sfﬁlm——T(R_f—)—’s (1‘6(3})+k(1'6(m))

elde edilir. Verilen hipotezler son esitsizlikte kullanilirsa,

— NR 15K

1 < Lim
R~ = T(le)

/A

¢lkar. Bu son ifade de

N(R, 1/£(K)y
Lim _— ]
R~ T(R,f)

veya
NRAEK) - TR

r.

P

demext



¥18 5. DBRAS / AYRICALIKLI DEGERLER VE ASTMTOTIKLIK

2.8. TEOREM
Sifir ve a karmasik sayisi f(z) tam fonksiyonun birer adi degerleri
ise

NR,L/EE)Y - T(RF) - (R,

asimtotiklikleri saglanir.
ISPAT

£(2) tam fonksiyon oldudundan kutuplari yoktur. Yani N(R.f) = © olur.
Bu halde {2.4) ifadesindeki esitsizlik

——) + S(R,f) g T{R,f) (2.8)
f-a

seklinde yazilabilir. Ayrica 2.7. teoremindeki N{R,l/f(k}) = T(R,T)}
asimtotikligi {2.8) esitsizliklerinde kullanilirsa,

) s(R) ¢ TR

(R f) - n(R1/FK)) ¢ NGR,
f-a

bagintist bulunur. Buradan da
nRo1/E0R)) - TR - NGR, —1 )

asimtotiklikleri gikar.
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