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OZET

Birinci bdliimde, sirekli crtemlarin reolcjik ha! denklemlerinin konvek-
t1d koordinat sisteminde elde edilmesi incelenmigti. Bu b&llimde, siirekli
crtamlarin invarjant hat denklemlerinin formiile edilmesi ve aynit eksenti,
farkli agrsal hizlarla donen iki silindir arasindaki akiskanin Tki boyut-
lu hareketi igin invaryant hal denklemterinin elde edilmesi yer almakta-

dir.

ON THE FORMULATION OF RHEOLOGICAL EQUATION OF STATE
PART |1

SUMMARY

In Part |, the rheological equations of state for continuum media in

the convected co-ordinate systems have been discussed. In *this Part I1,
we Will formulate the invariant equations of state of the continuum
media. We will also obtain the invariant equations for the two dimen-
tional stesdy flow betwzen two c¢oaxial cylinders rotating with different
angular velocities.

(*) Bu galigsma Profesdr 1.5.01droyd'un "On the formulation of
Rheological Equations of State”™ adii1 makalesinde ileri
sirdigli fikirlerden esinlenerek hazirlenmigtrir,
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1- INVARYANT HAL DENKLEMLERININ ELDE EDILISINDE KULLANILAN
METODUN TASViR%

$imdi idealize edilmig yeni bir tip silirekli malzeme igin deformasyocn
ve akls teorisini geligtirmek lzere kapsamli bir yol prensip olarak
tesis edilebilir. Malzemeler igin deneysel veya yapisal teoriye da-
yanan hal denklemleri, tam invaryant 6zellige sahip birinci bdlim

§2 kurali geregince kolayca taninabilen bir gsekilde yazilmalidir. Bu
maksatla kullanilan mukayese sisteminin bir konvektid koordinat sis-
temi olmasr arzu edilir. Sinir defer problemlerinin ¢dzilmi, hal denk-
lemlerinin gerilme tansdr alaninin sabit bilegenleri cinsinden yeni-
den diizenlenmesi ve birinci b&lim  §3 deki prensiplere uyacak sekil-
de yer degigtirme fonksiyonlarinin bagiml: fonksiyon clarak segilmesi;
akim teorisinin ikinei safhasinin geligtirilmesi ig¢in yapilacak ig-

lerdir.

$imdi bazi &zel hallerde ortaya g¢ikabilecek gli¢liikleri gistermek lze-
re hal denklemlerinin tesisi i{le ilgili bazi Ornekler verelim: Basit-
legtirme maksadiyle akigkan, sikistirilamaz yani hacimce degigmeye
¢ok biyilk bulk elastisite modilu ile kargi koyan bir malzeme clarak
kabul edilmektedir. Matematik olarak bdyle bir malzemede herhangi bir
noktadaki gerilmeyi iki bagimsiz gerilme sisteminin sliperpozisyonu
seklinde gdrmek uygun digser. Bu tanstrlerden ilki sabit hacimdeki
bozulmayi temsil eden p'ik tansdrii, digeri ise p”ikbﬂ"%ik izotropik
tansériidir. Burada p" genlegme ile ilgili mutlak bir skaleri gds=-

termektedir.

Daha ileri seviyedeki bir kabulle, p" niin degigmesine ragmen &lgiile~
pilen bir genlegsme ortaya ¢ikmaz, yani herhangi bir izotropik basing,
malzemenin kinematiginden etkilenmeden herhangi gerilme sistemi lze-

rine siperpoze edilir. Bundan dolsay1i

(Biitin p" ler igin) e§1)1 -0 (1)

ile birlikte hal denklemleri; p" igin verilen denklemin ve p' ile
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1)
k
limit formu olarak,

ei y1 birbirine baZlayan alti denklemin olugturdugu bir takimin

e k)
- P oph
Py = P'y~P"8;,  seklinde elde edilir. (2)

Newtonian akigkani i¢in birineci bolimde verilen {3} hal denklemleri

i {1
By ik
basit olan bu halde p'i

k=2ue seklinde alt:i adet denklem olarak yazilabilir. {zellikle
deviotorik tansdrii gésterir (pil =0). Fakat
3(1) ba-

ik
gint1is1 iuzerinde yapilacak kisitlama sonucu bulunacak olan bagintinin

k
genel halde p'k tansdriinin deviatorik olabilmesi igin p'ik’

birincl b&limdeki (7) ifadeleri ile ilgili bir invaryant baginti ol-

masl gerekir,

Pratikte ortaya gikan integro diferansiyel denklemlerin cinsini be-
lirtmek lzere basit dizenleme iglemleri ve diferansiyel almalarla

bir diferansiyel denklem takimina kolayca ddnfigemiyen, hipotetik bir
denklem takimi digiiniilebilir, Bu diiglince ile ilgili olarak hal denk-

lemleri deneysel clarak konvekiid koordinat sisteminde

HJE: n'jlan"vjl , DA/Dt=0Q (3)
Dry, (£,8) t
n,‘M (E, )+ ——— - [ ¢ (t—t')u'jE(E,t')dt'
Dt -
Dy, {(E,t) t By. (&, t")
sl T ety 32 e} h
Dt - Dt

geklinde invariant formunda verilebilen bir sikigtirilamaz malzeme

gozdnlne allnabilir.(*)

{#x) Bu formu teorik olarak da diisiinmek miimkiindiir. Bdyle bir malzeme
sembolik olarak relolojik bir modelle temsil edilen makaalama ha-
reketinde sirasiyla elastik ve viskoz element Hzelliklerine sahip-
tir. Ornegin, 1876 da Bollzmann[! ] tarafindan matematik olarak for-
mile edilen Burgers[2 ] in 1935 tarihli makalesine bakilabilir, Bu
makalede elastik elementin etki sonunda da elastik Szellige sahip
oldugu varsayilmaktad:ir, Gergekte malzeme karigik elastik dzellik-
lere sahip bir visko=-elastik akiskanidir,

(xx) Sikistirilamiyan bir akigkan; sadece t_ referans aninda degil t
dan sonraki anlarda da sikistirilamazligini koruyan bir maddedir.
Bu nedenle hal denklemleri e, sekil degigtirme tansdrlni agikga
igermiyecek gekilde ifade edifebilir.
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Bu denklemlerde uy ve X siraslyle viskozite ve zaman boyutunda mut-
lak skaler sabitlerdir. ¢(w) Fonksiyonu malzemeye ait mutlak bir ska-
lerdir, yani ¢(w) da bulunan katsayilarin timi malzemenin mutlak [i-
ziksel sabitlerinin bir fonksiyonudur. Bu fonksiyona daha &nceki her-
hangi bir t-w anindakl reclojik durumun t anindaki reolojik Szelik-
ler Gzerindeki etkisinin bir &lglimi olarak bakilabilir. Ozellikleri
(3) - (4) denklemleriyle belirtilen malzeme agikar olarak Bzotropik-
tir, ¢ Ozdes olarak sifir olmadifi zaman (4) denklemi yeniden basit
diizenleme ve diferansiyel olma iglemleriyle bir diferansiyel denkle-

me indirgenemez,

Hal denklemleri sabit mukayese sistemine ddniistiruldtglinde (1},(2)
ile biplikte
ap'.k(x,tJ t

(%, 80 ———— - f  $lt=t'}p’ (x',t")
6t - ax

axtax'

1 axk

Plik gt

£ Jn, .r
(x,£)= J ¢(t-t')e§ll)(x',t') BT A e (57

- 6xlaxk

(1)

= ZU{Eik

denklemleri elde edilir. Burada

eg_;)(x',tv) = i[vk,i(x.'t') + Vv (xl'tl)J

1,k

ifadesinin sadece integrantlarin birinde bulundufuna dikkat etmek

gerekir.

Bu sebepten denklemler,énceki (x'i) konumu civarindaki hiz vektdrind,
agik bir gekilde x'i(x,t,t’) yerdegistirme fonksiyonunu ve kovaryant
tirev iglemi siliresince x'i civarinda metrik tansdri ihtiva ederler.
Ortogonal karteziyen koordinatlarin kullanilabilmesi hallerinde bazi
basitlegtirmelere gidilebilir; &rnegin bu durumda kovaryant tiirev

adi kismi tdrevlere doniigiir. Hal denklemleriyle beraber, homogen 3i-
kistirilamiyan malzemelerde p= sabit, geklinde verilen slreklilik
denklemi ve {i¢ hareket denklemi bulunur. Siiphesiz bu denklemlere her
konumda ve her anda saglanan &zdeglikier géziiyle bakilabilir, Bdylece
beklendigi gibi gerilme tansdriinin bilesenleri ve x'i(x,t,t‘) fonksi-
yonlari igin, kolay sinir gartlari altinda bile ¢bzimil basit clmiyan
integro-diferansiyel denklemlere ulazilmig olur. Yapisal modelle

baglaylp sinir deger probleminin ¢&zlmilyle sona eren diferansiyel hal
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denklemlerinin olusumunun tiim safhalarini gésterebilmek igin, lizerin-
de kolayca iglem yapilabilin bir malzemeyi inceliyvelim. 1945 da
Fréhlich ve Sack [3] tarafindan verilen hal denklemlerini bizim sem-

bollerde
3 a

(14% =) pry = 201+ ——pell) (6)
at at

geklinde yazip, bununla birlikte (1) ve (2) g&zUnlnde tutarak, sikig-

tirilamiyan elastiko viskoz akigkani inceleyelim.

Bu denklemler, Newtonian akigkaninin igerisinde dagildig) farzedilen
Hookean elastik pargaciklarinin kolloidal siispansiiyonunun yapisal
modeline dayanir. {6) Denkleminde bulunan ii¢ sabitten birincisi

= vigkosite, ve digerleri zaman boyutun daolan A ve T skalerleri-
dir, Malzeme esasta akigkan ve fiziksel modelde A>T ise; X nin T
ya egit olmasi halinde malzemenin W viskoziteli Newtonian bir akigkan
olmasi gerekir. Orijinal makalenin incelenmesi halinde {6) denkle-
minin malzemenin stasyoner haldeki makroskopik elementi dilglinlilerek
gikariidigi gdriliir. Burada ayrica gerilme ve deformasyonliarin kiigik
oldugu kabulu yapilmaktadir, Keza kullanilan koordinatlar ortogonal
koordinatlardir. (6) Denklemi bu haliyle genel kullanima uygun degil-
dir. Bundan sonra yapilacak ilk ig; (6) denklemini deformasyonun kiiglk
olmasina gerek kalmiyacak bigimde genellestirmektir. Orijinal tiiret-
menin 5zel sartlari altinda (6) denklemine indirgenebilen invaryant
denklemleri ariyoruz. Bu arada bu indirgemenin yapilip yapilmayaca-

gina belirsizlige yer birakmadan karar vermeliyiz.

Bir tek denklem takiminda, deneyin veya yapisal teorinin verilerini

tanimlama problemi, pratikte sik sik rastlanan bir meseledir.

(6) Denkleminin yapilabilecek agikar bir genellegtirilmesi

& 5

(1+ A -———)p'.k= 2u(1 +7 ———u)eS;) (T}
6t E 6t -

geklinde verilebilir. Sembol olarak p'ik ve egi) kovaryant mutlak

tansérleri ve A, B, T mutlak skalerleri gdsterdigine gdre bu denklemin

invaryant formda oldugu derhal gﬁrulur.(*)

(%) Denklemler konvektid koordinat gsistemine gire verildiginde, denk-
lemlerin bunun gibi basit halde yazilmasina gerek yoktur.
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Konvektid tlrev tamamen agik gekliyle yazaldiginda {(7) derklemi
1 1] m 1 m T m 1 -
PPt MBD g AOTR i PV PR Y P e

(

2ue§;)+2ur(aei Tk m (?)+ g 8{1)

3
fat + ve; +V e Vo

ik, m - "iTmk ) (84

1)
k
geklini alir. Bu denklem (6) da bulunmayan g¢arpim terimlerini ihtiva
eder. Fakat bu garpim terimleri stasyoner haldeki malzemelerds, kiigix
3ekil degigtirme hizlari altinda, (6)nin ilk elde ediligindeki gart-
larla uyum halinde olarak ihmal edilebilirler, Fakat {6) denkleminin
tek genellestirilmis geklinin (7) denklemi olmadigini gdrmek zor de-
Zildir, Ortogonal karteziyen kcordinatlarin kullanilmasi halinde; p'

kovaryant tansdr bilegenleri, p'lk kontravaryant ve p'; karigik bi=-

lesenleri veya bunlardan herhangi birinin metrik tansdrin determinan-

t1 ile garpimindan elde edilen izafi tansdr sekli, (8rnegin

p'iki 1/2p‘ik kovaryant yogunluk tansdriinde oldugu gibi), arasinda
bir fark yoktur. Benzer sekilde ortak tansdrler kovaryant deformas=-
yorr hizlari tanadriniin yerine kullanilabilir., Bdylece orijinal ola-

rak verilen {6) hal denklemi, &rnegin

gkm(1+k 9——)p‘im = 2u(l+T E——)e](._;) veya (9)
ot at
= a a
g 2 2y = 2ucier el (10)
at : at *
geklinde yazilabilir. Bunlar, drnegin
5
gkm(1+l é--—)p'im = 2u{i+T )eﬁ;) 1 (11)
(i34 ot
w7 5 s}
g2 Eopr = augner 2l (12)
6t 6¢

gsekillerinde genellegtirilebilir. Birinei b&limdeki, (37) Den (39)a
kadar verilen kurallarin tamamen agik sekilde yazilmas:i halinde;

{(6)nin ilk elde edilis gartlari altinda ihmal edilebilen denklemin

sol tarafinda bulunan —2le£;) p'T veya Ae(I)mpEk tarimleri yahut
. - (1) (1)m . .
3ag taraftaki -2u1ekm ei zibi terimler harig, (11)=(12)

ve difer denklemlerin (8) denklemi ile ayni oldugu ortaya gikar.

Boylece tiimli kisitli bir hareket tipinde gegerli olan nonivaryant

ik
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denklem takimina dayanan, sonsuz sayida clabilen bir invaryant hal
denklem takimina V&Plll?.(*) Yalniz yapisal modelin veya deneysel
caligmalarin Szel malzemeler igin daha detayli incelenmesi istendi-
ginde, bu denklem takimlari, mimkin olan alternatifler arasinda de-
Zisir. Muhtemelen komplike hareket modellerini veya ¢ok hassas Slgim-
leri gerektiren bdyle bir deneysel g¢aligma, hal denklemlerinin belir-
sizlige meydan vermeyecek gekilde tesisine kadar devam etmelidir.
Bdylece #zel bir problemin ¢dzlimini vererek hal denklemlerindeki
dnemsiz bir degigikligin invaryant deniklemierin ilk elde deiliginde
gézéniine almadigimiz sartlar altinda hareket eden kil halindeki mal-
zemede gok degisik ©dzelliklere sebep olacaZini belirtip konuyu biti-
recegiz. (1),{2) ve (7) Denklemlerinin olugturdugu (A) tipi ile
{1),(2) ve

a )p'ik = 2u( 1+t —9——)e(l)ik

6t 6t

(14X (13)

denkleminin olusturdugu (B} tipi ile verilen sik:istirilamiyan elas-

tik akigkanlara ait iki hipotetik denklemi mukayese edecegiz.

T1k bakigta bu siniflamalar {6) denklemin Snemsiz farkli bir genel-

lestirilmesi olarak gorilebilir.

(1)

’ - Jik (1)ik
D ik © Eueik veya buna denk olan p = 2ue

bagintilariyla
verilen Newtonian akigkanina, A ve Tt nun limitte birbirine egit ol-
malari durumunda (A) veya (B) hallerinden birinin limiti goziiyle ba-
kilabilir. Bununla beraber A>T  oldugunda (A) ve (B) malzemeleri

kiil halinde farkli dzellikler gosterebilirler.

(%) Bu denklemlerden herhangi birini konvektid tansér bilesenleri
cinsinden ifade etmekde zorluk yoktur. Ilk bakista bu denklem-
lerin lniversal gegerliligi olan hal denklemleri ig¢in tam in-
varyans Szellige sahip oldugu gdrilebilir.
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2. AYNI EKSENLI, DONEN 1KI SILINDIR ARASINDAKI AKISKANIN DAIMI VE
DOZLEMSEL HAREKETININ INVARYANT HAL DENKLEMLER?Y

Bu durumda z ekseni silindirlerin ekseni boyunca segilmig olarak,
xi=x,y,z karteziyen koordinatlarin: kullanmak uygun diiger. Ancak
nihai sonug¢lara tansdrlerin fiziksel bilegenleri cinsinden polar
koordinatlarda r,9,z(rcos@=x, rsin@=y) geklinde yazmak gerekir. Yani
karteziyen bilesenleri,bulunulan herhangi bir noktada yerel olarak
se¢ilmis polar koordinatlarla dat (liste gelecek sekilde secmek icab-
eder. Elastisite teorisinde polar koordinatlarda, gerilme tansdriiniin
fiziksel bilegenleri olarak kullanilan F?,ﬁa,ﬁ?, vesalre sembollerini
burada da gerilme tansdrii bilegenleri olarak aynen muhafaza etmek

yararli olur. Hiz vektdriiniin karteziyen bilegenleri simetriden dolayi

vizvi= [-ywir) , =xw(r), 0] veya
Vt: _x2 w{r} , v2: x1 w{r} , v3=0 geklinde verilir.
. dv av
e§;)= e(1)1k= —t (——% + = ) Formiiline gdre deformasyon hizinin

2 ax ax
bazl bilegenleri agagida g&sterildigi gibi hesaplanabilir:

av ov y
eﬂ): —1 den ] = -x2 aw(r)— W aw(r) = diaCr) g yaZ.111r'.
dx1 ax1 Bx1 ax1 dr 6x1
2 2 2
X =t cos @, x,y=r sin @ , r Xy X, bagintilarindan
X X b4
—937= _, ar = 2 ! Bul 40 ] bulunur. Buradan
ax1 r axz r 6x1 dr r
0%y s 4, (1) xy do
= ro84y =2 % elde edilir.
ax1 r dr r dr
1% v av x2
(1) 1 1 2 1 2 dw
€5 = ™ ( + } den T - w - .
2 ax2 ax1 ax2 r dr
8, x21 dw
W+ hesaplanir. Buradan
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%, 2.2 2 .2
(1) 1 1 2 dw (1) 1 x -y dw
2 r dr 2 r dr

elde edilir, Benzer sekilde diger bilegenler hesaplanabilir, Béylece

deformasyon hizlar: tansdri > 2
=Xy do x"-y

r dr 2r dr g
(1) ik 1, % ot _fx%y® do  xy  dw
eik z e = — ( i+ X )= —_— —_—— 0
2 ax Ax 2r dr f o dr
0 0 0
Ix k
seklinde bulunur. 'ik: - B i Donlglm bagintisina gére
aE™  ag"
gerilme tansdriiniin bazi bilegenleri agaiida gsterildigi gibi hesap-
lanabilirpr:
ET e 52“ @, 53 -z clduguna gére
11 % gl By X o, o wx, ,
p' = T 3 T 4+ —3 3 T o+ 2 T — T den
il [+13 ag [s]4 13 13
p'11= coszmr11-r212231n29-2r11zcos@ainw
11 - - £
Bigm Ry, 1= "
£
elde edilir. 2
1 0 0
2 11 -~
B = ¢ r 0 den T = rr'
o 0 1
22 T ey don <22 . 0B ve
£25o = PPT1, T2
12 = oo ?ﬁ' bulunur. Buradan
r
2 ¥
L ~5§ o - : §o: - —35% o elde edilir.
r r r
22 ¥y By g, X, &, o, i T
p! = 3 3 T +—2 > T + 2 T
8 9g ag~  ag 651 aﬂé
2 2

2 2

den p'"" = ~X§ e 230 25y 175 bulunur.
r r "
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Benzer gekilde diger bilesenler hesaplanabilir. Béylece gerilme tan-

gériiniin karteziyen bilegenleri

xzf?r+yzﬁar2xy56} xy(F?f—é@')+(x2—y2)Fa' o
2 2
] r
Ak Xy(;?‘-éaf)+(x?y2)ﬁaﬁ yzﬂ?r+xzéai2xyfﬁl
P B = 0
ik 2 2
r r
0 0 A

~~ ~—
seklinde elde edilir. Burada, w@-.??i.zzr niin sadece r nin fonksiyon-

lari oldugu kabul edilmektedir.

Balunulan noktada, polar koordinatlar ybtniinde segilmig olan kartezi-

yen eksenlere gdre gerilmenin polar koordinatlardaki fiziksel bile-

genleri
Fro @i 0

Pk p'ik = rp' 55; 0 (14)
0 0 zz !

geklinde verilir., Ayrica deformasyon hizlari tansdriiniin polar keordi-

natlardaki fiziksel bilegenleri agagida gosterildigi gibi hesaplana-

bilir:
Hiz alani, V1=vr=0 i vzzvm;rw(r), v3;yz=0 olduguna gire
av ov
ei;)= e(')ik = - i ( E + i ) formiilinden
2 ax oax
iy 2% B s (ny 1, % By 1 dw
i T em—— s i Eilm e + ): — r ,
dx1 ar 2 ax1 sz 2 dr
(1) (my ¥ 8 (n ()
e "=0, e 2 ————z——— =20, e, =0, e,, =0 elde edilir.
13 22 23 77 733
GXE 90

Burada r bulunulan noktanin sabit r koordinatini g&stermektedir.

Béylece, polar koordinatlarda deformasycn hizlar: tansdri
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g L 0
2 dr
{;)_ (1)ik= _rduw g .
* 2 dr
0 0 0
; (1) N
'
o'y 6p,lk ey, 6e(1)1k
r H ve
5t 6t 5t &t

323

geklinde elde edilir.

ifadelerinin polar kcordinatlardaki fiziksel bilegenleri, karteziyen

eksenler déndiigiine gdre agagida gbsterildigi gibi hesaplanabilir:

65y 4y 0
—— + v bik ot
6t at o

(1J

®ik _.m (1) m (1)
ot =V Ck,m T Y 1%
6P s ot
st ik, m

(1}

i 1 (1 2 (1)
R VoS Y 8y

1)
beqy . _du r dw
5t dr 2 dr

(1)

e | 1, 2 ()
" 2 12,1 Y %0
B (1)

13 m (1) mo (1)
. = v 13 nt Y ,1em3
. (1)

22 vme(1) m (1)
P 22m T Y 2%

(i)
fféén N vme(1) . 6(1}

© 23,m 'Z27m3

&t

vm b

,.mk+V

(1)
* V "® im

+ vm p! + vm b
it omk 'k“im

(1)

1
V8

duw
dr

m
'kbim

Ve

Formillinden

yazilir, Buradan

2

(1)

+ Ve,
1 dw =I‘2(&)2
2 dr dr
0
0
[ bulunur.
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op?

11 1 2 2 dw dw ==
=V p'1t 1tV ,19'21 + v ,1p'12 = r rg' + r rig!
6t ' dr dr
6p*
1 - op dw Pﬁ'
[+14 dr
&p!
12 1 2 2 dw =
= v p' + V , Pyt V0= oo
st 12,1 v 22 2¢ 12 dr
&p!
13 . m 1 m 1 m -
A = Vv p 13,m + VP 3 + v ,3p'1m =0
o
t
6? 22 = vmp' + " p' + vm p! E
22,m 28 m2 28 2m T
ot
L]
5p'a3 4
—_—=zvop = 0
5 23,1
¢ (1
ﬁeik Gp'.k
Bulunur. Béylece , —= | nin polar koordinatlardaki fiziksel
i . &t 6t
bilegenleri
. L
dr
ol
= 0 0 0 ,
ot
a 0 0
(15}
20 92 3 LA 0
dr dr
6p! .
1 . r 39 G3 0 0
6t dr
0 0 0
geklinde elde edilir.
ik ik
5b i i
2 ab + vmblk, - vl, bmk - vk, bim Formilliine gidre
m m m
6t at
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(1)ik
e

5 y
. vmefl)lk, _ vi, e(])mk _ vk, e(1}im
6t m m mn
spr K m ik 1 mk k. im
svp!l T o -wv, pt - v, p! yazilir. Buradan
6t m . m
(1)1 . .
be N VmeE;)1? _ vl, e(1)11 _ V], e(l)lm -0
6t n m
tine d

So

AR vmeEL)IZ _ v‘, G 1Imz V2, e(1}1m g @
&t m m

(1013
&
L vmeE;)IB - v1,me(1)m3 - v3, Wy
6t M

) 2
6!V 5 2 2 (12 2 du 2
—— = v ,,e -V, e 2 - (—)
6t dr

(123 ,
O e vmef;)EB =, oM _ 5 gl1)2m

= 0 elde edilir.

’
bt o m
6p'11 m_ 1 1 m] 1 1
=V I:m -V smp' A 1mpl WL: 0
ot )
T . I dii o
—x y pf, -V ']p' 7 =R rr!
6 1 dr
13
t
4p R Vmp']g _ vi'"p,m3 - VB,mp'1m _—
6t '
22
6p*t 22
b = V]P':1 - V2v1p'12 = “'2'119'21l = dgp 20 o8
ot dr
.{)p'a3 m 23 2 m3 3 , 2m
T W o Mg BT N B =0
6t e
(1)ik 6 , ik
bulunur. Boylece - ; B nin polar koordinatlardaki
ot 6t

t'iziksel bilegsenleri



-r

-2r

dw —~
re
dr

ds g
dr
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0 4] 0 0
(1)ik ik
be . 0 _pa(.EEan 0 , 5D i e du
6t dr st dr
0 0 0 0
seklinde elde edilir. (7) Denkleminden
(1)
ép! be
P'11 + A 1V e Zueﬁz) + 2utT e B §
ot 6t
e 2ar -2 B o e y2
dr dr
(1
, 89" 45 (1) be,a
p 12 + —— 2ue12 + 22Ut ;
&t &t
FO ' +Ar due QTEJ":E!‘ du )
dr dr
(1)
op* e
p'22 +A iy iR N Zueé;) + 2uTt ——2—2— " éB":O ;
6t 5t
(1)
&p! Ge
9.33 X 23 - 2ue§;) b B 33 ,
&t 8t
EE':O degerleri hesaplanir. BSylece kovaryant bilegenlere gdre

verilmig olan (A) tipine ait h

dw r"-'b"-:

dr

F;i+2kr

dw éa, &
dr

EB‘% Ar

Q)

~ ~

@':ZZ':G,

seklinde elde edilir.(13 Denkl

al denklemleri

Eutrz(—gﬂ—)a .

dr
dw

ur y
dr

eminden

(17}

0
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e(1)11

p‘11 " k_gglﬁ . 2ﬂe(1)11 - be” : -0 .
6t 6t
12 (112
T
p'12 +XA P = 2pe(1)]2 + 2ur Lo
&t 6t
= rQ'-Ap d ' = 2ur dw §
dr dr
22 (1)22
L}
p‘22 +X Spr_ = 2ue(1)22 + 2ur ol =-2u1r2( do )2 ,
6t 5t dr
33 (1)33
t
p'13 +X EE'———-: 2ue(1)33 + 2t i 2 f~'=0 "
5t st

hesaplanir. Béylece kontravaryant bilegenlere gore verilmis olan (B)

tipine ait hal denklemleri
v
55'—2 Ar S = -Eutrz{—ée—)a .
dr dr

iBid i . el o g 88 (18)

dr dr

r-'.r-"Z?.':O

geklinde elde edilir. Yukarida verilen hiz alani igin (2) denklemi
otomatik olarak saglanir.Ayrica siireklilik denklemi p yoZunlugunun

sabit olmaslni gerektirir. Hareket denkleminin agik ifadesi

seklinde verilir. Buradan Polar koordinatlarda sifir olmayan

Christoffel Semboller

1 2 2 1 = i
f2 2} = -r, {1 2} = {2 1}: —;— olduguna gére
ap'! 111 22 .

+ — p =-rp = pv, yazilir.
ar r
p”:r"'?* . 12: . ) % p22= ac den

2
r iy
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hareket denklemlerinin ilki

L
gre ] + i) = -prm2 + ap geklinde bulunur.
ar r ar
k2 -
ap £ r2 2 kr .
+ {k 1ﬁ} P+ {k P poo= oY, den
ax
k
12
ap . 1 12 . 1 12 . 1 21 -
ax r r o
wa'(—l— 55'0+ —15 [ —15 o —iE o yazrlir. Buradan
ar r o r r
BV s B v o mime SHLER.
or b
k3 33
Lo, Py pr3 MNEER! pkr = pi, den 2P = p2
Kr k pr 3
gx az
K
yazilir, p1k=p'ik-p"glk Formiilinden, g33:1
33 , 33 it
olduguna gbre Hp = s - cp hesaplanir. Buradan
az az az
~ 7
~n : L
p'33=ZZ olduguna gére 42z s 20 + PE elde edilir.
07 aZ

Burada & yergekim ivmesini gistermektedir. Z ekseni yukari dogru
yonlenmigtir. w nin her iki silindir lzerinde verilen degerelri al-
d1Z1, sinir gartlari altinda; hareket denklemleri ile (17) veya ha-
reket denklemleri ile (18) den olusan yedl adet denklem r'nin fonk-

siyonu olarak verilen alti adet

P, @', ZZ', rd',w, p»

bilinmeyenlerine gire ¢dziilebilir,
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L] — “\‘
w«p 2 = 0 dan 1@-—- = =2 d yazilir. Bu baZrntinin integ-
ar r Fo: r rali alindiginda
1':"@'=c.|r'_2 bulunur. FBrenr —20 00 =ur den ,
dr dre
— dw F@‘
P01'=0 olduguna gére —— = elde edilir. Integre ederek
dr ru
-2
c,r
we S dr + ¢, ,
ur
<] -3 e,
= —-—— r-+ ¢, hesaplamr. c 24, —— = b olmas1i halinde
2
2u 21
wi acbr~? elde edilir. frt+2Ar E'T——rf@':;zl,nrz(ﬂ)z denkleminden
’ dr dr ;
7 e 240 ur & - 2urr2(-—g-9—)2
dr dr dr
TR -zu(l—t)pz (ﬂ)2 , do = 2br_3 yazilir, Buradan
' dr dr
Fre-8u(r-T)r™"
= 1"
bulinur. Z71=0 olduguna gdre Reat = 9p + pPE denleminden
az 9L
ap" e
+ pPE =0 elde edilir, Buradan
az '
" g :
p"= -pRz+f{r) , L/ o B hesaplanir. @0'=0 oldugundan
ar dr
deer , Er-gen  8gh B denkleminden
dr r or
L2 8 = Ay + & + prw2 yazilir. Buradan
dr dr r
o~ F .2
f= Fre S dr + [ pru“dr+c ,
r
2 -4
f= -Bu(]t-t’}bgr-_l‘l + [ slulx=vibe dr + Ipr(a—br_z)zdmc

r
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2 2 1 2 -2
r

f= -bu (A—r)bzr'u+p (_l_ ar -2ablogr « -~ b Y+C bulunur,
2 2
p'=-pgz+f denkleminden

ph"= -pZz —6u(1—t)b2r-u+p(—l— a2r2-2ablogr— th—b2r:'2)+C
2 2

elde edilir. Bdylece (A) tipi ile ilgili denklemler toplu halde

rr ‘:—Bu(l—T)bgf‘—u 3§ 6&) =0 ﬂ":D

(4} = 2ubr“2 , w= a-b r'2 , (19)

2

p"= p(ﬁl— a2r2-2ablogr -t b r_2)—6u(l—1)b2r‘4~épZ+C

2 2

geklinde verilir.

(B) Tipi ile ilgili g¢dzumler asagida gdsterildigi gibi verilebilir:

- ‘r ot o —
oee " + 35@— =0 dan r@ '=2ubr 2 bulunur. rr'=0 olduguna gére
ar r
-~ dew ) dw : b T
rj'-ir FEY = denkleminden r' -ur yazilair.
dr dr dr
-2 o~ i dw
Buradan w= a-br bulunur. r@'-Ar rr’ -pur
dr . dr
denklemindan PP = pr i bulunduguna gdre
dr
ﬁa'-—EXr 2 55‘: —Eurrg(—gg—)z denkleminden
dr dr

- Sy(l-t)r_u elde edilir.

’-‘l rn
2% =0 olduguna gére L :ap + pE hareket denkleminden
oz az
ap" @
p—+pg=o ¥
8z

—

p"z -pgZ+h{r) =elde edilir. r'=z0 clduguna gdre

hareket denkleminden
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_ e g 2 enn) 2
r ar dr
dh B 2 -8u(r-npir 2
—_ = - prw § ee———————— 4+ PP
dr r r
h= p(—l—aarz—Zablogr 2 e Dr-z) ,
2 2
p"= =pgZ + Zu(:l\—‘r)bgr"l‘L +p (—l— éerz-zablogr . bzr"2)+c
2 2
elde edilir. Boylece goziimler toplu halde
mlo ., @' suo-an?e ™, 2':o0
(8) Bluoer—2 ws a-br~2 | (20)
e il a%r2-oablor ~ —1— BERIER( AT} DO BpTiC
2, 2

seklinde verilir. Burada a, b, ¢ her iki tip i¢in de sabitleri gds-

termektedir. b Sabiti wymw, izafi agisal hizi ve silindirlerin

(r >r1) yarigaplari cinsinden sifirdan farkli bir blylklik olarak
r, ro(w,-w )

1 22 1

ryr

b= —3 3 seklinde hesaplanabilir. Bu arada fikirleri pekistirmek
r,-r
2 1

lzere @, nin sifir oldugu hal diglinlilebilir. EZer malzeme yeteri

kadar viskoz ve A>Tt ise, yani daha agik olarak  u(A-t) terimi rg

ye gire yeteri kadar bliylk ise, p" ifadesindeki merkezsel ivmeden
doléyl ortaya ¢ikan terimler, viskositeyi igeren terimler yaninda
ihmal edilebilirler., Yatay bir dlizlem igerisinden gegerek diizleme
etkiyen kuvvetler hareketi daimi tutmaya galigirlar. Bu kuvvetler

(A) malzemesinde

-~

= 22"+ p" = -6u(l—1}b2r—4 + sabit

5

(B) malzemesinde ise,
-7 - 2!.1.(k-t)bar'"u + gabit
ncrmal basinglari olarak verilirler. Birinci halde basing r ile

artar, ikincisinde ise r arttiginda basing azaiir. Bu sebepten
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daimi iki boyutlu hareket yapan bir akigkanda ani olarak bir serbest
ylizey verildiginde, serbest ylizey (A) malzemesinde dis silindir ci-.
varinda yikselir, i¢ silindir civarinda algalir. (B) Malzemesinde
ise i¢ silindir civarinda tirmanma dig silindir civaranda algalmé

gibi tamamen ters etkiler meydana gelir.

Malzemelerin kil halindeki davraniglarinda 8nceden segilebilen hal
denklemlerindeki bir gekil degigiminden dogan bu gesit bir fark Gzel
bir malzeme igin genellegtirilmig ¢egitli hal denklemleri arasindan

birini deney yoluyla segmekte kullanilabilir.

Ornegin, simdiden (7) veya (13) denklemlerinden birinin belirli bir
sikigamaz akigkana uygulanmas: biliniyorsa couette viskozimetresi
ile yapilan basit bir deney bu iki alternatiften hangisinin dogru
oldugunu godsterecektir. Béyle bir etkinin varligi (1947,1948) de
Weissemberg(41,[5] tarafindan gegitli akigkanlar kullanilarak de-
ney yoluyla gosterildi.

Ayrica onun tarafindan (55'>0,(Bl malzemesinde oldugu gibi) akim ¢iz-
gileri doZrultusunda germe gerilmelerini dcguran bu etkinin, viskoz

ve elastik Szelliklerin bir terkibinden ileri geldigine isaret edildi.

(1948, 19u49) da Reiner[6],[7] , Weissenberg tarafindan miisahade
edilen etkiye malzemeye bir basit kesme gerilmesi uygulandiginda

tim dogrultularda elastik birim sekil degistirmeler doguracak gekil-
de bir malzeme sabiti kullanan, Cross eiastlsitesinin bir tezahirl

gzl ile bakta.

Diger taraftan Rivlin 1948 [8] de ayni olayin elastik 6zsllik gds-
termiyen non-Newtonien bir akigkanda nasil meydana geldigini detay-
lariyla gosterdi. Fakat elastik dzelliklerin yardimei sebep olmala-
rindan &tiiréi Rivlin hata yapmaktadir. Onun digtuncesi, bir elastik
akigkana ait hal denklemlerinde mevcut olan gerilme bilegenlerinin
zamana gore tirevlerinin hareketin daimi olmas: halinde sifir olma-
s1 sebebiyle hal denklemlerinin bir elastik olmiyan akiskana ait

hal denklemleriyle ayni olmas: varsayimina dayaniyordu.
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Gergekte, visko-elastik davranigi tasvir eden hal denkleminin de-

formasyon hizlari tanstrini, gerilme tansdrinii ve gerilme tansériiniin

konvektid tiirevini birbirlerine bagliyan bir denklem olmasi éerekir.

Bir daimi halde Eucled mukayese sisteminde zamana g6re kismy tilirev-

ler sifir olur, fakat gerilme tansdriniin konvekbl& tlrevi sifir olma-

dig1 gibi, gerilmelerin ve deformasjon hizlari tansdrinin bir cebrik

konbinezonuna indirgenemez. Bu sebepten, daimi halle ilgili deneyler-

de, bir visko-elastik akigkan, elastik olmayan viskoz akigkandan

farkli bir genel davranig igerisinde bulunur.
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