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PERIYODiK BiR f FONKSIYONUNUN HEMEN HEMEN RIESZ ORTALAMASI YARDIMI fLE
YAKLASIM DERECESTH
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f, 2% periyodlu, periyodik ve Lebesgue anlaminda integralienebilen bir,
fonksiyen olsun. Lipa (0< agl) synifrna ait f fonksiyonunun fFourier se-

risinin hemen hemen Riesz ortalamasi yvardimi ife yaklasim derecesi;
p
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n
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oL xg2x . P
0 { Log | B a= 1
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seklinde veritir.

THE DEGREE OF APPROXIMATION OF PERIODIC FUNCTION f BY ALMOST RIESZ MEANS

SUMMARY

Let f be periodic function with period 2m and integrable in the sense of
Lebesgue. The degree of approximation of a periodic function f belonging
to the class of Lipa(0< agl1) by almest Riesz means of its Fourier series
is given by

p
of ¢« =% ; 0<a <t
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1- GiRiS

Lorentz [1] 1948 yilinda bir {sn} dizisinin hemen hemen yakinsaklidini ta-
nimladi. Sharma ve Qureshi [2] de hemen hemen Riesz anlaminda toplanabilme
tanimini verdiler ve yakinsakligdin bir genellestirilmesi olarak hemen hemen
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yakinsakli§1 incelediler. Biz bu galismamizda [2] de incelenen periyodik bir f fonk-

siyonunun hemen hemen Riesz -anlaminda yaklasim derecesini veren bir teoremin ifade ve ispatinl ele
aldik.

2~ TANIMLAR

2.1-TANINM:

-{pnT dizisi, Po> 0, Pn = PptPyte.. 4D v @ {n - = ) olmak {izere negatif
olmayan sabitlerin bir dizisi olsun.

n
t, = P1 2 Py Sk (2.1)
" k=0

yazalim. tn ye ¥ a serisinin kismi toplamlar dizisi olan {Sn} dizisinin
Riesz ortalamasi veya kisaca (R,pn)-ortalamas1 denir £3] .

2.2-TANIM:

Eder 0<ag! igin
fx+h) -f(x) = 0(}h|®) (2.2)

ise, f fonksiyonuna Lip « sinmifina ait bir fonksiyondur denir ve f€Lipa sek-
linde gbsterilir [31.

2.3-TANIM:
Eder p ye gbre diizgiin clarak

n+p

Lim

= 2.3
n-= {(n+1) L ( )

k=p

ise {sn} dizisi, s limitine hemen hemen yakinsar denir [11.

2.4-TANIM:

Z a, serisinin kismi toplamlar dizisi {s } dizisi olmak uzere, eger p ye



i. BzTURK # PERIYODiK BIR f FONKSIYONUNUN YAKLASIM DERECES] 157

gére dizgin olarak

n
. .
t, - 2 by s (nee) (2.0)
k=0

ise, > . serisi s limitine hemen hemen Riesz anlaminda toplanabi-
lirdir denir. Burada

k+p

1
g = S
k!D (k'l") uZ=p H (2-5)

ve {p, }dizisi; Py 0, P =P #P, +...+P, olmak ilzere negatif olmayan sa-
bitlerin bir dizisidir [21].

3.TEOREM

2t periyodlu, periyodik ve Lipe (0<eg1) sinifina ait bir f fonksiyonu-
nun Fourier serisinin hemen hemen Riesz ortalamasi yardimi ile yaklagim

derecesi;
0 {(T—p“ 5 0< a<
n
Max |f(x)—tn‘p(x)| =
ODgxg2n
P P
0 n n ; -
{(T—n Log -———pn)l a=1

seklinde verilir. Burada (R,pn) -ortalamasi regiilerdir ve n 2N, icin
By 0 artandir (2].

ISPAT:

f fonksiyonunun Fourier serist

flx) v —— 8. + :E: (anC05nx+bnSinnx) (3.1
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olsun. Bu serinin kismi toplamlar dizisi {Su {x}} ise
Hu

sy (x) = —%— aj + Z (a, Cosv x + by, Sinv x) (3.2}

\J:1

yazilabilir. Diger taraftan (3.1) ifadesinde verilen Fourier serisinin kat-

sayilari;
2n 2n 2r
1 - . i
a, =_'-f flu) du, a=— ] fu)osnu du, b= — jf(U)SInnUdU
o 0 0
oldugundan, bu esitlikleri (3.2) ifadesinde deferlendirirsek
2x B
1
5,/ %) g~ f { —;— + Z CosV (x—u)}f(u)du (3.3)
0 v=i

elde ederiz. Halbuki

H
. 1
Sin(v+ — Ju
—-;—- + z Cosvu= 2 oldugundan (3.3) ifadesi

vl 25in -,:,—- u

2n
1 Sin(p+ —;—)(x—u)
Sp ()= —= j f(u)du
0 Sin —%-—(xuu)

seklinde yazilabilir ve buradanda gerekli diizenlemeler yapilirsa

)
Sin{u+ —)t
$y (0= —21; f [F{xs+t)sf(x-1) 1 u1 2 dt (3.4)
0

Sin “2"-' t
elde ederiz. Dider taraftan

1

1
Sin{u+ — ) t
1=-1—f 2 dt 14
n
(4]

: 1
Sin - t
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oldugundan
1 ; Sin( u+ —2—)t
su(x)-f(x}= Tf {F{x+t)+f(x-t)-2f(x)} ——-—1———— dt (3.5)
R A Sin —— t

yazilabilir. Halbuki (2.5) ifadesini dikkate alirsak

K+p k+p
S0-F00s ey 2 Sal0-F00= ey 2o (s (-F) (3.6)
W=p H=p

esitsizligini bulmus oluruz. (3.5) ifadesini (3.6) esitliginde degerlendi-
rirsek

&Mp+~4t
(x) f(x)- f {f{x+t)+F(x-t)- 2f(x)}z (3.7}
u=p Sin —2—- t
buluruz.
k+p ) 1
Z Sin{u+ -1 )= Cospt - Cos(k+p+1)t
up SNt 25in° -t

oldugunu dikkate alir ve B{t)= {f{x4t)+f(x-t)-2F(x)} dersek (3.7) esitli-
§ini

5 pX)-Flx) = f p(t) LCospi-Cos(kipsi}t] 4y (3.8)
’ 28in? -t

seklinde ifade etmek mimkin olur. $imdi {2.4) ifadesinden faydalanarak
f{t)—tn p(‘c) ifadesini teskil edelim,

n
Ft)-t, (O=F(t)- = D ps (t)
n k=0
n
=—11s-n- 2 b U(t)-s, ()
k=0

dir.
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(3.8) esitligini gbz oniine alirsak

n b
1 1 [Cos(k+p+1)t-Cospt]
FlE)-ty p(t)= 5 RZ pd ot [""”*—;S%Z—Ldt | JER)
=0 o

elde ederiz. Halbuki,

Cos(k+p#+Jt-Cospt=-25in{k+2p+1) -—;—— . Sin{k+1) —

oldugundan (3.9} esitligi

Py Sin(k+2p+1 )—5—— n{k+1) %——
f(t)'t - m - ? t
k 0 2

seklinde ifade edilebilir. $imdi

Py
1 Py Sin{k+2p+1) —z-Sln k+1)—2—

10ty s gl [ 011D gy -

0 k=0 v

. u P, Sin(ke2pst)-.Sin(ket) 5
o [ e 'Z "1y g o 'dt
/B N

= 114-12 yazalim,

I1 ve 12 ifadelerini ayri ayrl inceleyelim.

[Sin(k+1) —E—Ié (k+1}|Sin —E—-| ve “1_17' = 0f —%—) (5] oldugundan

Sin >
/Py n
L 5 { f _liét_)] —E-E—— . |Sin{k+2p+1) -?—|(k+‘l)|51n —2—|
Endl isin —2—]
/P

P n
) 1 ST 169) ; t
=0 { —— f : kZ Py |Sin{k+2p+1) T' dt}
=0

n
o}

)dt
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elde edilir. Diger taraftan Sin{k+2p+1) —%— = 0(1) alinabileceginden

pn/Pn pn/Pﬂ

n
1=0 ‘—;; / 1oL 37 p ) =04 f 18] gt
0 k=0

0

bulunur. Ayrica (2.2) ifadesini dikkate alirsak #(t)=0(|£|® ) olur.
0 halde 0<e<i igin '

P /P
nn tu pnc 2.10)
n=oif et - 0 ()" (3.
o]

elde edilir. Simdi de I2 ifadesini gbzbnine alalim. I1 ifadesinin ispatin-
da oldugu gibi hareket ederek

n
I,=0{ _‘1,; f E-(I%J Z [Py .Sin{k+2p+1} -;—l dt }
Pn/Pp "= k=0

dir.

n
Z : i - Pn
pk-SIU(k+2p+1) T = 0( —t—) [6]

k=0

oldugunu dikkate alirsak 0<e <1 igin

x
1 t* Pn
12=0{-P; I e i R o dt } (3.11)
Pn/Pn
Py . Pp . %~ Py . ©

elde edilir. (3.11} ifadesinde @ =1 alalim. Bu takdirde
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n n
_ 1 t  Pn . Pn j dt
=017~ Bl A B e <
pn/Pn anpn
p P
=0 > Llog e} (3.13)
Pn pn

elde edilir. (3.10), (3.12) ve (3.13). ifadeleri dikkate alinirsa

0 —;ﬂ-f ; 0< act
n
Max [f(x)-tn’p(x)] =
Dgxg2n . —;L[Dg—;L e
n n

elde edilmis olurki, buda teoremin ispatini tamamlar.
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