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BANACH UZAYLARINDA SINIRSIZ DONOSOMLER VE A5 TOPLANABILIRLIK

Hilseyin GAKALLI
E.U. Fen-Edebiyat Fakiltesi, KAYSERI

BzeT

Bu galigmanin birinci kesimi gerekli tanim ve teoremlere ayrilimiy, orjinal
kesimlerden biri olan fkinci kesimde de Bnce ki yeni tanim, sirastylas
ayrilabilir y8nlendiritmig ciimle ve ayritlabilir ag§ tanimlar, verilmis ve
arkasindan iki lemma ve [ki teorem ispaflanm1§f|;. Son kesimde de sinrrsiz
clabilen lineer dénilglimlerin aglarinin matrisieri ile ilgili regiliterlik,

L-regiileriik ve konservatiflik teoremleri verilmigtir.

UNBOUNDED OPERATORS AND NET SUMMABILITY (N BANACH SPACES
SUMMARY

The first section of this paper is devoted toc known necessary definitions and
theorems, and in the second section, which is one of the original sections,

It has been given the definitions of seperable directed set and seperable net,
respectively and then proved two lemmas and two theorems. In the last section,
the theorems of regularity, L-regularity and conservativity related to matrices
of nets of linear operators which may be unbounded have been given.

1- GIRtS

Diziden-diziye ilk dnemli ¢alisma Toeplitz,0. tarafindan 1911 yilinda yapil-
mistir £5]. 0 galigmada reel ya da kompleks regtler iicgensel matrisleri
karakterize eden bir teorem verilmistir. 1920 de Schur [4], bu teoremi lggensel
olmayan matrislere su sekilde genellestirdi.

Teorem 1.1. Reel veya kompleks terimli bir A=(ank) matrisinin yakinsak her bir
diziyi yakinsak bir diziye, aynm1 limitle doniistirmesi igin gerek ve yeter ko-
sullar:

(a) supnkz‘ |ap | < o2

(b)Y lim a.,=0

nk

M+ o
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(¢) lim z 3 |
n-— e k=1

- 1950 de Robinson,A. bu teoremi tam normlu uzaylarda asadidaki sekilde verdi
[31.

Teorem 1.2.X tam normlu bir uzay olmak {zere, X den X e sinirli lineer doni-
simlerin diziden-diziye bir matrisi A:(Ank) nin regiiler olmas1 icin gerek ve
yeter kosullar:

. ; B o
(1) M,n den bagimsiz olmak iizere ]iAn1,An2,....,A k,...||- a LM<

n
(2) Her k&N icin, lim %Kﬂ

1 s

(3) Her neN igin, :E A k:A mevcut,
kop nkTTn

{4) lim An =1
n-‘@

Bu teorem asagidaki sekilde de ifade edilebilmektedir.

Teorem 1.3.X bir Banach uzayi olmak lzere, X den X e sinirli lineer dénisim-
lerin diziden-diziye bir matrisi A:IAhk) nin regller olmasi ig¢in gerek ve
yeter kosullar:

m

(173 |}:E Ac(x ) Bl£K, (myn=1,2,.....n¢ N igin [1x5 1ig D)
k=1

olacak sekilde m ve n den bagimsiz bir K sabiti vardir.

(2')  her keN ve her x¢X igin lim An k(x)=0 (x)=0

Noo

(3') her néN ve her x¢X igin:E: An,k{x)=An(X) mevcut,
k=1
(4')  her xeX igin lim An(x)=1{x)=x

N-<o

Bu teorem gibi uzaylarin farkli olmasi: durumunda yani Anklerinbir X Banach
uzayindan dider bir Y Banach uzayina sinirli lineer doniigimler olarak alinma-
s1 halinde de L-regiilerlik ve konservatiflik teoremleri ifade edilebilir.

Lorentz ve Macphail, (21 sinirsiz doniisimler ile ilgili iki teorem ispatla-
y1p, regiilerlik kavramini Aqk larin sinirsiz olabilen déniigimler olabilmesi
halinde vermistir. Bu teoremleri asagida veriyoruz.
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Teorem 1.4 X bir Banachuzayl olmak idizere X in kapal: lineer alt uzaylarinin
bir dizisi (Ln) olsun. Her neN icgin Tn’ Ln tzerinde sinirli ve X den kendisi
igine lineer bir dénlsim olmak lzere her bir x¢X icin ( x))dizisinin X de
stnirly oldujunu varsayalim. Bu takdirdeher neN icin m, f\m izerinde sinirli
olacak sekilde bir mgN vardir. A=l

Teorem 1.5. X bir Banach uzay1 olmak Gzere her n¢N igin Lﬁ:Ln+l olacak sekilde
X in kapal1 lineer alt uzaylarinin bir dizisi olmak izere TH sinirli, Sn’ Ln
nin disinda sifir olsun ve her neN igin Tn=5n+Tﬁ tzellidi saglansin. Her neN
igin r = S +T' ozelligi saglansin. Her xX icin (Tn(x)) dizisi sinirli olsun.
Bu takdlrde T ler birim yuvarin L tarafindan kapsanmayan kismi iizerinde si-
nirli clacak §ek11de bir n oEN vardlr.

[2] de Teorem 1.4 den yararlanilarak, her bir terimi lineer donlisim (sinirl:
olmak zorunda dedil) olan diziden-diziye matrisler icin regulerlik teoremi
Banach uzaylarinda ispatlanmistir.

Biz yukaridaki teoremleri aglar icin verecediz ve her bir terimi lineer
donlgim (simirll olmak zorunda dedil) olan ajdan-agja matrislerde regiilerlik,
L-regiilerlik ve konservatiflik teoremlerini Banach uzaylarinda ispatlayacagiz.
Uzaylarin Frechet uzaylar: olarak alinmasi halinde yukaridaki teoremlerin ge-
cerli olup olmadiginin arastirilmasy ise gok zor bir problem olarak kargimizda
durmaktadir. Gok udragmama ragmen bu problemi ¢ézmeye heniiz muvaffak olamadim.

2. AGLAR VE SINIRSIZ DONOSUMLER

Once aglarla ilgili bilinen tanimlar: ifade edelim. D, bos olmayan-bir cumle
olsun. Eder D lUzerinde birg kism: sinirlama bagintisi var ve D bu siralamaya
gire tam siral1 ise (D, <) ye yonlendirilmis ciimle diyecegiz.

Eder her deD igin {e: eeD, eed} clmlesi soniu ise (D,g) ye sonlu bag-
langi¢ parcalarina seship yonlendirilmis cimle denir. Eger bir f fonksiyonun
tanmm ciimlesi bir < bagintisi ile yénlendirilmis bir cimle ise f fonksiyonuna
bir ag denir ve (f(d)), d¢D, ¢) veya karisiklik yaratmadigi siirece (f(d), deD)
veya (fdeeD semboilerinden biri ile gésterilir.

{f(d)), deD) bir aj ve E yonlendirilmis bir cimle olmak Uzere eder her etE
icin h(e)=f (g{e)) ve her bir deD igin e<p oldugunda d<g(p) olacak bigimde
bir etk var olacak sekilde E den D ye bir g fonksiyonu bulunabiliyorsa,(h(e),
etE)=(f(gle)) eE) agina {f(d),d¢D) aginin bir alt ag1 denir.

Simdi incelememizde sik sik kullanacadimiz yukaridaki tanimlara ek olarak
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yeni bir tanim verecegiz.

Tanim 2.1. (D,& ) yonlendirilmis bir climle olsun. Her d¢D igin mgn oldugun-
da d<g(n) olacak sekilde bir m«N bulunacak gekilde N den D ye bir g fonksi-
yonu varsa (D,g) ye ayrilabilir ybdnlendirilmis cimle denir.

Lemna 2.2. D sonsuz bir cimle olmak tzere (D,g) sonlu baslangig pargalarina
sahip yonlendirilmis bir ctmle ise ayrilabilir ydnlendirilmig bir cimledir.

fspat: Bir dI&D alalwm. D sonlu baslangig¢ pargalarina sahip oldugundan,
kard({ e:eéd1 })=k1 olacak sekilde bir kI{N vardir., g(k1)=d! diyelim. D son-
suz elemanl1 oldugundan, d <d; ve d #d, olacak sekilde en az bir dytD vardir.
Bu takdirde, thN olmak Uzere,

k1<kard {e: eéd2 } =k2

dir. dz:g(kz) diyelim. Bu gekilde devam ederek, d1’d2"""’dn—1 Kyskosennn,

Knopo g(kl),g(kz), ..... ,g(kn_i) lerin bulundugunu kabul edelim. Bu takdirde,
D sonsuz elemanli, sonlu baslangig¢ pargalarina sahip yonlendirilmig bir ciim-

le oldugundan, dn—den ve dn_1 # dn

olacak gekilde en az bir dn{D vardir ve
ﬁqfkmﬁ {e:eédg =kn
dir, dn=g{kn} diyelim. Béyle devam ederek elde edecedimiz (dn)an = (g(kn)}neN

dizisi D de bir agdir ve yukarida tanimladigimiz g fonksiyonu her deD i¢in
nzm oldugunda g(kn)zd olacak sekilde bir m¢N nin bulunmast 6zelligini saglar.
0 halde D ayrilabilir yonlendirilmis ciimledir. Bu lemmanin karsiti her zaman
dogdru degildir. Gergekten D={0,1) cimlesini kii¢lik ya da esit bagintisi ile
yonlendirilmis bir cimle olarak g@zdnine aldigimizda, D nin ayrilabilir fakat
sonlu baslangig¢ parcalarina sahip olmayan bir ydnlendirilmis cimle oldudunu
goririz.

Lemma 2.3. (D,g} ayrilabilir yonlendirilmis bir cimle, X normlu bir uzay ve
X den X e lineer doniigimlerin bir ag: (Td, deD) olsun. X deki her (xd, deD)
sifir ag1 ig¢in (Td(xd), déD) a1 sinirly ise bu takdirde, 97d0 oldudunda Td
sinirli olacak sekilde doeD vardir.

ispat: Kabul edelim ki d>do oldukga Td sinirli olacak sekilde hir bir d&-D
bulunmasin. Bu takdirde, her deD igin Tg(d) sinirsiz olacak sekilde g{d)d
gzelligine sahip bir g(d)e¢D vardir. D ayrilabilir oldugundan, D de (I{d),
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deD)=(d, de¢D) aginin altad: olan bir (f(n}, n¢N) dizisi mevcuttur. Buna gire,
her n dogal sayist igin h{n)=g(f(n)) olmak izere,

1|Th(n)(xh(n)) || # 0 ve lim ]!Th(n)(xh(n)? Il ==

N-ax
olacak sekilde X de ,ixh(n)l!S 1 zelligine sahip bir (xh(n}) dizisi vardir.
Simdi,

4<[ vt (x“("}"' “h(n) , d=n(n) igin

, dider durumlarda
sekilde tanimlanan (yd agim goz onine alalim. Bu ag X de bir sifir afidir.
Ancak, d=h(n} igin,

[ Tingm) Cngm 1721 T gy Oy 1= |1Tn(n>‘*h(n)’1|1/2
oldugundan, (Th(n)(xh(n))) dizisi simirsizdir. Bu dizi (Td(xd). deD) adinin
bir alt adi1 oldugundan, (Td(xd), deD) ag1 da sinirsiz olur. Biylece lemmanin
ispatr tamamlanmis olur.

Teorem 2.4. {D,<) sonlu baslangig pargalarina sahip yonlendirilmig bir ciimle,

X bir Banch uzayl ve X in kapali lineer alt uzaylarinin bir ad: (Ld, deD)

olsun. Her bir d¢D icin, Td’ Ld izerinde sinirli ve X i kendisi igine déniis-

tiiren bir lineer doniigim olmak ilizere, her bir x¢X i¢in, (T (x) dD) agimin

X de sinirli oldugunu varsayalim. Bu takdirde her deD igin Td = f\Le' tzerin-
1

de sinirli olacak sekilde bir eeD vardir. ece

ispat: Genelligi bozmaksizin d¢ e Ozelligini saglayan her d,egD igin LdbL

olduguny kabul edebiliriz. Ginki, aksi takdirde her deD igin LY = fldLE‘

kapali lineer alt uzaylarini ele alabiliriz.

Sonucun ger¢eklenmedidini kabul edelim. Bu takdirde, her bir Ld ye karsilik,
Ld Uzerinde sinirll olmayan bir Te vardir ve e # d dir. D ayrilabilir yén-
lendirilmis bir ciimle oldugundan,her deD igin,n>m oldugunda g(n)>d olacak
sekilde bir mg¢N bulunacak bicimde N den D ye bir g fonksiyonu bulunabilir.
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Simdi-g{1)sh(l) diyelim. h'{1) >h(1) olacak sekilde bir h'(1) &D vardir.

Bu h'(1) €D igin, LELR oldukga, g{(n)=n'(1) olacak bigimde bir m &N
vardir. Buradan, g(ml) >h'(1)>n(1) elde edilir. g(m1)=h(2} dersek,
h(2)>h(1) olur. Bu h{2)¢ D igin, h'(2)>h(2) olacak sekilde bir h'(2)eD
vardir. Benzer sekilde h'(2)¢ D igin, n My oldukca, g(n) 3h'(2) olacak
ggkilde bir m, & N vardir. Buradan g(mz) >h'(2) >h(2) yazabiliriz., $imdi de
g(m2)=h(3) diyelim. Bu taktirde, h(3) >h{2) olur. Bdyle devam ederek, h(4),.
...... » h(k-1) elemanlarinin secilmig olduklarini kabul edelim. h{k-1)¢ D
igin, h'(k-1) > h(k-1) olacak sekiide bir h'{k-1) ¢D wvardir. Bu h'(k-1)¢ D
igin, n 2y oldugunda g{(n) >h'(k-1) olacak sekilde bir M€ N vardir ve
dolayisiyle g(m, ) >h'(k-1) dir. g(m, ;)= h(k) dersek, h(k) 3h'(k-1} >
h(k-1) olur ki buradan da h(k) >h{(k-1) yazilabilir. Bdyle devam ederek,
(g(n))n* y dizisinin kesin artan bir (h(k)):(g(mk_l) alt dizisini elde ederiz.

Her bir m¢ N igin, Lh(m) e karsilik, s{m) >h(m) olmak lzere Lh(m) lizerinde
sinirsiz olan bir Ts(m) vardir. Ts(m) in bir alt dizisine gegerek T
in Ls(m) lizerinde sinirsiz oldudunu kabul edebiliriz. Ts(m) in L
deki sinirina H diyelim, Her u € N igin,

s(m+l)
s(m) izerin-

s(m)
- e
“S(fl]=2 p(1+HS(1)+HS(2)+...+HS£")}

ile tanimlanan ( s u))u N dizisini g6z 6nlne alalim. Bu takdirde, her
m¢ N igin,

(1) Hymary i) o) <

u=m+l
olur. ||xs(1)i|51 tzelligine sahip bir xs(l)&Ls(l) alalim. TS{3),LS(2)

izerinde sinirsiz oldugundan,

ag(2)  Ts@ sl 3+ e g1y UTg(ay (g 1yl

olacak sekilde "*5(2)115 I ozelligine sahip bir Xs(2)€ Ls(2) bulabiliriz.
Ardisik olarak devam edersek, m>2 igin,

-

(2) ag(myl Ts(me1) Xs(m) 11 > M1+ 1%1 *stiy MTsqmer)Fsiy) 1l

olacak bigimde l1xs(m)||5 1 6zelligine sahip bir Xs(m) € L bulabiliriz.

s{m)
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X=

.

=1
=1

£ %s(i)%s(i) diyelim. ( a s(i))ie y dizisinin seciliginden dolay:
&0
i “s(i)xs (i) serisi mutlak yakinsak olur. X tam uzay oldugundan,
ff *s(i)*s(i) serisi yakinsak olur ve dolayisiyla xé& X dir.

1

1
z m+l igin x

m-
P Tstmen) 8= SmTsmen) Csm? * 20 s Tstme) %s(0) s men)
© &

(2 %s(1) xs(i)) esitligini yazalim.

y et
i=m+l

s{u s{m+l) dir

ve bdylece, L kapali bir lineer alt uzay olduundan,

s(m+1)

EEE+1 “s(ﬁ)xs(u)é Ls(me1) V&

(4) l]Ts(m+1)( 5§#+I Gs(i)xs(i))H‘sHs(mﬂ) %%

- i=m+l
dir. (1},(2), (3) ve (4) badintilarindan, (Ts(m))m ¢n in sinirsiz oldugdunu
elde etmek zor dedildir. Bdylece (Td(x))d{ p adinin sinirsiz olduju elde
edilir. Bu geliski teoremin ispatini tamamlar.

“si) €1

Teorem 2.5. X bir Barach uzayi ve (D, &) de sonlu baslangi¢ parcalarina sahip
yonlendirilmis bir cimle olmak Gizere her d,d'¢ D icin d <d' oldugunda
de Ldl olacak gekilde X in kapali lineer alt uzaylarinin bir ag: (Ld)dtD

olsun. Her bir d¢ D icin Sgr Ty ve Tb X den X e lineer diniisimler olmak

lzere Ta simirli, Sd’ Ld nin disinde sifir olsun, Td=sd+Té 2gitligi sadlan-
sin ve her x€ X igin (Td(x))deo ag1 sinirli olsun. Bu takdirde Td ler birim
yuvarin Ld tarafindan kapsanmayan kismi l(zerinde sinirli olacak sekilde bir

0
dce D vardir.

Ispat: U={x: ||x|| g1} olsun. Sonucun gergeklenmedidini varsayalim. Ya-

ni biitdn T, ler U ~ L, zerinde sinirli olacak sekilde hig bir d&”Jbua
0
lunmasin. Bu takdirde her d¢D icin d<d' olmak iizere Tqr» U™LY iizerinde

sinirsiz olacak $eki1de d ye bagl:y bir d'¢ D vardir. D ayrilabilir yonlendi-

rilmig bir cimle clduundan, her bir m dogal sayis: icin T WU v L

r(m) r(m)

Uzerinde sinirsiz olacak bic¢imde (Td)d €D nin bir (Tr(n))n € N altaginy

bulabiliriz. $Simdi her mg¢N icin



136 H. GAKALLI / SINIRSIZ DONUSUMLER VE AG TOPLANABILIRLiK

Hefm)= [l Tlr(m) [

diyelim ve her u dogal sayisi igin

-u -1
ur( ') =2 (1+Hr{1)+Hr(2)+"’+Hr( u))

koyalim, & den Lr( L) e olan uzaklik

r(w) r(n)
% (w7 e () Xy Lrguy) > O

olmak Uzere her m dogal saylsi igin,
m-1

%) €0 Legmys nm) HTegmer) Begmeny 11> m+]'+£1°‘r(rn)“-rr(rm-l)y\‘( wll

ve

' m-1
T er(m)ll‘< min {(1/3) dirmary> (1/9) pppgyse-rs(1/3 )dmfs

esitsizligi sadlanacak sekilde ardisik olarak x

@
2 e
z = X

[+ ]
M w=mel B

r(m) leri segelim.

r(u) {m ¢N)

olmak lzere

8.3

g(Zrn’l'r(m+1)) >’dr“(m+l)' :E:
M=TI+2

}—(1/3)d

“riw) el

)‘(lfg)d --=(1/2)dr(m+1) > 0

>dr(m+1 r{m+l rimel) """
olur. Bu ise Zp(m) ﬁ’ Lr(m) oldufjunu gdsterir. Ayrica,
00
‘lTr(m+1)(Zr(m))l| =1 T'r(m+1)(zr(m)) I < Hr(m+1) :E; “r( ) g1

u=mtl
dir. Bundan faydalanarak ve (3) esitligini kullanarak ispati tamalamak ko-
laydir. )

Teorem 2.4 ve Teorem 2.5, Tm lerin bir X Banach uzayindan m e bagli Xm
Banach uzaylar1 i¢ine olmasi halinde de dodrudur.
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3- REGULERLTK, L-REGULERLIK VE KONSERVATIFLIK

Bu calismada aldigimiz yonlendirilmis climle taniminda tam sirali olma &zel-
liginin bulunmasindan dolayi, normlu bir X uzayinin adsal tam olmasimin {D
den X e her Cauchy a§1 yakinsak ise X e afsal tam diyoruz) Banach uzay1 ol-
masina denk olduguna dikkat ediyoruz.

Bundan sonra X normlu bir uzay olmak iizere, X deki bitlin yakinsak dizilerin
uzayin c{X) ile biitin sifir dizilerinin uzayini cO(X) ile gdsterecediz.
Bu uzaylarin,

W dl=supy, p HED]]

ile normlu uzay olduklar: ve X in tam olmasi halinde bu alt uzaylarin da
tam olduklarini géstermek zor de§ildir,

X ve Y normlu uzaylar olmak Gzere, X den Y ye biitiin lineer ddniigimlerin ciim-
lesini L(X,Y) ile bltin sinirlt lineer déniisimlerin cimlesini B(X,Y) ile
gosterecegiz. Y=X ozel halinde ise L(X,X) yerine L(X) ve B(X,X) yazacadiz.
Ayrica bundan sonra D ile sonsuz elemanli sonlu baslangi¢ parcalarina sahip
yonlendirilmis bir cimleyi gbsterecediz. Eder e'ge igin Af{e'}¢ L(X) ise,
2 A ) (f(e'N)=A(f)
e'ce
toplam c(X) den X e bir lineer déniisimdiir ve A(e') ler sinirli ise bu da
sinirly lineer donigumdir ve bu déniisimin normunun B={ x¢ X: ||x|| <1}
olmak Gzere

Al = 11(Ate Dgig ol = suppary glh D Al (FleN]]
oldugu gbritlebilir, glew
Eger ]ime :E: Ale')f(e')=A(f) ise, A nin normu,
e'ge
All= , 2 Ale)fte")
[1Al1= stmg 500 g1y 11 2 Ale)rten]]

olarak tanimlanir.

Tanim 3.1.X tam normlu bir uzay ve DXD den L(X} igine bir A fonksiyonu ve-
rilsin. ¢{X) in her f=(f(e')) elemant icin,
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(i) h(e)= TE:. Ald,e')f{e")

e'ge
a1 X de yakinsak ve D nin her d eleman1 igin,

(ii) A(f)(d):]ime h(e)

sekilde tanimlanan {A{f)(d))dé p 2dida X de lim, fle') limitine yakinsi -

yorsa DXD-A matrisine regilerdir denir.

Teorem 3.2.% tam normlu bir uzay olmak lzere bir DXD-A matrisinin regliler
olmasi i¢in gerek ve yeter kosullar;

(ni}mrdeDimn}HMdﬁﬂk,a%|(§K<m
olacak sekilde bir K>0 sayis1 ve bir eyt 0 vardir.

{iv) f€ c(X) ve d gD ise,
2 A(d,e') fle')

elge
(e}) agr X de yakinsaktir.

(v) fec (X) ve d&D ise, d 0 igin,

Ble)®
seklinde tanimlanan (h

aldy)= 2 A, e') fle')

o]
e'gd

ile tanimlanan ag X de sifira yakinsar,

(vi) Eger x & X ise, d¢ D igin,
k(d)=1im zZ A(d,e') x
e'ge

5

ile tanimlanan ag X noktasina yakinsar.

ispat: DxD-A matrisinin regiler oldufunu varsayalim. Once (3} Un gerekliligi-

ni gisterelim, Her bir f=(f(e') € c{X) igin,

e'¢ D
Ad)(F)= lim. 2_  A(d,e')f(e’)
€ e'ce
seklinde bir donisim tamimlanirsa, c{x) in kapali bir Lg(d} lineer altuza-

yinin varlidl elde edilir. Yani A{d) nin sinmirl1 cldudu

a(d)® H:(f{e'))e.e pt o fe c(x), e'ggl{d) igin f(e')=0t
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cimlesi vardir. Gergekten; her fé¢ c(x) igin A(d)(f) tamiml1 ise, her
fec(x) icin (A(d,e') f(e’))e. ¢ D ag: sinirlidir. Lemma 2.2 den D ayri-
fabilir yénlendirilmis cimledir ve dolayisiyle, Lemma 2.3 den dolayi,

e' > g(d) oldugunda A{d,e') sinirli olacak sekilde en az bir g(d)¢ D

vardir. Bu takdirde, Lg{d) lizerinde,

EE; A(d,e") f(e'}:]ime :E:* A{d,e')f(e')
g'se gld)<e'se

olur. D sonlu baslangig parcalarina sahip oldugundan her bir

A(d)(f)=lime

L Ald,e')

g(d)< e's e
dontisimi lineer ve sinirlidir ve dolayisiyle A(d) déntsimi Lg(d) tzerinde
sinirl: ve lineerdir. Her bir Lg(d) lineer alt uzaylarin kapali oldugu ko-

layca gosterilebilir. Boylece Teorem 2.4 Un hipotezleri gergeklenmis olur.
Teorem 2.4 den, her d¢D igin,

SWrer, HMAIOI = supe, Wimg Ald,e" (e
o {Ifli <! o, Hfllg! e'ge

o! 2_el|EK< ©

=sup ; {| lim :E:— A(d,e")]|=]1(A(d,e"))
(e[ <! € e <elge

olacak sekilde bir K >0 sayisinin ve bir € €D nin varlig:r elde edilir.

(iii) in gerekliligi elde edilmis oldu. Diger kosullarin gerekliligi [ 2]

dekine benzer gekilde yapilabilir.

Yeterlilidin ispatim ise 1 deki Teorem 2 yi kullanarak elde edebiliriz.
Simdi X ve Y normlu uzaylar ve L&B(X,Y) olsun. Uzaylarin farkli olmasi
halinde asagidaki iki teoremi veriyoruz.

Teorem 3.3. X ve Y tam normlu uzaylar olmak tzere, X den Y ye bir DXD-A
matrisinin L-regliler olmasi igin gerek ve yeter kosullar:

(vi) Her de D igin ||(A(d,e‘))e,>e || g K< =
"o

olacak sekilde bir K >0 sayis1 ve bir eoé D vardir.
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(vii) fgc(X) ve dé€D ise,

Y Adie)fle)

h =
(8)” qice

seklinde tanimlanan (h )) agr Y de yakinsaktir,

(e

(vHi)fecD(X) ve d¢D ise, eeD igin,

gle)= fEL Ale,e')f(e")

e'sd
ile tanmimlanan ag Y de sifira yakinsar.

(ix) Eder xeX ise, de¢D icin
k(d)= lim.  2-  A(d,e')x

€ eice
ile tanimlanan ag Y de L{x) e yakinsar.

Teorem 3.4. X ve Y tam normlu uzaylar olmak {zere X den Y ye bir DXD-A
matrisinin konservatif olmast igin gerek ve yeter kosul Teorem 3.3 in (vi) ve
(vii) kosullarinin saglanmasi ve asagidaki iki kosulun gerceklienmesidir.

(x) F(.co (X} ve debD ise, e<D igin,

gle)= 2 Ale,e')f(e’)
e'sd
seklinde tanimlanan ag Y de yakinsaktir.
(xi) Her xeX icim, d£D igin,
k(d)= lim, Z  A(d,e')x
e'ge
ile tanimlanan ad Y de yakinsaktir.

Bu calismadaki lemma ve teoremlerde dzel olarak D=N alinirsa [2] deki
teoremler elde edilir.

Lineer donlsimler sirekli olarak alinir ve D=N konursa Teorem 3.2, [3]
deki Teorem 4 i verir, ek olarak X=C kompleks sayilar cimlesi olarak
alinirsa, Teorem 3.4, meshur Silverman-Toeplitz teoremini, Teorem 3.4 ise
knnservatiflik teoremini verecektir.
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