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BZET
Bu incelemede, lzerinde pek ¢ok aragtirma yaptimis ve halen yaprimakta olan

Sturm=Liouville kuraminin gelisimi kisace Gzetlenmis ve ikl biyiik matematik-
¢inin dayanigmast vurgulanmaya galigtlmigtir.

THE FRIENDSHIP OF STURM AND LIOUVILLE

SUMMARY

The present paper is an attempt to introduce briefly, development of S+urm-
Liouville theory and give some knowledge about collaboration of two great
mathematicians.

1- GiRIS

1836-1837 yillar1 arasinda, Sturm ve Lioulville yayinladiklar: bir dizi ma-

kale ile matematiksel analizde tiimi ile yeni bir kuram gelistirdiler. Daha
sonra kendi adlar:i ile anilacak olan bu kuram ikinci basamaktan

(k¥ (x))'+ (6(x)r - 2(x))V¥(x) = 0, xe (a,b) (1)

genel dogrusal diferensiyel denklem ve

K(x)V'(x) - h¥(x) = 0 (x=a igin) {2)

k(x}V'({x) + HV(x)

0 (x=b igin) (3)

sinir deder kosullari ile ilgilidir. Burada k,g ve £, x'in pozitif fonksi-
yonlar:i h ve H verilen pozitif sabitler, r ise bir parametredir. Bu sinir
deder problemi sifira &zdes olmayan ¢Ozimler olarak, ancak belli r dzdeger-
lerine karsi gelen Ozdeder fonksiyonlarini c¢ozim kabul eder. Bu dzdegerler
(1) - (3) denklemleri ile ilgili beili istel denklemlerin kokleri olarak in-
celenir,
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Sturm ve Lioulville'nin iizerinde ¢alistiklari sorular kabaca l¢ ana grupta
toplanabilir.

i) Gzdederlerin dzellikleri
ii) Ozdefer fonksiyonlarin nitel davranis?

iii) Gzdeger fonksiyonlarin bir sonsuz serisine keyfi fonksiyonlarin agilimi.

Bunlardan (i) ve (ii) yi Sturm arastirmistir. Liouville, (iii) Uzerinde ga-
lismis ve (i), (ii) ye iliskin dedisik sonuglar ortaya koymugtur. Sturm ve
Liouville'nin dogrusal diferensiyel denklemler Uzerine olan ¢aligmalarini
dort doneme ayirmak uygun diiger.

Birinci donem olan 1829-1830 arasinda her iki matematikcide, biribirinden
bagimsi1z olarak yayinladiklar1 makalelerle konuya yaklagimlarini belirledi-
ler. 1831-1835 déneminin ortalarinda Sturm'un yaptigy iki biydk caligma ile
iiciinci dénem olan 1836-1837 de Liouville'nin konuya iliskin ilk meshur ca-
lismasi ard arda yayinlandi. Kuram {zerindeki 6zgiin calismalarin son dfnemi
olan 1838-1840 yi1llari arasinda Liouville'nin blyiik katkilari olmustur.

8u incelemede tarihi sirayl izleme yerine, @nce Sturm'un galigmalar:i daha
sonrada Liouville'nin calismalar: &zetlenmistir. Zira, Sturm, Liouville'nin
Bzgiin galigma ve kurama katkilarini oladan bigimde dverken, Liouville'nin
konuya iliskin galigmalarinda Sturm her zaman kaynak olarak gdsterilmistir.

2- STURM-LIOUVILLE KURAMININ KOKLER!

Sturm-Liouville kuramina esin kaynadi olan goriiglere ilk kez Sturm'un genis
kapsaml1 ¢alismasinin giris boliminde rastlanir (31, Sturm ikinci caligma-
sinda [4] konuyu ayrintili olarak incelemistir. Bir ornek olarak

au
a(k )
q BU - 9 X - 2y (4)
at ax

Denklemi ile temsil edilen homogen olmayan ince bir teldeki 1s1 iletimi prob-
lemini gdz oniine almistir. Burada U{x,t), x noktasindaki vg t zamanindaki
sicaklik, g, k ve &, x in pozitif fonksiyonlaridir. Eder ince telin i¢inde
bulundugu ortam sifir derece sicaklikta ise, U fonksiyonu a ve b sinir nok-
talarinda
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k2% _hu-o, (x=a igin) (5)
ax

k 2% L Hu=0, (xeb igin) (6)
X

sinir deger kosullarinil sadlamalidir., Eger t=0 ic¢in sicaklik biliniyorsa
Uix,0) =  f(x) (7)

baslangi¢ kosulu belirlenmis olur. Sturm, (7) yi ihmal ederek, (4)-(6) denk-
lemlerinin U=V(x) art bigiminde ¢ézimlerini aramistir. Bunun igin kismi
denklemi adi denkleme doniistlrmiis ve Fourier'in 1822 de tamittigi dedisken-
lerine ayirma yontemini kullanmistir.

Sturm-Liouville kuraminin gelisiminde d'Alembert, Fourier ve Poisson'un
galigmalari temel ve ydnlendirici etken olmustur, 1830'larin basina dek
matematikgiler (1) - {(3) denklemleri gibi Ozel durumdaki problemlerin ¢&-
zimlerini analitik olarak ifade edilebilen fonksiyonlar cinsinden elde et-
mek igin yofun ¢aba harcamiglardir. Homogen ve homogen olmayan bir teldeki
titresim problemini ilk kez d'Alembert ve es zamanl: olarak Euler galigmis-
lardir. Daha sonra Lagrange ve d'Alembert,

2 pd
8 ¥ _yo_ Y (8)
a x¢ ate

denklemini kurmuslardir. Burada X{x) tel boyunca kiitlenin dagilimini gdster-
mektedir. Bu denklemin y= g (x)Cos xt big¢iminde ¢ozimleri aranmigtir. BOy-
lece denklem

¢ .. Zg (9)

S
formuna indirgenmig. Burada da € = epdx olmak ilizere denklem p ye gbre,
(p2 + X 2%)dx = -dp (10)

Riccati denklemine ddniigmistdr. Bu calismanin Sturm-Licuville kuraminin
onceligi bakimindan onemi bilyilktilr. Bununla beraber Sturm bu calismay: kay-
nak olarak vermemigtir [1].
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Buna karsin gen¢ Sturm, hocasi ve koruyucusu olan Fourier'in calismalarini
¢ok iyi biliyordu. Fourier, homogen ortamlarda 1s1 iletim problemini silin-
dirik ve kiresel koordinatlar: kullanarak incelemistir. Boylece problem ba-
sit trigonometrik ifadelere diniistiginden dzdegerleri kolaylikla bulabilmis-
tir. Fourier, silindirik keordinatlarda sicaklik fonksiyonunu e'mt u{x)
bigiminde tanimlamis ve buna bagli olarak U(x) icin

d2U/dx® + (1/x) dufdx + (m/K)U = O (11)

denklemini gelistirmistir, Burada k pozitif bir sabit ve X eksenden olan
uzakliktir. Ayrica U, h bir sabit ve b silindirin yarigap1 olmak lzere

hu + du/dx = 0, (x=b igin) (12)
sinir kesulunu saglamak zorundadir.

Sturm ve Liouville'den &nce Sturm-Liouville kuramindaki genel teoremi kanit-
layan tek matematikci Siméon Denis Poisson (1781-1840) dir. Poisson bu kani-
t1 1s1 iletimi denklemlerinin c¢dzimiinde, dzdederleri belirlerken ortaya ¢i-
kan Gstel denklemlerin kéklerinin gergellidi konusunda Fourier ile olan tar-
tismasinda elde etmistir [1]. Daha sonra Poisson 6zel bicimdeki

2

aupt = 82U/ 8x° 4 X(x)U {13)
denklemi ile

dufdx - hU = 0 {x=a igin) (14)

du/dx + HU = 0 (x=b igin) (15)

sinir deder kosullarini birlikte incelemistir. Buradan eger yp, {(14)-(15)
sinir degder kosullarini saglayan
2 2
Py =d d
Yp yp/ X~ + Xyp
denkleminin ¢ézimi ise, yp(x) &Pt fonksiyonu da (13)-(15) «sin1r defer prcb-
leminin ¢ozimi olacaginl kanitlamistir. Poisson bu ¢alismasinda ayrica Ozde-

gerlerin kesinlikle agercel olacagini gdstermistir. Daha sonraki calismala-
rinda, elde edilen bu sonuclari en genel sinir deger problemlerine uyqula-
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mistir. Poisson'un calismalarinin Sturm-Licuville kuramina olan katkilari,
kuramin kendisi ile karsilastirildifinda oldukga sinirli kalmaktadir,

3- STURM'UN CALISMASI

Matematiksel saheser olarak adlandirilan Sturm'un galismasi, diferensiyel
denklemler iizerine teoremler ile ifadeleri Fourier ve Poisson tarafindan
verilen cebirsel denklemlerin kiklerine iligkin caligmalari temel alarak
kurulmustur. Ne varki bu calismalarin pek godu yayinlanmadigindan dzel ar-
sivlerde kayip olmustur. Galisma genel olarak ikinci basamaktan dogrusal di-
ferensiyel denklem olan

L(d%v/dx?) + M(dv/dx) + Nv = O (16)

ile ilgilidir. L, M ve N katsay1 fonksiyonlari bir “r" gercel parametresine
baglidir. Sturm uygun diismesi nedeniyle (16} denklemini self-adjoint formda

(K{r,x}V'r(x))' + G(r,x)¥r(x} =0 xe (a,b) (17)

ele almistir. Bu ise (1) denkleminin genellestirilmig bigimidir. Sturm ilk
calismasinda {2) ve (3) sinir deger kosullarini tartigmamigtir. Bunu daha

sonraki spektral kurami izerine olan calismasinda irdelemistir. Ilk galig-
masinda bir sinir deder kosulu kullanmistir.

K(r,x)v;(x) - h(r)vr(x) =0, {x=a 1ig¢in) (18)

Kolay anlasilmas1i bakimindan Sturm'un calismasini kanitlarina girmeden her
biri belli dzellikleri belirten onermeler biciminde verelim.

3.1~ ONERME A

Vs {17) denkleminin bir ¢ozimi ve Vr(a} ve U;(a) verilmis olusn. Bu durumda
\{,r cizimi tanimlanan aralikta her x igin tek tirld bellidir. Sturm burada
bncelikle Vr in (a,b) icindeki salinimli davranislarini irdelemistir. 1830'-
lara dek cézimiin varlik ve tekligi kabul ediliyorud. Nevarki varlik ve tekli-
gin 11k kanmit: daha sonra Licuville tarafindan verilmigtir [1}.
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3.2- ONERME B

v.® 0, (17)nin bir cdzimu ise V.. ve V# niin ortak kokleri yoktur.

3.3- ONERME C

Eder V, (17) ve (18) denklemlerinin bir ¢&zimi ve

K>0, V¥r, ¥x ¢ [a,b] i¢in
G, r nin bir artan fonksiyonu ¥xe [a,b] i¢in (19)
K, r nin bir azalan fonksiyonu ¥x e [a,b] icin

[KV'/V]xza = h(r), r nin bir azalan fonksiyonu ise

KV'/V her xe [a,b]l icin r nin bir azalan fonksiyonudur.

Bu Snermenin kendisi ve kan:ti Sturm kuraminda &nemli bir yer tutar.

3.4- ONERME D

Eger (19) kabulleri saglaniyorsa (17) ve {18) denklemlerinin ¢dzimi olan
Vr(x) in x(r) kékleri r ile birlikte artandir.

Bu énermelerin sonucu olarak, Sturm asagidaki temel teoremi vermistir.

3.5- TEOREM E
(Ky Vi)' +6; V; = 0 (¥x e (a,b) igin) {20)
(KVi/vy = hy (x=a icin) (21)

Denklemlerinin ¢dzimleri sirasi ile i=1,2 igin V1 ve V2 olsun Ayrica

6,y(x) 3 6, (x), Kp{x) K (x), {¥xe [a,b] igin) (22)

hy<h, (23)

kabulleri saglansin. Bu Kosullar altinda, {a,b) araligi iginde Vl ne kadar
s1fir degerine sahip olur ve isaret dedistirirse V2 de en az o kadar isaret
degistirir ve sifir dederini alir.
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Eger x=a noktasindan itibaren ayn1 dereceden Vl ve V2 nin kokleri artan
bigimde numaralandirilirsa, vV, in koklerinin say1isi V2 nin kokleri sayisin-
dan daha genistir.

3.6- STURM'UN KARSILASTIRMA TEOREMI

Vl ve V2 sirast ile i=1,2 1icin (20) denkleminin ¢ézimleri ve Gi’ Ki
{i=1,2) ic¢in

G(x,rj} = Gi(x), K(x,ri] = Ki(x) (24)

ise, V, in ardigik iki kokiniin sinirladig: aralikta, V2 nin en az bir koki
bulunacaktir.

3.7- STURM'UN SALINIM TEOREM1
KV + BV =0, (xsb igin) (25)

Denklemini sadlayacak bigimde r nin iki ardisik deferi p ve p' olusn. Bu du-
rumda (a,b) araliginda Vp, niin kékleri sayis: Vp nin kdékleri sayisindan bir
fazladir.

19.y.y. oncesine ait olan tim bu analiz ydntemlerinin giiniimiiz okuyucusu ta-
rafindan kolaylikla anlasilabilmesi i¢in baz: kiigiik degisikliklere gerek var-
dir. Bugiinki ders kitaplarinda verilen Sturm-Liouville kuraminin ifadesi,
Sturm'un kendisinin verdigi ifadeden fark edilebilecek &lciide ayrilik géster-
mektedir. OGrnedin giinimizde V. cozlmleri Hilbert Uzayinda vektorler clarak
diginlldiglinde buniarin salinimli davraniglari ilgin¢ligini yitirmektedir.

Sturm'un ikinci onemli galismasi Spectral kuram: izerindedir. Bu calismasin-
da kismi diferensiyel denklemin bir parametreye bagii olarak adi diferensiyel
denkleme nasil déntstiiriilecegini ve ¢ozimiinin elde edilisini ayrintil: olarak
vermistir [41. Birbirine her zaman destek olan bu iki biiy(k matematikginin
kendi adlari ile anilan kuram konusunda yalnizca bir ortak calismalari var-
dir [51 . Bu calismada Vr' (1) denkleminin ¢bzimieri olmak ve (2} kosulunu

sajlamak Uzere

e{x) = F{x) - f{x) igin
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b
éf q(x)Vr(x}dx = 0, ¥r R igin)

tzelliginin varlid1 kamtlanmistir. Bundan sonra Sturm'un &nceki ¢aligmalari
do§rultusunda Sturm-Liouville kuramina katkilar Liouville tarafindan yapil-

mistir.

4- LIOUVILLE'NIN ISI ILETIMI OZERINDE GALISMALARI

Liouville'nin Sturm-Liouville kurami iizerine olan galigmalari iki ana konu
izerinde toplanmaktadir.

i) Keyfi fonksiyonlarin, ozdeger fonksiyonlari cinsinden Fourier serisine
agilimi ve ortogonallik Gzellikleri.

ii}Kuramin farkli tipteki ve yiilksek basamakta denklemlere genellestirilmesi.
Liouville'nin bu iki konudaki galismalar: 1836-1838 yillari arasinda ya-
yinlanmigtir. Is1 kuramna iligkin calismaiarinda Fourier ve Poisson'un
Liouville dzerinde ybnlendirici etkileri olmustur. Ayrica sirekli olarak
Sturm'u kaynak gostermesi nedeniyle bu konuya y@nelik calismalarinda ar-
kadasinin biyik etkisi ilk itici glicd olusturmustur diyebiliriz.

Sturm ve Liouville'nin kurama yaklagimlarinda dikkate deger bir farklilik
vardir.

Ger¢i ortagonallik iligkileri, Gzdederlerin gercelligi ve Fourier katsayila-
rinin belirlenmesi gibi bazi teoremleri ortak olarak kullaniyorlarsada, Ga-
ligmalarinin igerdigi farkli hedefleri macglamaktadir. Sturm, ozdeger fonk-
siyonlarin nicel davraniglarina yénelirken, Liouville, Fourier serilerinin
agilimina adirlik vermistir. Liouville'nin ikinci basamaktan diferensiyel
denklemler lzerine olan galigmasi hemen hemen timii ile “"keyfi" fonksiyonlarin
Fourier agilimlar: ile ilgilidir [6,7,81 .

Ardigik yaklagikliklar ydntemini kullanarak bir diferensiyel denklemin ¢&-
zimlerinin varligini ilk kez Liouville kanmitlamistir. Serilerle cézimlerin
yakinsakligd1 ve ortogonallik iliskileri izerine &zgiin sonuglar vermistir.
Sturm-Liouville kurami iizerine olan galismasinda Sturm'un ydntemini kullana-
rak zamandan badimsiz bir analiz yéntemi gelistirmistir. Bu calismasinda
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ayrica genel Sturm-Liouville problemi olan (1) - (3} igin Bessel esitsiz-
lidini kanitlamigtir. Daha sonraki galigmalarinda Liouville, Sturm-Liouville
kuraminda elde edilen sonuglari,

du/dt = ddu/dx3

Vi3 rvix) = 0,

vy - r U =0,
V300 + g0 00 = 0,
(3)

Up" ' (x) - glx) rU(x) = 0,

gibi yilksek basamaktan denklemlere uygulamis ve ilging sonuglar elde etmistir.

5- STURM-LIOUVILLE KURAMININ GELISIMI

Kuram lzerinde daha sonraki yillarda ve ginilmizde yapilan galtsmalar kabaca
iki ana grupta toplanabilir.

i) Genellegtirme

ii) Daha karmasik ve giic problemlere uygulama.

Birbirini karsilikli olarak etkileyen bu iki tiir caligma kenusunda oldukga
genis bir kaynakga var. 1880 lerde, Lord Rayleigh, G. Kirchhoff ve digerleri
titresim problemini incelerken Sturm'un teoremlerinin benzerini yiksek basa-
maktan sinir degder problemlerine uygulamiglardir. Baslangigta verilen (1)
denkleminin dzel durumlarini &rnedin, k(x) in [a,bl araliginda sifir dege-
rini almasi halini Schléfli, daha genel bi¢imini de Bocher ve baska matema-
tikgiler calismiglardir. F.Klein, adi diferensiyel denklemleri birden fazla
parametreleri gdz &niline alarak incelemistir. Klein bu calismasinda ¢ giine
kadar iki ayri konu olan sinir deger problemi kurami ile diferensiyel denk-
lemlerin polinom tipi ¢bBzimlerini birlestirmistir. Daha sonra Poincare',
Laplace operatérleri ile kismi diferensiyel denklemlerde spectral kuramini

tanitmistir.
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Kuramin daha gi¢ problemlere uygulanmasi dilzenli olarak gelisme gostermigtir.
1880-1890 yi1llar: arasinda bu konudaki ilging¢ caligmalara digerlerinin yanin-
da Bocher, Heine, Dini, Poincare' &rnek olarak gosterilebilir. Sturm-Liouville
kuramina timi ile yeni bir yaklagimin 1890 larin sonunda genel integral kura-
minin geligimi ile bagladigr goriilir.

Giinimiizde Sturm-Liocuville kurami, Hilbert uzayinda gdz 6nine alinan genel
operatdér kuramina oldukga yakin bir yaklasimla incelenmekteidr. Tim bu ga-
lismalara Fiziksel problemlerin esin kaynagdi olamsi dnemli bir yer tutmakta-
dir. Sturm-Liouville kurami izerinde oldukca genis sayida arastirma yapilmig
ve halende yapilmaktadir. GlUnimizde kuramin pek g¢ok arastirmaci tarafindan
kismi diferensiyel denklemlere, fonksiyonel diferensiyel denklemlere genel-
lestirildigini gdriiyoruz. Kuramin modern anlamdaki geligimine 1300 lerin ba-
sindan iitbaren Kneser- Hartman, Hille, Leighton, Nehari, Wintner, Fite,
Morse, Reid... ve daha pek gok matematik¢inin &zgin katkilar: olmugtur [21.

6- TARIHSEL SIRAYA GORE OZETLEME

Sturm-Liouville kuraminin tarihsel gelisimini kilometre taslari diye adlandi-
rabilecedimiz tarihlere gore soylece &dzetleyebiliriz.

1763 - d¢'Alembert'in biribirine uymayan titregimli teller {izerine makalesi
1803 - Sturm'un dodumu

1807 - Fourier'in ilk 1s1 kuram:

1809 - Liouville'nin dogumu

1822 - Fourier'in "Théorie analytique de la Chaleur" isimli ¢aligmasi-

nin yayinlanmasi.

1823 - Poisson'un, ozde@erlerin gergelligine iligkin ilk kanita.
1824 - Cauchy'nin varlik teoremi kaniti.

1826 - Poisson'un 6zdeferlerin gercelligine iligkin yeni kanmiti

1829 - Direchlet'in trigonometrik Fourier serilerinin yakinsakligina

iliskin caligmasi.

1829 - Sturm'un kayip olan c¢alismasi
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1830 - Liouville'nin 1s1 kuramindaki ardigik yaklastirmalar ybntemini
varlik teoreminin kanitinda kullanmasi.

1833 - Libri'nin Akademiye sec¢ilmesi

1833 - Sturm'un iki blyik galismasinin Ozetlenmesi

1835 ~ Liouville'nin Fourier serilerinin gergel deferli oldufunu godster-
mesi.

1835/40 - Cauchy'nin varlik teoremi kanitinin yayinlanmasi.

1836 - Sturm'un iki biiyiik ¢alismasinin yayinlanmasi.

1836 - Liouville'nin dgincl basamaktan sabit katsayili diferensiyel

denklemleri incelemesi.

1836 - Sturm'un Akademiye segilmesi.

1837 - Liouville'nin Fourier serilerinin yakinsakligina iliskin iki
kaniti.

1837-38 - Liouville'nin Fizik ve Matematik iizerine dersleri

1838 - Liouville'nin dedisken katsayitli yiiksek basamaktan denklemleri
incelemesi

1838 - Ecole Polytechnique'e, Sturm'un Prof.Liouville'nin asistan1 ola-

rak atanmasi

1838-40 - Liouville'nin kurami en genel bicime uygulama ¢alismalar:

1839 - Liouville'nin Akademiye sec¢ilmesi.

1855 - Sturm'un 8ldmd.

1879/80 - Rayleigh ve Kirchoff'un gubuk ve zarlarin titresimi iizerine
caligmalar:

1881 - Klein'in Lamé fonksiyonlari {zerine ¢aligmasi.

1882 - Liouville'nin 8limi

1894 - Poincaré'in fark denklemlerinde spektral kurami

1898/99 - Bocher'in Sturm'un metodunu somutlastirmasi.

1904 - Kneser'in agilim teoremlerinin kaniti.
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1904/10 - Hilbert'in integral operatérlerle spektral kurami.
1907 - Schmidt'in integral operatdrlerle spektral kuram:i.
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