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OZET

Bu galismada yavas yakinsayan serileri hizli yakinsayan serilere dénligtiren
ve bu nedenle sonsuz serilerin foplamint elde etmede bilyUk kolayltk safla-
yan Kummer ve Markoff seri transformasyonlarini inceledik.

TRANSFORMATIONS OF SERIES

SUMMARY

In fhis paper, we have sfudied Kummer's and Markoff's transformations of series
which enable us to obtain the sum of the infinite series by fransformating the
slowly convergent series to rapidly convergent series.

1- GIRIS

Bu caligmada serilerin toplami icin yeni bir kapali ifade olusturulmasindan zi-
yade, nimerik hesaplamalarda kullanilan seri déniisimlerinden bahsedecegiz.
flerde gorecedimiz gibi, bu gesit doniisiimler gergekten Gnemli bir yer tutacak-
tir. Ginkii herhangi bir yakinsak seriyi gdzonine aldigimizda, bdyle bir seri-
nin toplamini kapali bir sekilde hesaplamak, her zaman mimkin olmayabilir.
Bgyle durumlarda toplamin &nceden verilen bir hata ile yaklasik dederini bui-
mak gerekir. Bunun icin seriye uygun bir dbniisim uygulanarak ayni toplama sa-
hip, fakat verilen seriden daha hizli yakinsayan ikinci bir seriyl elde etmek
daha kullanisli olacaktir. Zira verilen serinin toplaminin yaklagik hesabl
icin, bu doniisim serisinden daha az saylda terim almek yetecektir. Iste bunun-
la ilgili olarak Kummer ve Markoff seri donisimlerini bu caligmada inceleyece-
giz.

Simdi yukarida sbzini ettigimiz serilerin nimerik hesabindan bahsedelim. Bir
serinin nlmerik hecab1 denince, anlayacagimiz sey daima, ilgili sayinin bir
ondalik kesirle ifadesi clacaktir. Béyle bir sonsuz ondalikl: kesri tam olarak,
yazmaga olanak bulunmayacagindan, bunu bir yerde kesmek gerekir. Bu ondalik
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hanelerini bir yerde kesme olayini biraz agikliyalim. Grnedin e sayisimi
dért ondalikla ifade etmek gerekirse, bunu 2,7182 sayisi ile yapabilecedi-
miz gibi 2,7183 sayisi ilede yapabiliriz. Birincisi virgilden sonra 7,1,8,2
rakamlari e sayisinin gercek rakamlar1 oldugundan, ikincisi ise virgilden
sonra 7,1,8,3 rakamlarini almakla esayisinin dort ondaltkla gdsteriminde
daha az hata yapildigindan dolayl dodrudur. Gorildugi gibi, serilerin niime-
rik hesaplamalarinin faydasi serilerle temsil edilen sayilarin arasinda mu-
kayese olanad: vermektedir. Simdi yukardaki disiincemizi bir ornekle agikla-
yalim.

frnek 1.1 w sayisinin yedi ondaliga kadar hesabi, ilkdnce x nin hesab1 igin
arctgx fonksiyonunun seriye agilimindan uygun bir ifade arayalim.

3 5
arctgx= x-—g— +—-’55— -4 ... |x| <1
X = L koyarsak,
V3

Ty o o Ay A4
arctg (75.-)_ ; 5—[1 3.3+-5—.-52 ?-33+ )

aciliminm elde ederiz. Bu agilima nazaran, asaidaki agilim daha uygundur.

X= 715— = o = arctg (-é—-) sayisi
1 1" 1 1
o= arctg () = = - g b - = 4 - ...
5 1.5  3.5° 5.5 7.5
acilimindan kolaylikla hesaplanir. & nin bu dederi igin tge = ~;_
dir ve bbylece
2. 1
tg2e = Z't—gg = > = 5
1-tge i- 1 12
25
ve
5
tgba = 2.tg2e  _ 12 _ 120
1_,0322:,L 1_(_1_2_)2 119
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dir. Sonuc olarak 4, -1“— den kiigik bir miktar blyiktor.

T

4&.-T=5

diyelim. Bu durumda

tgd o -tg—;— 120
tg 8 =tg{da- ) = . 19 . 2;9
120
1+tgla ,tg = { & it
L 119
oldudundan,
| 1 1 1
g = arctg( } = - + R —
239" 239 3.230 5,235

elde edilir. Dider taraftan n =4(4« -8 )} oldugundan

1 1 f 1
= 16 -—---—-_+-...]-4[ - B & e
[ 1.5 453 1,239 3.239%  5.239° }

dir.

Eder n yi ilk yedi ondaliga kadar hesap etmek istersek, kalanlar ve her bir
terim icin dokuz ondaliga kadar almak yeterli gelecektir. ilk seriyi 2-23Hg= +aees ikinci seriyi
a% % aé + a% - 4... ve bunlarin pargal toplamlarini sirasivla Sv ve S\ll diyelim. Her bir terimi on-
dalik kesirlerle ifade edip, asadidaki sekilde toplayalim. Fakat ondalik kesir-
ler halinde yazarken, yapilan hatalari da pozitif ve negatif olduklarina gbre,
son ondali1gin lizerine igaret koyarak belirtelim.

3, _-;-. = 0,200000000 a5= 0,002666667"
L ) i
% 5 - 0,000064000 a,= 0,000001829
N - - -
9= g 0,000000057 aqy= 0,000000002
a1+a5+a9 = 0,200064057 dgtds+ay = 0,002668498" ~

ve boylece
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3,158328936 < 16 o < 3,158328970

elde edilir. Ginkiu 16 ile garptik:an sonra, 16 811 e bir alt simir ve bilmu-
kabele bir st sinir bulmak ig¢in, virgilden sonra dokuzuncu hanede LL 8

42 = 24 birim eklemek gerekir.

birim gikarmak ve

-9
0< 16!“11 <2.10

olmas: sebebiyle de nihayet sonuncuya dokuzuncu hanede daha 2 birim eklemeli-
yiz. Bu suretle 16« nin yukarki sinirlari bulunmug clur. Bundan sonra

0,004184100%

—
L}

al = 0,000000024*

+
0,004184076~

a
a—n

]

[ol}
A =

L[]

ve 0<:r§ < 10712 dir. Su halde

-0,016736307 < -4 B8 < -0,016736302
olur ki, evvelki ile birlikte
3,141592629 < 1 < 3,141592668

elde edilir. Bdylece, n say1s1 tam olarak, ilk yedi ondali§a kadar hesaplanmig
olur. Bu deder n = 3,1415926 dir. Béylece yukardaki on bilgileri kisaca agik-
ladiktan sonra seri dontsimlerini verebiliriz.

o

Simdi her bir terimi sonsuz bir seri olan :E: ZV serisini gbzdnine alalim

V=0
ve bu serinin yakinsakligini kabul edelim. Serinin terimlerini agik olarak

asafdidaki sekilde yazalim;

@

= = el +ana
ZO :Z: aon a_ + a01 + +aon

n=g
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................. v 8 o eI e e (1)

Ayrica :E: an =ty (n=0,1,2,...) serilerinin de yakinsak odduklarini var-

@

V=0
sayal.m. Acaba hangi kosullar altinda > t, serisi yakinsaktir ve
© @ n=0
L I t
V=0 n=o0

dir, yani hangi kosullar altinda

dir?

Eder bu esitlik gergeklenirse :E: z, serisinin donUsimi elde edilmig

V=0
olacaktir. Bu gesit donisiim, goriildigi gibi verilen seri icin yeni bir kapal:

ifade vermektedir.
Teorem 1. (Cauchy ¢ift seri teoremi)

(1) ifadesindeki her bir satir, yalniz mutlak yakinsak seri degil, ayni za-
manda

Z la, | = €, (v=0,1.2,...)

n=0

oldugdunda, :E: Ev = g yakinsak olsun, Bu taktirde her bir siitun mutlak
V=0
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yakinsak seri olugturur; ve eder

w
—

Boa ® tn (n=0,1,2,...)
V=0

@

dersek, bu taktirde Z t mutlak yakinsak ve
n=0

@

E L, = t
V=0

=}

n=0
dir [13 .

ispat. (1) ifadesindeki bi‘:ti]nrterimleri iceren bir dizi olugturalim. Bu dizi-

nin terimlierini g5 85 8gs.ns ile gosterelim. Bu durumda iddia ediyoruz ki,
n§=; a mutlak yakinsaktir. Giinkd % [an| serisinin S parcal toplamlar
dizisi simirlidir.Sdyle ki, Bs Bpaensdy terimlerini ilk k satirda bulunacak sekiide
k'yl segersek,
Sm SE tiytetE g0

elde ederiz. Diger taraftan, mutlak yakinsak bir seri tekrar dizenlenebiliyor
ve bu dizenleme serinin yakinsakligini ve toplamini bozmuyordu. 0 halde uygun
bir dizenlemeyle

b ty = 2 %4 e
n=0 v=0 n=o0

elde edilir. Buda teoremin ispatini tamamlar.

1.1. Kummer DOndgimG

Bu kisimda nimerik hesaplamalarda en cok kullanilan Kummer seri dénlsiiminden
bahsedecediz.

Kummer, tnce pozitif terimli seriler igin ortaya koydugu asagidaki kriteri
gbzbnine aldi: Eder, daima

P CrH’l

>p>0
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@

kalacak sekilde pozitif Pr say1larinin bir dizisi bulunabiliyor ise; :E:cn< o
dir, n=o

ispat: Her n=0,1,... igin

c
Py - Pray 2*1 >o = p, €, - Ppy; Coyy > © Odulundan (p c.) dizisi
monoton azalandir. 0 halde (p Cn ) dizisi pozitif ter1m11 oldugundan dolay1,
belli bir 8> o limitine sahlptlr Bu sebepten :E: (pn g - n+1) serisi
yakinsaktir. Ayrica n=0

o«

} oldugundan dolayi :EE: < yakinsaktir.

n=o
Kummer, kendini bu kritere gdtiiren arastirmalarinda, k&t yakinsak serilerin
iyi yakinsak serilere dénigimine varmistir. Bu, sirf teorik ilgisiyle birlikte,
biyuk bir pratik anlam da tasir. Fakat bu, Kummer'in ortaya koyduu ve sonraki
gbsterimlerinde de ortaya ¢iktid1 gibi, garip bir bigim arzetmektedir. Bu se-
bebten bir coklari doniigiimi kullanigsiz bulmaktadir. Bunun ifadesini asagidaki
tanimla verelim,

1
& i “
h= P (PnCn = PnerCns

Tamim 1.1.1. (Kummer seri ddnislmi)

> 2, her n&IN igin a, # o olmak Uzere geligigiizel terimli yakinsak
n=o
bir seri olsun. Oyle bir (u-n) say1 dizisi arayalim ki, bu dizi igin

(i) (e nan) dizisi belli bir w limitine yakinsasin.

(ii) Genel terimi
a
A =a -a 2L, lan 8B
a
n
olan dizi, sifirdan farkli bir A limitine yakinsasin. Bu taktirde :E: a,
serisinin Kummer dénlgtmi n=o
b5 o_a. - W
n=0

esitligi ile verilir.
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ispat1 asikardir. Giinki son esitligin sad tarafi

w0 o
a a - W
_ 0o 1
= + Z Eln - T Z Anan
n=o n=c
«© @
dir. Halbuki (i) hipotezi geredince > Anan = 3 { 4, o n+:an+1)

n=0 n=0

serisi yakinsak ve topiaml ald, W cldugundan

= :E: 8

n=0

elde edilir. Buda ispati tamamlar.

Burada, aniasilacad: lzere ddnisim son derece agiktir. Fakat zor olan durum,
&0 carpantarinin {i) ve (ii) kosullarini saglayacak sekilde nas:l bulunaca-
gidir.

Simdi asagida gosterecediz ki, Kummer ddniisimil daha agik olan bir bagka dénd-
sim ile dzdestir. bnce bu yenl ddndsimd tanimladiktan sonra bu iki déniigimin
dzdesligini gdsterelim.

a

o™
Tamim 1.1.2. 5= 37 a_ serisi verilsinve 3 ¢ toplam c olan ikinci

o n=o n=0
bir yakinsak.seri clsun. Eger

lim = v 4o
Cn
n-u:
. i i Cn
ise, 2 g, = TC+ > (-« 3 Y a,
n=0 n=0
dir 1%,21.
Ispat1 asikardir, gunkid sad tarafin = :E: a, oldugu acikga gdrillmektedir.

n=o
Bu iki donlistimin dzdesligini gdsterelim.

s e e e . o . ) i
a) Kummer donisimiine uygun olarak ( n) dizisi bulunmus ise, Ch™ @ 3 ® np1dns
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@
terimleri yeni dénisiim i¢in mukayese serisini verirler. Giinki, :E: o

serisi yakinsak olup, toplam C:ao«xo-w dir ve n=o

it _ a N 1 _

n &g - o a o -a a A

n°n n+1°n+1 NN+l TN+l n
a
a

. n 1

m = =
i = Y # 0
n - n

dir. Bu C ve v dederleri ile yeni donisim tamamen Kummer donisiimine dénisir.
Soyle ki,

d
lim =1 = v #o

N n

olmak lzere

@ @

C
= _ n
> a = 1C+ 2(1 Y 3 ) a
n=0 n=o
idi. Burada C = @3, - W ve Y= —%—-degerlerini yerine koyarsak, bu durumda,
¢ L T oldugu ve An degeri gézéniinde tutularak,
© @ a -~ W ® : A
s 20 = n
b ; DS L o BN
n= n=0

elde edilir ki, bu da bi%e Kummer ddnisimiind verir.

b) Tersine clarak dénisim tanim 1.t.2. seklinde yapilmig ise ve buna uygun

® re CptCrp tees
olarak bir :E: ¢, mukayese serisi bulunmusgsa, o i 2
n n

n=0

sayilar: tamim 1.1.1. deki (i) ve (ii) sartlarini saglarlar. Gergekten
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r r a

__n __n+t N+l
& s} an
r. -r c
- na n+r an —_— 1 (=A)
n n v

dir. Fakat A nin ve w nin bu dederieri ile Kummer dbnisimi tamamen yeni sek-

-]

i i o = = o
1i alir. Zira an cn C dir

n=0
1.2. Kummer DOniigiminiin Nimerik Hesaplara Uygulamasi

Numerik hesaplamalardaki seri dénlsUmlerinin amaci, yakinsaklik hizini art-
{£1rmaktir. Kummer doniisimi de bByle yakinsaklik hizini artiran déniisimlerden
biirdir. Cinkd tanim 1.1.2. deki Kummer dontsiuminin ifadesini g@zdnine alacak

o
olursak, (1- v =) = o (n - o) iken
4
o o0 Cn
an= YC + Z (1-YT) an
n=0 n=o

idi. Bu yeni serinin terimleri (bir indisten sonra) verilen serinin terimle-
rinden daha kiicilk oldufundan, daha hizli yakinsamaktadir. Burada gorildudi

s c
gibi, €1~ ¥ Eﬂ— ) arpanlari bastan itibaren ne kadar kigik ise, diger bir
n

deyimie ;%: ¢, nin terimleri ;%: a, nin terimlerine ne kadar iyi uyu-
yorsa o oranda yakinsaklidin hi1z1 artacaktir.

Simdi Kummer doniigimiyie ilgili bir drnek verelim.
Grnek 1.2.1.

k-3 oo 1

¥ o= X

2 2 2
e _— (n+a)f (nece+) ... {n+a+p-1} p &N

a# 0, ~1,-2,..

serisini gdzdnine alalim. Burada cn=(n+y)an-(n+y+1)an+1(n=1,1,...) seklinde
ele alalim ve y deferini (n'den bagimsiz) h terimleri a, terimlerine mimkin
oldugu kadar yakin clacak sekilde alalim. Bu durumda lim n.a =0 oldugundan

N —»x
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Z (n+y)a -(ny+1)a

C= > &

n=o n=0
- y a - y
= y.a =
o:.z(u +1‘)‘2 . (PL+D—E)2
elde edilir. Dider taraftan
cn=‘(n+y}an-(n+y+1)am_1
=(n+y) (n+m+p)2 - (rv;+m)2 _ (n+a)2

(n+a)2... (n+m+p)2 (n+m}2 (n+m+p)2

(2p-1 }n2 + (2po+2py -~ 2 +p2)n+2p ay-a 2 +yp2

(n+ o )2 (n+.-.u+p)2

dir. Boylece
ay i (n+°g'+p)2
c
J (2p—:)n2 + (2pa+2py - 24 +532) n+2pmy-c12 +yp2
a
v=1lim B = 1

N ©n  2p-1
bulunur. 0 halde verilen serinin Kummer dénusimi

(n+y):’zn—(n+y+1)am_1

ya =
Z a = ° > u- ) a,

=0 2p-1 (2;1-1}an

elde edilir, Simdi asagidaki ifadeyi dizenleyelim.
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(3p2 +2p v -2p-2pyIn+(p+ a )2(29-1) —py2 -2 & Y- o?

{2p-1) (a+n+p)2

Burada sadelik igin n 1i terimi yok etmek istersek, yani

3p2+2ptx-2p—29y=o = y=o+ —%—- p-1 alirsak, yukardaki ifademiz

o 3
1- n - p 1

(2p-1)a,  2(2p-1) . (n+—a+p)2

olur, 0 halde

4 Yd, 3 1
> 7= R 2 7 ?
. (Nt o 4p-1) 2p-1 2(2p-1) n=0o (n+a ) ...(n+a+p)

] (o+ =3 p-1) 3 1
= 7 ? z * - ? 7
(2p-1)a (a+1) ... a+p-1) 2(2p-1) n=o (nte)®... (N+a+p)

elde edilir. Boylece bu ddniisim paydaya ek bir karesel carpan getirmektedir,

Yani, donisim basarilidir, Ozel olarak:

a) o =1 alirsak,

3 i 5
1 2 P 1
n=0 (n+1}2...{n+p)2 12 . 22... p2 2(2p-1)  n=o  (n+1)..(mpr)

olur. Daha agik olarak,
1 _ 1
n=0 (n+1)2...(n+p)2

P BT
k=...(k#p-1)

=~
1}
—_

dersek,
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S = 3p + D3S
P 2(2p-1).12 24 p2 2(2p-1) P!

sulunur. Bu formiil s=51= :E: : ;%- serisi i¢in ok hizli yakinsayan bir
seri verir. =l

b) a= —%— koyalim, Benzer olarak,

1.3 1
1 S ke il

3
+——P !
2(2p-1) =L thy - 2...(n+p+ ] )2
3p-1 1 % 4p° 1
2(2p-1) 1°.3% ... (2p-1)% ° 2(2p-1) f=o  (2n41)° ...(2n42p41)°

lde edilir. Bu doniigiim de :E: ——— serisi icin daha mzl1 olarak
n=o {2n+13

skinsayan bir seri verecektir,
.3. Markoff D&niigiimi

| kesimde Markoff ddnlgimiinit tanimlayip, Onemli dzelliklerini verecegiz.

tha sonra bunun, daha diizenli ve daha atik olan bir bagska ddnisiimle denkligi-
gosterecegiz.

rkoff donlsimindeki hipotezler, gerek problemin anlami bakimindan gerekse
alize edilebilmesi bakimindan Kummer doniisiimiinden daha az agiktirlar. Burada
Jigik bir gdsterimle bu durumu daha kullanigli hale getirecediz.

nm 1.3.1. (Markoff doniisimii)

Vn) ve (an) (v.,n=0,1,2,...) iki ¢ift dizi olsun ve bunlar su kosullari
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gerceklesinler:

(i) Daima Avn—A B

v.n+1® BynByar,n

{ii) Her sabit n igin z Ay = L, yakinsak
V=0
(iii) lim ano
[
(iv) Her sabit n igin lim an =0
V—ocb

Bu taktirde Markoff donlgiml

o &0

Z Avo = Z ®on

V=0 n=0
esitligi ile tanimlanir (2] . Bunu kisaca su sekilde gbsterebiliriz.

(i) deki egitlik v=0,1,2,... 1ig¢in yazil.r ve sonra sifirincidan v ninc
kadar toplanirsa,

A ... +A ) =B._ - B

) - A 1,n+1 v,N+1 on V41,0

(A0n+A1n+...+A

¥n 0,N+1 +

bulunur. Eder v—oo yapillirsa {ii) ve {iv} kosullarindan Zn - Zn+1 = BOn el

edilir. Buradan da B, __+B +...+Bon=20 - Zn+ ¢lkar. Burada n - « yapilu

0o "ol
ve (ii1i} kosulu gdzdniine alinirsa

1

-] =

Bon = %o = :E: Avo

n= V=0

(=]

elde edilir. Bdylece istenen gergeklenmis olur.

Bu ddnisimin evvelce bazi sakincalarini belirtmistik. Dénligiimin, birbirler
belli bir sekilde haglr iki ¢ift diziden hareket etmesi, bu dizilerin, anl
hemen kavranamayan daha U¢ hipotezi gergeklemek zerunda olmalari bu sakinc
idi. Bundan baska bu ddnisim, uygulamalar iginde rahat bir yontem degildir
clinkii verilen ve transformasyonu istenilen bir seriden hareket edilmez. Ya
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tzel hallerde, bu donusimiin nasil alinacadl asla belli de§ildir ve bu yiizden
de, donilisimiin yakinsaklik tizerindeki etkisini hemen kontrol etmeye imkan yok-
tur,

Asagidaki gdsterimler bu eksiklikleri kaldirmaya yarayacaktir. Verilen yakin-
sak bir

5 = Zl +...4 Zv+...

[- -]

iy =%
v=0
serisinden hareket edelim. Bu serinin her bir terimini mutlaka yakinsamasi

gerekmeyen ve kalan terimleri yazilmg olan

v,n=0,1,2,...
T = a S
y = g ¥ 8y et Bun ¥ Poing

Tvo © %y

sonsuz bir seri olarak diglnelim. GOsterim Oyle olsun ki,

...............

----------------- J o

matrisindeki siitunlar, yakinsak :E: avn=tn (n=0,1,2,...) serileri olsun.
V=0

Bu taktirde problem, Markoff ddnisUminden ¢ift seriler teorisinde bilinen su
soruya dzel bir cevap vermekten ibaret olurdu: Hangi kogullar altinda sttun
toplamlarinin :%: tn serisi yakinsak ve

Z ty= Z 2y

n=0 V=0

dir.
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Simdi asagidaki hatirlatmalar: yaptiktan sonra, yukardaki sorumuza cevap
veren teoremi ifade ve ispat edelim. Biliyoruz ki,

- <«
Z w2 8y
v=0 V=0

serileri yakinsak oldugunda

(<]

:E: (zv“avo)

v=0

serisi de yakinsaktir. Buna benzer sekilde her sabit m>1 igin

L- =]
:E (Zv'avo"av1""'av,m-:)
V=0

serisi de yakinsaktir. Gorildugd gibi bu serinin terimleri kalan terimlerden
olusmaktadir. Burada her bir satirin kalan terimlerini . (v=0,1,2,...}) ile
gésterelim ve

Ry = Z "ym

diyelim, Burada (1) ifadesindeki her bir siitun yakinsak bir seri olusturdudun-
@©

dan her sabit m ig¢in Rm= :E: r serileri de yakinsaktir.

— vm
Teorem 1.3.1. (Markoff seri donusimi teoremi)

(1) ifadesindeki her bir satir ve siitunlarin, yakinsak seriler olmak fzere

o o

7,747 e serisinin yakinsak oldugunu varsayalim. Bu durumda :E: t
V=0 n=0

r
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serisinin yakinsak olabilmesi igin gerek ve yeter kosul lim RmzR mevcut ol-

olmasidir ve i
@ ’ o«
E Zv = E tn
V=0 n=0
egitliginin gergeklenmesi igin gerek ve yeter kosul
lim R =R=o0
-0 m
olmasidir [1] .
Ispat: By B Typ = P ki (v,n=0,1,2,...}
dir. Buna gore
by ¥ By bonnd 3 (rOn L P rqn) - (ro,n+1+r1,n+1+'“+rq,n+1)

olur. Burada q-a yapilirsa,

elde edilir. Buradan da

Z tn=RO—rllzm Rn
n=o 11 ~—»D ©

bulunur. GorGluyor ki, lim R = R mevcut ise :2: t, serisi yakinsak ve
n—w n=0

-3

toplam Ro - R dir. Eger :Ej tn yakinsak ise lim Rm = R mevcuttur. Ay-

- . . = M-
rica, efer lim Rm =0 ise "0
M-+
«© @
Z tn = RO = Z ZV
n=o V=0

dir, tersine

2 e 2z,
n=0 V=0

ise lim R =0 elde edilir. Bu da teoremin ispatini tamamlar.
mM-aoc
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Demek ki, bu doniisim esas itibariyle, verilen serinin bir ¢ift seriye do-
niistiirdlmesinden ibarettir. Burada satirlar toplam 7‘;'- z, ve siitunlar top-

lami :%: t, serilerinin her ikisi de yakinsak ve ayn1 toplama sahiptirler.

Eder her bir satirin yakinsak olmasi zorunlulugunu kaldirirsak,
o« w© w E--]
DINED IR D W
¥=0 n=o n=0 v=0

esitliginin gecerli olmas: igin yani, iki toplaminin sirasinin de§istirilebil-
mesi i¢in lim Rm = 0 olmas1 yeterlidir.

M-
simdi tanim 1.3.1, ile verilen, Markoff donisimi ile teorem 1.3.1. de verilen
déniisimlerin denkligini gdsterelim. '

a) Efer doniisim teorem 1.3.1. deki yekilde kullaniliyor ise, Avn=Tvn {satir
i "
kalan1) ve an'rvn (siitun kalani) koyalim.
Bu taktirde
(1) A Avny ne1BunBysrn
(ii) Z r._ = Z A serisi her sabit n i¢in yakinsaktir.
vn vn
V=0 V=0
(iii) Zn = R, oldugundan lim Zn=0 dir.

T

; . N _ o i _
(iv) Her sabit n igin ‘11_1:: By, =0 dir. an—r - yakinsak serinin kalan te

rimidir. 0 halde

w o
Avn=Tyn" Z ;= Ayo™Mvo = z qn = %y
i= n=0
o= [ -
=p! - Y . "
Byn™""vn” Z ain:? Bon™"on = Z ayn=th
i=vy V=0
oldugundan
w (-] «© an
Z t, = z, esitligimiz Z Ao = B,,, esitligine ddner.
n=0 V=0 V=0 n=0



M.A. SARIGBL / SER] DUNUSUMLER! 181

b) Tersine, eger donisim tanim 1.3.1. anlaminda yapilmis ise, szAvo ve
ayn =Avn 'Av,n+1 =an 'Bv+1,n koyalim. Bu taktirde n=o ig¢in Markeff donisi-
miniin (ii) hipotezi geredince

o

® @
Avo = z z, serisi yakinsaktir ve (iv) geredince her bir Z .
V=0 V=0 v=0
slitun serisi yakinsaktir. Ayrica avn=an‘Bv+1,n ise aon+a1n+'"+avn=Bon'Bv+1,n
dir. Buradan égg . =B0n=tn dersek Gnceden yakinsak olan Rn= ;S; Fan

toplaminda (iii) geredince :E: Ayn= :Ej Fun ™= I, ve Aiﬂ €I= 0 oldugun-
V=0 V=0

dan lim Rn= 0 bulunur.

n-se, o @D
Demek ki yeni ddndsimin bitln kosullari gerceklenir ve Avo = Z Bon
V=0 n=o
esitligi tamamen :E: tn = :E: z, esitligine donlsir. O halde teorem 1.3.1.
n v

anlaminda verilen déniigimdeki satirlarin yakinsak olmasi zorunlulugunu kaldir-
digimizda, bu iki doniisim denk olmaktadir. Markoff ddnisUminin en iyi uygula-
malar: teorem 1.4.3. ve teorem 1.4.4. dir E3].
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