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KUATERNIYONIK EGILIM CiZGILERI iCiN
KARAKTERIZASYONLAR

Miige Karadag - Ali thsan Sivridag

Inénii Univ. Fen-Ed. Fak, Matematik Boliimii MALATYA

OZET

Reel tek degiskenli kuaterniyon degerli fonksiyonlar (kuaterniyonik egriler) igin
Frenet Formiilleri K. Bharathi ve M. Nagaraj tarafindan verilmistir [1]. Bu formilller
yarduntyla kuaterniyonik egilim gizgileri ve harmonik egrilikler incelenerek, harmonik
egrilikler egrinin egrilikleri cinsinden elde edilmistir [2). Ayrica, kuaterniyonik egrilerin bir
egilim ¢izgisi olmasi igin bir de karakterizasyon veritmistir [2]. Bu calismada ise
kuaterniyonik egrilerin egilim ¢izgisi olmasi i¢in efrinin harmonik egrilikleri cinsinden

karakterizasyonlar verilmigtir.

CHARACTERISATIONS FOR THE QUATERNIONIC
INCLINED CURVES

SUMMARY

The Serret-Frenet .Formulae for quaternion valued functions of a single real
variable (quaternionic curves) was derived by K. Bharathi and M. Nagaraj [1]. By the help
of these formulae the quaternionic inclined curves and harmonic curvatures was studied [2].

And also a characterisation was given for the quaternionic curves to be a quaternionic
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inclined curve [2]. [n this paper some characterisations are given for the quaternionic

inclined curves in the terms of the harmonic curvatures.

1.GiRIS
Once kuaterniyon cebiri ile ilgili bazi temel tamm ve kavramlar

verilecektir.

TANIM 1. Bir reel kuaterniyon sirali dort saymnin +1, ey, €2, e; gibi dort
birime eslik etmesiyle tanumlamir [3]. Burada +1 reel birim olup, diger {ic
birim ise IR? iin standart baz vektrleri olarak alnir ve agagidaki Szellikleri
saglar [1].

i-)é, xé =¢g,=—¢€ x¢é, (k) (123)  in  ift
permiitasyonudur.

ii-) Zxé=-1,15i<3
buna g&re bir reel kuaterniyon,

q= aé +be, +cé;+d , a, b,c,d e IR
seklindedir. Burada,
S,=d.V, = ag + b +cé , q=S,+ V,

olmak tizere; S, , q’nun skalar kismu ﬁq ise vektorel kismuidir [1]. Bundan

sonra reel kuaterniyonlarin ctimlesi Q ile gosterilecektir.
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TANIM 2. p,q kuaterniyonlarinin garpimi
(1)... pxq=S5,.8,+8,V,+SV,~(V, V)+V, AV,

seklinde tammlanir [3]. Burada (,) ve A swrastyla IR® iizerindeki ig

garpiu ve vektorel garpumu gostermektedir.
Birq € Q kuaterniyonunun eglenigi diye

2)... @ q=5,-7,

ile tammlanan « ¢ kuaterniyonuna denir [1].

TANIM 3. p, q € Q kuaterniyonlar1 igin

1
(3)... h(p,q)=§[pxaq+qxap]

ile verilen simetrik, reel-degerli, bilineer h-formu kuaterniyon i¢ garpinu

adint alir 13,

TANIM 4. Eger p, q € Q kuaterniyonlar: igin %( p,q)= 0 oluyorsa, p ile

q’ya h-ortogonaldir denir [1].

TANIM 5. Bir qeQ kuaterniyonunun normu diye

... lal’ = ha.q)= gxaq
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esitligini saglayan JI q H reel sayisina denir.

TANIM 6. Eger q « Q kuaterniyonu igin
(5)... g+aqg=0
oluyorsa ¢’ya bir uzay-kuaterniyonu denir [1].
I c IR olmak Gzere,

B:i-=0

ﬂ(5)=gﬂi(~?)5, (€ =+1)

ile verilen reel tek degiskenli kuaterniyon degerli S dontsiimit
kuaterniyonik egri olarak adlandinlir. Ozel olarak g (I) < IR*ise # uzay-

kuaterniyonik egri olarak adlandirilir.

2. KUATERNIYONIK EGRILERIN FRENET FORMULLERI

Uzay-kuaterniyonlarinin ciimlesi, IR? ile 6zdeslenerek IR’ deki her
bir vektsr bir kuatemniyon olarak gozéniine alinmak suretiyle IR® deki
egrilerin Frenet formiilleri kuaterniyon cebiri yardimiyla M. Nagaraj ve K.
Bharathi tarafindan elde edilmigtir[1]. Daha sonra ise kuaterniyonik egrilerin
Frenet formiilleri, kendileriyle ilgili olan uzay-kuaterniyonik egrilerin Frenet

formiillerinden yararlanilarak agagida oldugu gibi elde edilmistir[1].

Birim hizh bir ( C ) uzay-kuaterniyonik egrisi
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3
;f(s):Z;/,.(s)é', Jsel,IcliR

i=1
parametrik denklemiyle verilsin. ¥ =¢ diyelim. Egrinin birim hizh olma

sart1
bl = txae=1
dir. Bu ifadeden s’ye gore tlirev alinirsa,
ixa t+itxa =0
veya
©)... A{i,1)=0
olmasim gerektirir. Dolayisiyla, / ile ¢ h-ortogonal olur.
(7). i=ln, k=]
diyelim. n,=txn, dersek t, n; ve n, ikiger ikiser h-ortogonal olur. Ayrica,
(8)... y=—kt+rm,ven, =—rn
olur [1].

Birim hizli bir ( C* ) kuaterniyonik egrisi
4
B ()=2.8,(9¢ ,selcIRE =+l
i=1

parametrik denklemiyle verilsin. ﬁ‘ (s) =T olsun.
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... T=KN, ve K=|T|

diyelim. “ T|f2 =1 esitliginden tirev almarak (9) esitliginin de gozdniinde
bulundurulmasiyla

(10)... NxaT+Txa N =0

elde edilir ki bu da A(7,N,)=0 olmasiu gerektirir. Yani T, N’ ¢ h-
ortogonaldir. Ayrica

11)... Ni=txT ,N,=mxT, N,=n,xT

abmirsa  T,N,,N, ve N, ikiger ikiser h-ortogonal olur ve agafidaki tlirev
formiilleri gegerlidir. Burada {t,nl ,112} ( C’ ) ile ilgili olan ( C ) uzay-

kuaterniyonik egrisinin Frenet 3-ayakhsidir [1]. Ayrica, asafidaki tirev

formiilleri de gegerlidir:

N, =-KT+EkN,
(12)... N, =~k N, +(r— K} N,
Ny=—(r—K)N,

3. KUATERNIYONIK EGILIM CiZGILERI VE HARMONIK
EGRILIKLER

TANIM 7. £:1— ( regiiler kuaterniyonik egrisi s yay-parametresi ile

verilsin, u, sabit bir birim kuaterniyon olmak lizere Vs €/ igin
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h(ﬂ(s)su)=cos¢=sf‘ @+ %

ise A efrisine bir kuaterniyonik egilim gizgisi denir. Ozel olarak B bir
uzay-kuaterniyonik egri ise bu durumda, uzay-kuaterniyonik egilim ¢izgisi
olarak adlandirilir.

TANIM 8. Bir # regiiler kuaterniyonik egrisi s yay-parametresi ile verilsin,
u birim ve sabit bir uzay-kuaterniyonu ve {T(s),Nl (.s’),Nz(s),N3(s)} 7
efrisinin # (s) noktasindaki Frenet 4-ayaklisi olsun. Bu taktirde, T(s) ile u

arasmdaki ag1 ¢ olmak lizere;

H :I— IR
h( N, ($),u)=H(s)cosp
seklinde tanimli H; fonksiyonuna S kuaterniyonik egrisinin u’ya gére £ (s)

noktasindaki i-yinci harmonik egriligi denir ve Ho = 0 olarak tanimlanir.

TEOREM 1. Bir kuaterniyonik egrinin harmonik egrilikleri igin

_k(s)  legrilik
Tky(s)  2.egrilik

H(8)=Fi(9)03() . o) = Y ()

H,(s)

dir [2].
Ozel olarak bir » uzay-kuaterniyonik egrisinin harmonik egrilizi ise s6yle

tanimlanir: y s -yay parametresiyle verilmis olsun. u birim ve sabit bir
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uzay-kuaterniyonu ve { t(s), m(s), m (s)} de y nin p(s) noktasindaki
Frenet 3-ayaklis: olmak iizere,

H:—>IR

h(n,(s),u) = H(s)cosp

bi¢iminde tanimlanan H fonksiyonuna y egrisinin y (s) noktasindaki u’ya

gore harmonik egriligi denir. Burada ¢ , t(s) ile u arasindaki agidir.

TEOREM 2. y bir uzay-kuaterniyonik egilim ¢izgisi ise y mn H
harmonik egriligi igin

k(s) legrilik

His)= 7(?) - 2.egrilik

esitligi saglamir [4].

4, KUATERNIYONIK EGILIM CiZGILERI iCIN
KARAKTERIZASYONLAR

4.1, Uzay-Kuaterniyon Egilim Cizgileri I¢in Bir Kafakterizasyon:
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TEOREM 3. y, s vay-parametresiyle verilen bir uzay-kuaterniyonik egri

olsun. y (s) noktasindaki harmonik egrilik H (s) ve 7 * min Frenet 3-ayaklisi
{t(s),n] (s),m, (s)} olmak tfizere , ¥ nm uzay-kuaterniyonik egilim ¢izgisi

olmast icin gerek ve yeter sart H2(s) = sabit olmasidir,

ISPAT: (=) ¥ uzay-kuaterniyonik eilim ¢izgisi ise her s parametresi igin
(13)... h(¥(s),u) = cosg = sf.
olacak sekilde sabit bir u birim uzay-kuaterniyonu vardir. u , uzay-

kuaterniyon egrisinin ¥ (s) noktasindaki {t(s),n1 (8),m,(s) } bazi cinsinden

(14)... U= h(t(s),u)t(s)+22:h(nl(s),u) 7,(5)

olacak gekilde yazilabilir. u birim oldugundan
(15)... lu]’=1 = uxau=1
dir. (14} iin (15) de kullanilmasiyla

” u”2 = h(uu)=uxau

L= [A((s)u)i(s) +ih(n,-(s),u)ni (] xa[ht(s),u)(s)

+§h<n,(s>,u)n, ()1

= [A(hu)1(s) + h(ny(s),u)m, ()] x @[ At (s)u)t(s)
+h(n,(s)ujn, (s)]
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elde edilir. ¥ nm uzay-kuaterniyonik egilim ¢izgisi oldugu da g6z oniine
aliirsa
1 =[cos@t(s)+ H(s)cospn, (s)]x alcospt(s) + H(s)cospn,(s)]
=[cos? (p” t(s) "2 + H(s)cos @t(s)xan,(s)+ H(s)cos’ pm(s)xat(s)
+ H*(s)cos® go" n,(s) "Z]
1 =[cos’@— H(s)cos’ pi(s)xn,(s)~ H(s)cos’ pn, (s)xt(s) + H(s)cos’ ]
bulunur. Burada t(s)xn, (8)=—n,(s) ve n,xt(s)=n,(s) oldufu gézoniine
almirsa,
H*(s)cos’ @ = 1—cosp
sin® @
cos’ @

H(s) = = 1g°p = st.

bulunur,

(<) : Karsit olarak, y uzay-kuaterniyonik egrisi igin H?(s)=a (st.)
oldugunu kabul edelim. Bu taktirde fg®¢ = a olacak sekilde bir ¢ agis1
vardir. O halde,

(16)... u=cos @ t(s) + H(s) n,(s) cos @
olacak sakilde bir u uzay-kuaterniyonu tanimlayalim.

1) u uzay-kuaterniyonunun sabit oldugunu gosterelim: (16) nin s’ye gore

tiirevi alinarak,

L sy + H(s) my () + HS) iy (5)
cos ¢ ds

esitligi elde edilir. Burada (7), (8) esitlikleri ve H(s) =0 oldugu gozéniine

alinirsa,
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COL P %:' = k($) m(s) + H(s) n,(s) + H(s) (=r(s) n,(s))

bulunur. Teorem 2’ nin kullanilmasiyla,

du k(s)
s ds " k) m(s) + 70 () m(s)

1 du

cosp ds

elde edilir. O halde u sabit bir uzay-kuaterniyonudur.
2)u uzay-kuaterniyonunun birim oldugunu gosterelim:
“u”2 =h(nu)y=uxq u
= (cosp t(s) + H(s)cosp ny(s)) x & {cose t(s) + H(s)cosp n,(s))
= cos’ @ + H*(s) cos’ @
=cos’ @ (1+H(s)

=cos’ ¢ (1+1g°p)
=1

buradan

ful=1
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egitligine ulagilir. Ayrica,
1
h{t(s),u)= 5 (t(s)yxau+uxat(s)

= S L(s) rer(cosp(s) + H(s)my(s)cosi)
+(cos@(s) + H(s)n, cosg)xat(s)]
- % [eosplt(s)])" + H(s)cospi(s) xan, (s)
+cosp| )| + His)cospm,(s) xat(s)]
=2 (205~ H(s)cos1(5) xm 5)
— H(s)ycospn, (s)x1(s)]
burada #(s)xn,(s)=—n(s) , n,(s)x#(s)=n(s) oldugu goz &niine alimirsa,

h(t(s),u) = cosep = st.

elde edilir. Dolayisiyla, y bir uzay-kuaterniyonik egilim ¢izgisidir.
4.2. Kuaterniyonik Egilim Cizgileri i¢in Bir Karakterizasyon

TEOREM 4. 3:1 — @ s-yay parametresi ile verilen bir kuaterniyonik egri

olsun. A (s) noktasindaki Frenet 4-ayaklisi {T (s), N,(5), N,(s), Na(s)} ve

i-yinci harmonik egriligi H, (s), i=1,2 olmak iizere;

2
f biregilim gizgisidir <& 2 H(s) =st.

i=1
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ISPAT : (=) fB:I— Q kuaterniyonik eprisinin bir egilim gizgisi
oldugunu kabul edelim. Oyleyse B eprisi i¢in

a7n... h(/?(s),u):cosq):st.,Vs el
olacak sekilde birim ve sabit bir u kuaterniyonu vardir. Bu kuaterniyonu S
egrisinin /3 (s) noktasindaki bazi cinsinden
3
(18)... u=h(T()u)T(s) + Zh(N,(s),u)Nl(s)
i=1
bigiminde ifade edilebilir. | 7(s)| = | N )| =] ¥, )] = [N, @] =]«] =1
oldugu gézdniine alinirsa; (18) in de kullanilmasiyla,
2
ﬂun =h(uu)=uxau
3
=[h(T(s),u) T(s) + 2, RN, (8),u) N, ()] x @ [A( T(s),u) T(s)
i=1

+Zh(N,(s),u)N,(s)]

bulunur. Burada (11), (12), (17) ve Tanmim 8 in de gézéniine alinmasiyla

=cos’ @ + H}(s5) cos® ¢ + H2(s) cos’ ¢ — H (s)cos® ¢ n,(s)
— H,(s)cos’ @ n,(s) + H,(s) cos” @ m(s) — H,(s) Hy(5)cos* ¢ t(s)
+ Hy(s)cos’ pn, (8) + H,(s) H,(s) cos’ g 1(s)
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1 =cos’ @+ H (s)cos' @ + H (s)cos’ @
l=cos’@ + (H (s)+ H.(5))cos’ @

1-cos” @=(H(s)+ H; (s)) cos’ ¢

.2 2
MEZHB(S)

cos'p 13
buradan,
2
2L H(s)=1g'p=st.
i=1
¢lde edilir.

2
(<) @ p:I— Q kuaterniyon egrisi i¢in ZH,.Z(S) =a(st.) oldugunu
i=]
kabul edelim . Bu taktirde g’ =a olacak sekilde bir ¢ aqis1 vardir.
Buna gére,

(19)... u=cosp T(s) + ZS:H.,I(S) cos@ N, (s)

i=2
bigiminde bir kuaterniyon tanimlayalim.
1) Gosterelim ki u sabittir: (19) esitliginden s’ ye gore tiirev alarak,
L du_
cos@ ds

(20)... = T(s) + Hi(s) Ny(5) + H,(5) N3 (s)
+ H,(5) Ny(5) + H,(s) N,(5)

706)+ 3 H N6+ S H () W0

i=2

bulunur. Diger taraftan, Tanim 8 de i = 2 igin
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h(N3(s),u) = H,(s)cosp
yazilip bu esitligin s’ye gére tiirevinin alinmasiyla

B (N,(s),u) + R(N(s),%) = H,(s)cosp + 0
h (N3(S),u) = Hz(s)cos¢

B (- (r - K)Y(s)N,(s),u) = H,(s)cosg
—{(r = K)(s) h(N,(s),u) = H,(s)cosg

... H,(s)=—(r—K)(s) H(s)

elde edilir. (9), (12), (21) ifadelerinin ve Teorem 1’in (21)’de gézdniine

almmasiyla;
1
cos@ Z = KON + 0= )& Hy () Ny(5)
_.(r K)(S)H(S)N(S)-l‘%))( k(S)N(S)+(r K)(S)N3(.§‘))
MR vy K)( S =K N (s)
L du_
cosp ds -

bulunur . O halde u sabittir.

2} u ’nun birim oldugunu gosterelim:

”u”2 =h(uu)=uxau
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3
= [cospT(s) + 2, H, (s)cosp N,(s)]x
i=]

3
a [cospT(s) + 3, H,_(s)cosp N, (s)]
i=2
=cos’ g + H (5)cos’ ¢ + H2(5) cos’ @
2
=cos* g (1+ 2 H(s)
i=}

=cos’ ¢ (1+1g°9p)
=1

bulunur. Oyleyse,
=1

dir. Diger taraftan
1
A(T(s5),u) = 3 [T(H)xau+uxaT(s)]

= % [T(s)xa(cosepT(s)+ iH,_l(s)cosgo N,(s5))

i=2

+ (cospT(s) + iH,_l(s)cos eN())xal(s))
i=2

= % [2cosp + H (s)cosp T(s)x a{m{(s)x T(s))

+ M(s)cospT(s)x a(m(s)xT(s))
+H (s)cosp(n(s)xT(s))xa T(s)
+ H,(s)cos@(m,(s)xT(s))xax T(s)]

=%[2cosgo — H(s)cospm (s) — H,(s)cospn,(s)
+ H (s)cospn(s) + Hy(s)cos@m(s)]

h{(T(s),u) = cosp = st.

52
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bulunur. Buise 8 egrisinin bir egilim ¢izgisi oldugunu verir.

Boylece, kuaterniyonik egilim ¢izgileri igin bir karakterizasyon verilmig

olur.

NOT : Kuaterniyonik egriler igin elde edilen harmonik egriliklerin tiirev

denklemleri Teorem 1 ve (21) ifadeleri ile verilip matrisel ifadesi agagidaki

sekildedir:
A, 0 (r-K)|H,
g |-¢-v o |H
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