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Fonksiyonlarla ilgili Baz1 Kavram Yamilgilari
Merve OZKAYA'
Tevfik ISLEYEN?

Ozet

Bu g¢alismanin amact ilkogretim matematik Ogretmenligi birinci simif 6grencilerinin
fonksiyonlarda tanim ve goriintii kiimesi ile ilgili sahip olduklar1 kavram yanilgilarim
belirlemektir. 2011-2012 6gretim yilinda gerceklestirilen bu caligma, ilkogretim matematik
O0gretmenligi 1. sinifta 6grenim goéren 57 Ogrenciyle yiriitilmistiir. Arastirmada betimsel
yontem kullanilmistir. Veriler, arastirmacilar tarafindan hazirlanan kavram yanilgisi testi ve
yart yapilandirilmig goriismelerle toplanmistir. Elde edilen verilerin  analizinden,
fonksiyonlardaki tanim ve goriintii kiimesini belirlemeye yonelik kavram yanilgilari; cebirsel
ve geometriksel olarak iki kategoriye ayrilmistir. Tanim ve goriintii kiimesini cebirsel olarak
belirlemede en ¢ok dikkat ¢eken kavram yamilgisi asir1 genellemedir. Geometriksel olarak
belirlemede ise dgrencilerin tanim ve goriintii kiimesini grafik altinda veya iistiinde kalan alan
olarak gostermeleridir.

Anahtar Kelimeler: Kavram yanilgisi, tanim kiimesi, goriintii kiimesi

Some Misconceptions Related to Functions
Abstract

The purpose of this study is to determine first grade pre-service elementary school
mathematics teachers’ misconceptions about the domain and range sets for the functions. This
study realizing in 2011-2012 academic year is conducted to 57 first grade students who were
enrolled in the department of elementary school mathematics education. In this study,
descriptive method is used. The data were gathered from misconception test and semi-
structured interviews which were prepared by the researcher. According to the analysis of the
data gathered, students’ misconceptions about identifying domain and range sets for the
functions were divided into two categories as algebraic and geometrical. The most noticeable
misconception about identifying domain and range sets for the functions with respect to
algebraic category is overgeneralization. Further, geometrically students showed domain and
range sets as area above or under the graphic.
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Giris

Matematik egitimi, matematik 6grenme ve 6gretme siirecinin tamamint
icine alir. Bu siirecteki biitiin etkinlikler zihinsel becerilere yoneliktir (Anil,
2007). Ogrencilerin bu becerileri kazanmalar1 onlarin kavram ve kavramsal
yapilar1 zihinlerinde olusturmalariyla yakindan iliskilidir. “Kavramlar,
toplumsal olarak kabul edilmis sozciiklerin anlamimi ifade edebilecegi gibi
ortak Ozellikleri olan nesne, olay, fikir ve davranislarin olusturdugu
siniflamalarin soyut temsilcisi olarak da ifade edilebilir” (Albayrak, 2000:
43). Bireylerde ise kavramlarin olusumu genelleme ve soyutlama ile olur.
Soyutlama, 6zelligi nesneden ayirir, genelleme ise birden ¢ok nesnede ortak
kullamlir (Onciil, 2000°den akt. Pesen, 2008). Ister genelleme ister
soyutlama yoluyla olusturulsun, kavramlarin zihinde olusumu sirasinda
meydana gelen bazi olumsuz durumlar bireyleri geri doniisii oldukga zor
olan yanlis kavrayiglara siiriikleyebilir. Bu yanlis kavrayislar kavram
yanilgilarina sebebiyet verebilir. Ozellikle matematik i¢in, kavram yamlgisi,
cogunlukla 6grencinin Onceki Ogrenmelerinden kaynaklanmig, su anda
bilimsel olarak kabul goren goriislerden farkli kavrayis, sistematik olarak
hata iireten Ogrenci kavrayisi anlamindadir (Smith vd., 1993). Goriildiigi
gibi kavram yanilgis1 ve hata kavrami birbiri igerisinde yer almaktadir. Bu
nedenle ikisi arasindaki farkin ortaya konulmasi énem tasimaktadir. Burada
islemsel hata, kavram yanilgis1 ve hata arasindaki farkin ifade edilmesi
gerekir. Islemsel hata, ¢oziim siirecinde verilen yanhs cevaplardir. Hem
uzman hem de deneyimsiz kisiler tarafindan dikkatsizlik sonucu ve nadiren
yapilabilir. Kolay bir sekilde ortaya cikarilir ve hemen diizeltilir. Hata,
uygulamadan kaynaklanan yanlis cevaplardir. Hatalar, belli kavramsal
yapilarin olugmasina sebep olur. Bunlar kavramsal hatalarin sebeplerini
meydana getirir. Kavram yanilgist ise sistematik kavramsal hatalara sebep
olan biligsel yapinin temelindeki inanglar ve esaslardir (Olivier, 1989). Yeni
aragtirmalarda, Ogrencilerin ¢ogununun matematikle ilgili kavram
yanilgisina sahip oldugu belirlenmistir. Ogrencilerin énceden zihinlerinde
olusturduklar1 teoriler bu kavram yanilgilarinin en biiylik sebeplerinden
biridir (Mestre, 1989).

Matematiksel diisiinme becerilerini gelistiren fonksiyon {iniversitelerde
ve liselerde 6nemli bir yere sahiptir (Polat ve Sahiner, 2007; Dubinsky ve
Harel, 1992). Soyut boyutu oldukg¢a agir (Dreyfus, 1990) ve anlasilmasi
oldukga karmasgik bir siire¢ iceren ve matematik ders programlarinin 6nemli
bir konusu olan fonksiyon, kavramlar aras1 gecisleri saglamaktadir (Selden
ve Selden, 1992). Fonksiyon kavraminda, dgrencilerin yasadigi sikintilarin
temeli soyut olan kavramin kendisinden kaynaklanmaktadir (Bayazit, 2010).
Bu sikintilar1 ortadan kaldirmak i¢in ise birgok oneri sunulmustur. NCTM
(2000)’de cebir o6grenme alani igeresindeki fonksiyon kavrami i¢in diger
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cebir konularinda oldugu gibi sayisal ifadelerin temsillerine gore
kavramlarin ve bir genellemeye varilabilecek matematiksel diigiinme
yollarinin olusturulmasi gerektigi ifade edilmistir. Fey tarafindan 1992
yilinda gelistirilmis bir 6grenme araci olarak bilgisayarlarin aktif oldugu
CIA metodunu kullanan O’callaghan (1998), bu metodun fonksiyonlari
modelleme, farkli formlara ¢evirme ve sozel olarak ifade etmede etkili
oldugunu belirtmistir. Aksine, Nagel (1994) caligmasinda teknolojinin
fonksiyonlardaki ¢oklu temsiller arasindaki gegislerde etkili bir yol
olmadigini gostermistir. Fonksiyonlarda ¢oklu temsillerin kullaniliyor olmasi
ve bu temsiller arasinda gecislerin varligt kavramin anlasilmasin
giiclestirmektedir (Dreyfus ve Eisenberg, 1982; Eisenberg, 1991).
Fonksiyonun sembolik ve grafiksel Ozellikleri arasinda iligki
kurulamamaktadir (Zachariades vd., 2002). Karsilasilan bu tiir problemlerin
iistesinden gelebilmek i¢in fonksiyonlarin ¢oklu temsilleri arasindaki iligkiler
giiclendirilmelidir (Akkog, 2004).

Matematigin énemli konularindan biri olan fonksiyon kavramu ile ilgili
birgok ¢alisma yapilmustir. Ilkdgretim matematik, fen bilgisi ve smif
ogretmenligi birinci sinif 6grencileri i¢in bagmti ve fonksiyon kavrami zor
Ogrenilen kavramlar arasinda yer almaktadir (Tatar vd., 2008). Vinner ve
Dreyfus (1989), 6grencilerin fonksiyon tanimini anlamada zorlandiklari
ifade etmisler; fonksiyon taniminin, 6grencilere verilmis olan Orneklerin
genel bir temsili olarak olusturulmasi gerektigini belirtmislerdir. Lise birinci
siif dgrencileri birebir ve drten olmay1 fonksiyonun tanimi olarak algilayip
kavram yanilgisina diismiislerdir (Giiveli ve Giiveli, 2002). Akko¢ (2004)
ogrencilerin ¢ok az bir kisminin fonksiyonu diisiiniirken tanimsal 6zellikleri
dikkate aldigini ifade etmis, bununun sebebi olarak ise tanimsal 6zellikleri
ortaya c¢ikaracak oOrneklere yer verilmemesini gostermistir. Ogrenciler
fonksiyonu tanimlarken de acik ifadeler kullanmamislar, fonksiyonla iligkili
birkag kelimeyle fonksiyonunun tanimimi vermeye ¢alismislardir (Aydin ve
Kogce, 2008). Yine fonksiyonu, birebir fonksiyonmus gibi algilayip, tanim
o sekilde vermislerdir (Dubinsky ve Harel, 1992; Vinner ve Dreyfus, 1989;
Elia ve Spyrou, 2006).

Fonksiyon, 6grenciler tarafindan aritmetik iglemlerin siirdiiriildiigii bir
formiil olarak diigiiniilmektedir. Degigskenler arasinda iliskileri belirleyen
ogrenciler, bir formiil olusturarak fonksiyonu ortaya koymaya ¢aligmislardir.
Formiil olusturamadiklart durumda ise kesin ¢6ziim arayisina girmiglerdir
(Breidenbach vd., 1992). Ayrica fonksiyonun cebirsel olarak gosterilmesinde
grafik olarak gosterimine gore daha fazla basari oranmi saptanmustir (Elia ve
Spyrou, 2006). Ogrenciler, fonksiyonun grafiginin ise kopmamasi
gerektigini yani bir siireklilik arz etmesi gerektigini ifade etmislerdir (Elia ve
Spyrou, 2006; Tall ve Bakar, 1992; Vinner, 1983; Even, 1990). Fonksiyon
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grafigini bu sekilde olmasi gerektigini diisiinen 6grencilerde kavramsal
olarak bazi bosluklar oldugu agiktir. Bayazit (2010: 96)’1n da belirttigi gibi
bu durum “Ogrencilerin fonksiyonlarin grafiksel formlarma iliskin kavram
imajlarinin sadece diizgiin ve siirekli dogru veya egri seklindeki grafiklere
kisitlanmis” oldugunu gostermektedir.

Fonksiyonlardaki kavram yanilgilar1 ve zorluklar yedi etki altinda
toplanmistir. Bunlar:

1) Fonksiyonu bire-bir esleme yapan bir bagint1 olarak gérme
2) Liste bi¢ciminde yazilimlara iligkin zorluklar

3) Fonksiyon grafiklerine iliskin 6grenci yanilgilar

4) Cebirsel ifadelere iligkin 6grenci zorluklar ve yanilgilar

5) Fonksiyonlar konusunda kullanilan sembol ve simgelere iliskin
zorluklar

6) Fonksiyonlarin alt kavramlarina yonelik zorluklar

7) Fonksiyonun temsilleri arasindaki mandsal iligkilerin anlagilmasina
iligkin zorluklar (Bayazit, 2010: 92-104).

Fonksiyonla ilgili 6grencilerin karsilastiklar diisiince tarzlarindan biri
fonksiyonu “bir kiimeden baska bir kiimeye eleman esleyen 6zel bir baginti
olarak” tanimlamaktadir. “Bu yaklasim, fonksiyonu tanim ve deger
kiimelerinden bagimsiz tek bir matematiksel varlik olarak algilamakla
birlikte tanim ve deger kiimelerini fonksiyonun ayrilmaz pargalar1 olarak
kabul etmektedir” (Bayazit ve Aksoy, 2010: 698). Fonksiyonlardaki tanim
ve deger kiimesini olusturan rasyonel, irrasyonel ve reel sayilar gibi say1
sistemlerinin tam olarak anlagilmamig olmasi da fonksiyonlarin
kavranmasina engel olusturmaktadir (Even, 1990). Fonksiyonlarin
kavranmasina engel teskil eden bir bagka durum ise temel kavramlardir.
Fonksiyon kavramimin olugmasini saglayan temel kavramlar, dgrencilerin
zihninde yeterli diizeyde olusmamistir (Morali ve Koéroglu, 2004). Ayrica
fonksiyonun kavranmasinda yasanan zorluklarin nedeni tanim kiimesi, deger
kiimesi, goriintii kiimesi gibi temel kavramlarinda ic¢inde bulundugu
epistemolojik nedenlerdir (Sierpinska, 1992°den akt. Sajka, 2003).

Bu c¢alismada; &grencilerin = fonksiyondan  bagimsiz  olarak
diisiinemeyecegi tanim kiimesi ve goriintii kiimesi lizerinde durulacaktir.
Fonksiyonun her tiirlii formunda tamim ve gorlinti kiimesinden
bahsedilmektedir. Aslinda bu kavramlar, fonksiyonun temelinde yer alan
kavramlardir. Ama literatiirde tanim ve goriintii kiimesiyle ilgili ¢aligmalara
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fazla rastlanmamistir. Tanim ve goriintli kiimesini ig¢sellestirememis bir
ogrenci icin, fonksiyonunun farkli temsillerini anlamlandirmak ve bu
temsiller arasindaki gecisleri saglamak olduk¢a zor olabilir. Verilen bir
fonksiyonun tanim ve goriintii kiimesini belirlerken, dgrencilerin islettikleri
zihinsel siire¢ler onem tasimaktadir. Bahsedilenler goz Oniine alinarak, bu
calismanin amaci ilkdgretim matematik Ogretmenligi birinci  sinif
ogrencilerinin fonksiyonlardaki tanim ve goriintii kiimesi kavramlarinda
sahip olduklar1 kavram yanilgilarinin belirlenmesidir.

Yontem

[Ikdgretim matematik birinci simif égrencilerinin fonksiyonlardaki tanim
ve gorlintii kiimesi kavramlarinda sahip olduklari kavram yanilgilarim
belirlemenin amaglandigi bu calismada, deneysel olmayan desenlerden
betimsel ¢aligma yontemi kullanilmistir. Betimsel ¢alisma, var olan bir
durumu ozetler ve ayrica “Nedir?” sorusuna cevap arar (McMillan ve
Schumacher, 2006: 215). Bu yonteme uygun olarak, 6grencilerin tanim ve
goriintii kiimesiyle ilgili sahip olduklar1 kavram yanilgilarinin neler oldugu
ortaya konulmus ve kavram yanilgilar1 belirlenirken var olan durumlara
hi¢bir miidahalede bulunulmadan, bu durumlar oldugu gibi aktarilmistir.

Verilerin Toplanmast

Bu c¢aligmanin &rneklemini [kogretim Matematik Ogretmenliginde
okuyan 57 adet 1. sinif 6grencisi olusturmaktadir. Katilimeilar, {iniversite 1.
sinifta olup iki asamali sinavla bu boliime gelmislerdir. Fonksiyonlar konusu
hem matematik 6gretim programinda yer almakta hem de iiniversite birinci
sinif dersi olan genel matematik dersinin konular1 arasinda bulunmaktadir.
Yani 6grenciler fonksiyon konusuna ayrica bu konunun temeli olan tanim ve
goriintii kiimesi kavramlarina yabanci degillerdir. Bu durum goéz Oniine
alarak aragtirmacilar tarafindan on yedi agik uglu sorudan olusan bir test
hazirlanip katilimeilara uygulanmistir. Bu on yedi sorudan, birinci soru
harig, diger sorulardan benzer olanlar ikiser ikiser bir araya getirilmek
kaydiyla sekiz kisim olusturulmustur. Her bir kisim igin &grencilerin
yaptiklarina gore kategoriler meydana getirilmistir. Daha sonra ise her bir
kategori gruplandirilmigtir. Her bir grup i¢in de bir kod kullaniimistir.
Ardindan yar1 yapilandirilmis goriismeler gergceklesmistir. En son ise her bir
kisim igin ortaya ¢ikan kavram yanilgilar1 belirlenmistir.

Veri Toplama Araci

Veriler, arastirmacilar tarafindan fonksiyonlarda tanim ve goriintii
kiimesindeki kavram yanilgilarin1 belirlemeye yonelik hazirlanan on yedi
acik uclu sorudan olusan kavram yanilgis testiyle toplanmistir. Ilk dokuz
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soru, fonksiyonlardaki tanim ve gOriinti kiimesini cebirsel olarak
belirlemeye yoneliktir. Burada verilen fonksiyonlarin bir kisminin tanim
kiimesi tamsayilardan alinmigtir. O yiizden fonksiyonlar sadece y = f(x)
seklinde cebirsel kuraldan ibaret degildir. Diger sekiz soru ise
fonksiyonlardaki tanim ve goriintli kiimesini geometriksel olarak belirlemeye
yoneliktir. Birinci soruda tanim ve gorlinti kiimesi c¢ok kolay
belirlenebilmektedir. Diger on alti soruda ise sekiz soru tipi mevcuttur.
Testte, her soru tipinden birbirine paralel iki soru yer almaktadir. Bu
birbirine paralel sorular pes pese verilmemistir. Boylelikle 6grencilerin
gercek anlamda bir kavram yanilgisina sahip olup olmadig: ortaya konmaya
calistlmistir. Sorular hazirlanirken uzman goriisleri alinmustir. Ik énce her
bir yanilgry1 belirlemeye yonelik bir soru hazirlanmistir. Daha sonrasinda ise
testteki  sorularin  sayisinin  arttirtlmasina  karar  verilmistir. Testin
uygulanmasi esnasinda yeterli siire verilmis, gerekli agiklamalar diginda
miidahalede bulunulmamustir.

Diger bir veri toplami araci ise yari yapilandirilmig goriismelerdir.
Goriismeler on {i¢ 6grenci ile gergeklestirilmistir. Her bir 6grenci ile yapilan
gorlisme, yaklagtk on bes dakika siirmiistiir. Goriismeler esnasinda
katilimeilarin teyidi ile veriler dogrulanmaya c¢alisilmigtir. Goriismelerden
elde edilen veriler, ayrintili bir sekilde betimlenmistir.

Verilerin Analizi

Ikiser ikiser benzer sorularm bir kisim olusturmasi kosuluyla belirlenen
sekiz kisim i¢in &grencilerin cevaplarina gore kategoriler olusturulmustur.
Kategoriler; her iki soruda da benzer ¢6ziim yollarin1 kullanmayanlar, en az
bir soruyu bos birakanlar, her iki soruda da ayni ¢06ziim yolunu
kullananlardir. Yine 6grenci cevaplarina gore her iki soruda da ayni ¢dziim
yolunu kullananlar kategorisinde kodlamalar yapilmistir. Daha sonrada
yapilan goriismeler betimsel analize tabi tutulmustur.

Bulgular

Fonksiyonlardaki Tanim ve Goriintii Kiimesini Cebirsel Olarak
Belirlemeye Yonelik Kavram Yanilgilart

Birinci soru dogrusal bir fonksiyonun tanim ve goriintii kiimesini
bulmaya yoneliktir. Cok agik olarak hem tanim hem de goriintii kiimesi reel
sayilardan olusur. Her seyin acik olarak belirtildigi bu soruda ii¢ 0grenci
gorlintli kiimesini belirlerken sadece pozitif reel sayilari almislardir. Bir
Ogrencinin ise gosterimlerde sikintisi oldugu ortaya ¢ikmistir. Geriye kalan
tiim 6grenciler dogru cevap vermistir.
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Ayni amaca hizmet eden iki ve dokuzuncu sorular ise rasyonel olarak
verilen bir fonksiyonunun tanim ve goriintii kiimesini bulmaya ydneliktir.
Her bir soruda farkli ¢6ziim yollar1 kullanan yirmi 6grenci vardir. En az bir
soruyu bos birakan kategorisinde iki 6grenci yer almaktadir. Her iki soruya
da benzer cevap veren kategorisinde ise baz1 kodlar olusturulmustur. Tanim
kiimesini dogru yapan ve her iki soruda asir1 genellemeye giderek goriintii
kiimesini reel sayilar olarak belirleyen yirmi yedi 6grenci vardir. Hi¢ de
yadsinamayacak bu say1 asir1 genelleyerek goriintii kiimesini reel sayilar
bulan kodu altinda yer almustir. iki 6grenci her iki soruya da dogru cevap
vermistir. Iki ve daha az 6grencinin yerlestigi kodlar ise birlestirilerek diger
kodu altinda toplanmustir. Ogrencilerde asir1 genelleme sonucu goriintii
kiimesini belirleyememe kavram yanilgisinin var oldugu sdylenebilir. Bu
durumlar asagidaki tabloda 6zetlenmistir.

Tablo 1: Ogrencilerin 2. ve 9. soruya verdikleri cevaplarla olusturulmus
frekans tablosu

Her iki soruda da En az bir Her iki soruda da ayni1 ¢6ziim yolunu
benzer ¢6ziim yollarint  soruyu bos kullananlar
kullanmayanlar birakanlar
Asirt genelleyerek Dogru Diger
goriintii kiimesini ¢cozimil
reel sayilar bulan yapan
20 2 27 2 6

Asirt genelleme sonucu goriintii kiimesini belirleyememe kavram
yanilgisina sahip oldugu diisiiniilen yirmi yedi 6grenciden rastgele se¢ilmis
biriyle yar1 yapilandirilmig bir goriisme gerceklestirilmistir. KB olarak
kodlanan bu 6grencinin, kagidindaki cevabi ve gorligmeden alinan alinti
asagida verilmistir.

2. f(X)ZE fonksiyonunun tanim ve goriintii kiimesini bulunuz.

W€ R—§$(3 —2 Tan o Ao ol
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-1 . et L
9.f(x) = x— fonksiyonunun tanim ve goriintii kiimesini bulunuz.
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A: f(x)=1/x fonksiyonunun tanim ve gértintii kiimesini bulur musun?
1 . 1 e g g . .
KB: = yisex == Simdi bizim reel sayilar kiimesinde, tanim kiimesinden

herhangi bir degeri verdigimizde saglar. Ama gériintii kiimesinde ¢ikar. Burada x’in
stfirdan  biiyiik olmasi gerekir. Ciinkii % tamimsiz oldugu i¢in yani reel sayilar
kiimesinde tamimsiz oldugu icin, deger kiimesinde-gériintii kiimesinde reel sayilar
olmadig icin bu yiizden tamm kiimesinden sifiri ¢ikaracagiz. Bu fonksiyon, sifir
haricinde her sayyt verdigimizde deger kiimesindeki sayilart saglar. O yiizden
ftR—{0} >R dr.

A:Peki yazdigin fonksiyonda deger kiimesi neresidir bana gosteriri misin?

KB: Deger kiimesi?

A:Yazdigin fonksiyonda deger kiimesi neresidir bana gosterir misin?

KB: R — {0} dir. Goriintii kiimesi de R dir. Aslinda yanlis dedim galiba, séyle
diyeyim.

Disaridaki goriintii kiimesidir. I¢erideki de deger kiimesidir. Deger kiimesi de x 'leri
saglayan sayilar oldugu icin deger kiimesi adini alir.

Yukarida goriildiigii gibi KB’nin, kavram yanilgisi testindeki iki ve
dokuzuncu soruya verdigi cevap ile gériismede sorulan soruya verdigi cevap
paraleldir. Hatta gdriigmede bu tip bir soruda 6grencinin kavram yanilgisina
sahip oldugu anlasilmaktadir. Tanim ve gOriinti kiimesini bulurken
kullandig1 ifadelere bakilirsa ¢ok da anlamli bir sonug elde edilemez. Ama
cok anlamli olmayan, kendi zihninde olusturdugu bu yontemle fonksiyonun
tanim ve goriintii kiimesini belirlemistir. Bagka bir hususta 6grencinin deger
ve goriintli kiimesini birbirine karistiriyor olmasidir. Kisacast bu 6grenci de
agirt genelleme sonucu goriintii kiimesini belirleyememe kavram yanilgist
mevcuttur. Tanim ve goriintii kiimesini belirlerken islettigi zihinsel siireg ise
bilimsellikten tamamen uzaktir.

Ugiincii ve sekizinci sorularda sinirli sayida elemandan olusan bir
kiimeden reel sayilara tanimli bir fonksiyon verilmis ve bu fonksiyonun
goriintii kiimesinin bulunmasi istenmistir. U¢ elemanli olan tanim kiimesi
gdz Oniine alinarak goriintii kiimesini belirleyen ogrencilerin  goriinti
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kiimesini belirlerken zorlanmadiklar1 anlasilmaktadir. Ogrencilerden biri
islem hatasina diigmiisken, biri ise sadece li¢ elemandan olugmasi gereken
goriintii kiimesini aralik olarak gostermistir. Geri kalan tiim 6grenciler her
iki soruya da cevap vermistir. Bu durumda, bir kavram yanilgist s6z konusu
degildir.

Dort ve altinct  sorular, bir araliktan reel sayilara taniml
fonksiyonlardan olusur. Ogrencilerden tamim kiimesi bir aralik olan
fonksiyonun goriintii kiimesini bulmalar1 istenmigstir. Her bir soruda farkli
¢oziim yollar1 kullanan on bir 6grenci vardir. En az bir soruyu bos birakan
yedi 6grenci vardir. Her iki soruya da benzer cevap verenlerin olusturuldugu
kategoride otuz dokuz cevap yer almaktadir. Bu kategoride yer alan
araliktaki tamsay1 degerlerini koyarak goriintii kiimesini bulan kodunda,
yirmi dort 6grenci yer almaktadir. Burada, dgrencilerin herhangi bir aralikta
sonsuz reel saymin oldugunu diisiinememe kavram yanilgisina sahip oldugu
belirlenmistir. Bu kavram yanilgisinin sebebinin pedagojik ya da psikolojik
oldugu bilinmemektedir. Alt1 6grenci ise sadece araliktaki u¢ noktalar
yazarak yeni bir aralik belirlemiglerdir. Ogrenciler, verilen fonksiyonu gz
oniine almamiglardir. Burada olusan kavram yanilgisi ise verilen fonksiyon
diistiniilmeden sadece tanim kiimesinden yola ¢ikarak goriintii kiimesini
bulmaya odaklanmadir. Ug &grenci ise tamim kiimesindeki yani araliktaki
tamsay1 degerlerini fonksiyonda yerine yazarak buldugu en kiigiik ve en
biliyiikk degerleri simir yapip tekrar bir aralik olusturmustur. Burada bir
anlamda verilen fonksiyon goz Oniine alimmistir. Fakat sadece araliktaki
birka¢ tamsay1 degeriyle goriintii kiimesini belirlemek 6grencileri yanilgiya
siiriiklemistir. Diger kodunda ise alt1 6grenci yer almaktadir. Her bir kod ve
kategorinin frekans tablosu asagidaki gibidir.

Tablo 2: Ogrencilerin 4. ve 6. soruya verdikleri cevaplarla olusturulmus
frekans tablosu

Her iki sorudada En az bir Her iki soruda da ayni ¢6ziim yolunu kullananlar
benzer ¢dziim soruyu bos

yollarm birakanlar

kullanmayanlar
Tamsay1 Ug Belirledigi Diger
degerlerini noktalar1 kritik
koyarak koyarak noktalarla
goriintii yeni bir yeni bir
kiimesini aralik aralik
bulan belirleyen  olusturan

11 7 24 6 3 6
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Herhangi bir aralikta sonsuz reel saymin oldugunu diisiinememe kavram
yanilgisinin sahip rastgele bir 6grencinin kavram yanilgisi testindeki cevabi
ve goriismenin bir kismi1 asagida verilmistir.
4.f:[-3,3]\{0} — R seklinde tanimlanan f(x) = i fonksiyonunun goriintii

kiimesini bulunuz.

. < Tyt t 1 &
f s - —T— -.A- l'll":
N T T G -3 3 =
ddndot- ~Jde 1 orn_
& Sy - ELS L E e N A T Y,
g 1 1. agbk-f-t,-i-iid Af
4 PO | - - < > v I 27 537 " 731 ,]
E,-3 -8~ 7 0, Aohwe bomedine fr_sy_ 1t . x y_ - & 2%
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'!:ﬂz-_'t.f-ebqlmh: ! -
ok e G JIyo _ s
g 25=2
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- m\“w - j!j ‘=l
s an .. L o
6. f:(—2,2] = R seklinde tanimlanan f(x) = Nz fonksiyonunun goriintii
kiimesini bulunuz.
P =
[eu e /A PY S Py 2
fr -~ = .
- N R, N = e, ® a2 I ~ r 3
A1) _ Y _ L Mil- 2 __ 4% Rl PRI B N A
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A: f:[-3,3]{0} > R seklinde tammlanan f(x) = i Sfonksiyonunun  goriintii
kiimesini bulur musun?

AY: Simdi fonksiyon [-3,3] kapali araligindan sifirm farki reel sayilara
tammlanmaus.

[-3,3]\ {0} benim tamim kiimem. Reel sayilarda benim deger kiimem yani goriintii
kiimem. Tanim kiimemin elemanlarini yaziyorum. {-3,-2,-1, 0, 1, 2, 3} demis bana.
Burada sifir istemedigi i¢in sifirt sildim. Fonksiyonumda f(x)=§ dir. Tamim kiimesini

yerine yazdigim zaman bana goriintii kiimesini verir deger kiimesini verir. Tanim

kiimesini fonksiyonda yazdigim zaman bana goriintii kiimemi verecek. O zaman
101 11 R, .

{— Prib -1,1, > 3—} benim goriintii kiimemdir.

A: Peki deger kiimesi nedir?

AY: Deger kiimesi tiim reel sayilardir.

A: Goriintii kiimesi nedir?

AY: Gériintii kiimesi de fonksiyonda verilen degerleri yerine yazdigin zaman ¢ikan

degerlerdir.

A: [0,1] kapalr araligindaki reel sayilar nelerdir bana agiklar misin?

AY: Sifir ile bir arasina sonsuz tane reel sayi girer. Ama goriintii kiimesi gibi

degerlendirecek olursam bos kiimedir. Yani tam sayt yoktur arasinda.

10
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Ogrencinin goériisme esnasinda verdigi cevaplar incelendiginde ilk fark
edilen goriintii ve deger kiimesinin farkina varmamig oldugudur. Ancak
goriintli ve deger kiimesine odakli sorular soruldugunda 6grencinin deger ve
goriintii kiimesini dogru algiladigi anlasilmigtir. Yalniz [0,1] araliginda
sonsuz reel say1 oldugunu soylerken, fonksiyon igin igine girince sadece
aradaki tam sayilar1 gz 6niine almustir.

Verilen fonksiyon disiiniilmeden sadece tanim kiimesinden yola
cikarak gorlintii kiimesini bulmaya odaklanma kavram yanilgisina diisen
Ogrencilerden birinin yazili testte verdigi cevabi ve goriisme esnasinda
sorulan sorulara verdigi cevap 6zetlenmistir.

Verilen fonksiyon diisliniilmeden sadece tanim kiimesinden yola
cikarak gorlintii kiimesini bulmaya odaklanma kavram yanilgisina diisen
Ogrencilerden birinin yazili testte verdigi cevabi ve goriigme esnasinda
sorulan sorulara verdigi cevap 6zetlenmistir.

4. soruya verilen cevap 6. soruya verilen cevap
_ £ 3. . = .~z
Vo ~ F—f_ 1™ Sdnds 07 §1
WSS 7 2fF = | LT g b
* o>~ & &—

A: f(x)=x+1vef:[-1,1]- R fonksiyonunun goriintii kiimesini belirler misin?

SG: Bakiyorum ki tammsiz yapan bir sey yok. Oyle bir sey olsaydi sifira esitleyip
onu ¢ikaracaktik. Normalde [-1,1] goriintii, R tanum olmuyor muydu? Hayirrr
[-1,1] tamm R goriintiiydii. Tamamiyla karistirdim oziir  dilerim. Oncelikle
tammdan gériintiiye gidiyordu. Yani

@ ilki tanmim ikincisi ise goriintii kiimesiydi. O halde
goriintiimiiz bu reel
sayilar.

Goriintii kiimemiz reel sayilar. Nedeni de burada tanmimsiz yapacak baska bir deger
olmadig icin goriintii kiimemiz reel sayilar.

A:O zaman [-3,3]{0} - R seklinde tamimlanan f(x) = %fonksiyonunun gortintii
kiimesini bulur musun?

SG: Oncelikli olarak bizim tamm kiimemizde [-3,3] vermis ama sifirt ¢ikarmig.
Normalde sifirt  ¢ikarmasaydi biz onu gériintii kiimesinden sey yapmamiz
gerekiyordu. Ama tammsiz yapryor diye zaten onu ¢ikarmis. Goriintii kiimesi yine
reel sayilardwr. Ben burada yanls yapmisim sanwrim. Zaten [—3,3]/{0} bizim tanim
kiimemiz, R goriintii kiimemizdir. Zaten sifirt ¢tkarmis tamimsiz yapan bir sey yok. O
zaman yine goriintii kiimemiz reel sayilar.

11
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Uygulanan kavram yanilgist testinde, SG isimli 6grenci sadece tanim
kiimesindeki kapali aralifin u¢ degerlerini yerine koyarak goriintii kiimesini
belirlemistir. Yapilan goriismede, bu 6grencinin deger kiimesini goriintii
kiimesi olarak algiladigi anlagilmaktadir. Bu nedenle verilen fonksiyonun
goriintli kiimesini reel sayilar olarak ifade etmistir. Hatta kagidindaki soruyu
tekrar ¢6zmiis, ardindan kagidina baktiginda testte bu soruya verdigi cevabin
yanlig oldugunu sdylemis, dogru cevabin yine reel sayilar olmasi gerektigini
vurgulamistir.

ME olarak kodlanan 6grenci ise goriintii kiimesinin bir aralik olmasi
gerektigini  diislinmiistiir. Bunun i¢in de tanim kiimesinde yer alan
elemanlardan kendisi igin kritik olarak diisiindiigii noktalar1 fonksiyonda
yerine koymus ve buldugun degerlerin en kiigiigiinii, goriintii kiimesini
olusturan aralig1 en kii¢iik elmani; en bilyiigiinii ise en bilyiik eleman1 olarak
belirleyerek araligr olusturmustur. ME’nin kavram yanilgis1 testindeki
cevaplari ve yapilan goriismenin transkripti soyledir.

4. soruya verilen cevap

x
g | -

st g ferbs doesi [0 ni@.éw_
=3 (,]z-i
=1 ﬂt):g.
=3 R‘):_—'}

=t {61 3 Gl “: Yresi ke zomm ?a%f i
'”’ar' Joni (ﬂ,l] *’-'"zla'jaulu'.

A: f-[-2,2]-R fix)=x"+1 fonksiyonunun gériintii kiimesini bulunuz?

ME: -2’ yi yerine yazarim. Bes olur. 2’yi yerine yazarim. Bes olur. Bunlarin
araswmdan bir de sifirt aliriz. f(0)=1 olur. Goriintii kiimesi birden bese kadardr.
A:Niye sifirt aldin?

ME: Sifir ortadaki sayt oldugu igin aldim. -1 ve 1’yi de alsam -2 ve 2 oldugu gibi
ayni sey gelir. O halde gériintii kiimesi [1,5] dir.

A: 6.sorunu tekrar ¢ozer misin? Ama nedenleriyle aciklayarak ¢oz.

12
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ME: f:(-2,2]-R f(x)= \/xl? Sfonksiyonunun goriintii kiimesini bulunuz. O halde
burada oncelikle x=-1 i¢cin aliriz ¢linkii -2 iceride degildir. x=-1 i¢in aliyyorum. f(-
1)=1dir. x= 0 alimirsa f(O):% dir. x=1 igin f{1)= \% dwr. x=2 icin f(2)= % dwr. Eksi
degerler verildiginde pozitif degerler ¢ikiyordu ya ondan dolayr buradaki en biiyiik
deger % sey I oldugundan 0 ile bir arasinda degerler ¢ikar ama sifir acik aralik.
Goriintii kiimesi=(0,1] dur.

Besinci soru f(x)= x*+1, yedinci soru ise f(x)= x* fonksiyonunun tanim
ve gorilintii kiimesini bulmaya yoneliktir. Burada 6grenciler tanim kiimesini
belirlerken zorlanmamiglardir; yalmiz goriinti  kiimesini  belirlerken
zorlanmiglardir. Aslinda besinci soru i¢in goriintii kiimesinin [1, o),
R* U {0} ise yedinci sorunun goriintii kiimesidir. Fakat her iki soruya da
dogru cevap veren yalnizca bes kisidir. Higbir 6grenci bu sorulart bos
birakmanustir. Iki soru i¢in de farkli ¢oziim yollar1 gelistiren 6grenci sayisi
on dokuzdur. Otuz ii¢ Ogrenci ise kendilerince dogru olan ¢oziimler
olusturmuslardir. Ogrenci cevaplarina ait frekans tablosu asagida verilmistir.

Tablo 3: Ogrencilerin 5. ve 7. soruya verdikleri cevaplarla olusturulmus
frekans tablosu

Her iki soruda Enazbir  Her iki soruda da ayni ¢6ziim yolunu kullananlar
da benzer soruyu

¢Oziim yollarin1 ~ bos

kullanmayanlar  birakanlar

Tanim Dogru  Tanim Tanim
kiimesi ¢6ziim  kiimesi kiimesi
dogru, yapan  dogru, dogru,
gorinti gorinti gorinti
kiimesini kiimesini kiimesini
reel sayilara pozitif reel tam
genellestiren sayilara sayilardan
genellestiren  bulan
19 0 17 5 12 4
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Tanim kiimesi dogru, goriintii kiimesini pozitif reel sayilara
genellestiren bir 6grencinin kavram yanilgisi testine verdigi cevaplar ve
goriigmenin bir kismi su sekildedir.

5. f(x) = x? + 1 fonksiyonunun 7. f(x)= x* fonksiyonunun tanim ve
tanim ve goriintii kiimesini bulunuz.  tanim ve goriintli kiimesini bulunuz.

Jomm ks

—_ i ~
CAte B85 _faocr— 8 __ T I _— v £
—— = — ﬂ'e ~ L AT F - '4
_ & ﬁ - = e | R - l\.i’
a1 b il — I —ARNAAA e EAAACRe |
SOIGARTY UM I ¥

A:f(x) = x? — 1 fonksiyonunun tanim ve gériintii kiimesini bulur musun bana ve
nedenleriyle agiklar misin?

OCAD: Tanim kiimesi x’in aldig1 degerlerdir. f(x) sabit bir degere esit olmadig i¢in
x biitiin reel sayilari alir. O yiizden tanmim kiimesi T.K = R dir. Sonra goriintii
kiimesini bulurken x* oldugu icin ekside versek artida versek sonug¢ pozitif olacak
burada. Degerler verdim x’e mesela bir verdigimde sifir, eksi bir verdigimde yine
sifir, o zaman pozitif reel sayilardir.

A: Pozitif reel sayilart bana kiime olarak yazar misin?

OCAD:G.K = {x:x € R*}

Gorildigi gibi yapilan goriismede 6grenci x’e degerler vererek goriintii
kiimesini tahmin etmeye calismistir. Bu durum, Ogrenciyi ister istemez
hataya siiriiklemistir. Yani goriintii kiimesini tanim kiimesindeki birkag
elemanin goriintiisiiyle tahmin etme yanilgisina diismiistiir.

14
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Fonksiyonlardaki Tanim ve Goriintii Kiimesini Geometriksel Olarak
Belirlemeye Yonelik Kavram Yanilgilar

Tablo 4: Ogrencilerin 10. ve 14. soruya verdikleri cevaplarla olusturulmus
frekans tablosu

Her iki sorudada  En az bir Her iki soruda da ayni ¢6ziim yolunu
benzer ¢dziim soruyu bos  kullananlar
yollarmi birakanlar
kullanmayanlar
Tanim ve Sekilsel ~ Tanim ve Diger
goriintl olarak goriintl
kiimesini dogru kiimesini
alan olarak  olan grafik
belirten iizerinde
belirten
10 12 11 12 3 9

Verilen bir fonksiyon grafigi ilizerinde tanim ve goriintii kiimesini
gostermeye yonelik birbirine paralel olarak hazirlanan on ve on dordiincii
sorular goz oniine alinarak yukaridaki tablo olusturulmustur. Her iki soruda
da benzer ¢oziim yollarim1 kullanmayanlar, ayni ¢6ziim yolunu kullananlar
ve bu sorulardan en az birini bos birakanlar olmak {izere ii¢ kategori
olusturulmustur. iki soru i¢in de aymi ¢dziim yolunu kullananlarda kendi
igerisinde kodlanmistir.

Asimptotlar1 ¢ikararak tanim kiimesini dogru gosteren fakat goriintii
kiimesini sadece grafik altinda kalan alan olarak ifade eden iki 6grenci
vardir. Bagka iki 6grenci ise tanim kiimesini x-ekseni, gorlintii kiimesini y-
eksini olarak gostermistir. Yine tanim kiimesini x-ekseni olarak diisiinen iki
o0grenciden biri goriintii kiimesini fonksiyon altinda kalan alan olarak
gostermis, digeri ise grafigin lzerini isaretlemistir. Geriye kalan fig
ogrenciden biri tanim ve goriintii kiimesini sadece tamsayi noktalarindan
olusturmus, digeri hem tanim hem de goriintii kiimesini belirlerken hem
grafigin ilizerini hem de alanlar1 taramis, lgiincii ise tanim kiimesini alan;
gorlintli kiimesini ise hem alan olarak taramis hem de grafik {izerini
igaretlemistir. Olusturulan bu kodlarda iki ve ikiden daha az Ogrenci
bulundugundan bu kodlar birlestirilerek, diger kodu altinda toplanmustir.

Sekilsel olarak dogru kodundaki cevaplar incelendiginde, &grenciler
tanim kiimesini x-ekseninden, gorlinti kiimesini ise y-ekseninden
segmislerdir. Gosterim dogru olmasina karsin, asimptot kavramina tam
hakim olamadiklarindan O6tlirii tamim kiimesi ve goriintii kiimesi yanlis
belirlemislerdir. Bir 6grenci haricinde digerlerinin hepsi grafik iizerinde

15
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gosterimi dogru yapmislarsa da tam anlamiyla tanim ve goriintii kiimesini
isaretleyememislerdir. Belirlenen diger kodlarda yukaridaki tabloda yer
almaktadir.

Tanim ve goriintii kiimesini grafik altinda kalan alan olarak gdsteren
Ogrencilerden birinin cevabi asagida verilmistir.

10. Asagida grafigi verilen fonksiyonun tanim ve goriintii kiimesini sekil
iizerinde isaretleyerek gosteriniz.

x=1

14. Asagida grafigi verilen fonksiyonun tanim ve goriintii kiimesini sekil
tizerinde isaretleyerek gosteriniz.

P
—-— .
- z e s e —
B /3 =
- e e - ; R
N y
a
B
& = = " 7 3 =7 y=0
=~
v N
2Foesnt = 4, R S
vy E —_
x=1 “AGarag
Fa

HD’nin cevabi incelendiginde, tanim ve goriintii kiimesini belirlemeden
ziyade analitik diizlemde gosterebilmeyle alakali sikintilarin  oldugu
goriilmektedir. Yapilan goriismede de Ogrencinin, tanim ve goriintii
kiimesini sekil iizerinde gosterirken ilging bir yol izledigi ortaya ¢ikmustir.
HD, gorlintii kiimesini belirlerken asimptotlarin asag1 ve yukar1 kistmlarim
diisiindliglinii sOylemistir. Geri kalan bolgeleri de tanim kiimesi olarak
disiinmektedir. Yani tanim ve goOriinti kiimesini eksenler iizerinde
gostermek yerine, alan olarak gosterme yanilgisi ortaya ¢ikmuistir.
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Tanim ve gorlintii kiimesini fonksiyon grafigi iizerinde gosteren bir
Ogrencinin kavram yanilgisi testindeki cevabi su sekildedir.

kY
¥ Y e = R — 3 0R
==
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Ogrencinin burada verdigi cevabi anlamak gergekten giigtiir. Yapilan
goriigmede 6grenci, neden bdyle bir yol izledigini agiklayamamistir. Her ne
kadar yaptig1 ¢Oziimii agiklattirmak ic¢in ugrasilsa da Ogrenci belli neden
gostermeksizin 1srarla ayni seyleri yapmaktadir. Yani hatasinda 1srarlidir. Bu
Ogrenci, belirlenen goriintii kiimesini ve tanim kiimesini eksenler tizerinde
gostermek yerine fonksiyon grafigi {izerinde gosterme yanilgisina
diismiistiir.

Tablo 5: Ogrencilerin 11. ve 16. soruya verdikleri cevaplarla olusturulmus
frekans tablosu

Her iki soruda Enazbir  Her iki soruda da ayni ¢6ziim yolunu kullananlar

benzer ¢6ziim soruyu
yollarini bos
kullanmayanlar  birakanlar
- Goriintii Alan Grafigin Sekil Diger
ekseni kiimesi olarak kendisi olarak
iizerinde noktalarmi  belirten oldugunu  dogru
aralik grafik sOyleyen  gosteren
belirten  {izerinde
gosteren
13 1 12 9 5 7 7 3
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On bir ve on altinci sorularda tanim kiimesi sinirli sayida elemandan
olusan fonksiyonun grafigi verilmistir ve bu fonksiyonun goriintii kiimesinin
analitik diizlemde gosterilmesi istenmistir. Her iki soru da ayni ¢dziim
yolunu kullanan kirk ti¢ 6grenci vardir. Bu 6grencilerden on ikisi goriintii
kiimesinin en biiylikk ve en kiiciik elemanlarmi belirleyerek, goriintii
kiimesini y-ekseni iizerinde bir aralik olarak belirtmistir. Dokuzu ise buldugu
noktalar1 grafik iizerinde gostermistir. Bu durumda ilkinde noktalardan
olusan goriintii kiimesini aralik olarak belirtme yanilgisi, ikincisinde ise
goriintii kiimesindeki noktalar1 grafik {izerinde gdsterme yanilgisi mevcuttur.
Bes o6grenci fonksiyon grafigi altinda kalan alan1 goriintii kiimesi olarak
ifade etmis iken, yedi Ogrenci grafigin iizerini karalayarak goriintii
kiimesinin grafigin kendisi oldugunu diistinmiistiir. Yine ilkinde noktalardan
olusan goriintli kiimesini alan olarak gosterme, ikincisinde ise noktalardan
olusan goriintlii kiimesini grafigin kendisi olarak algilama yanilgis1 vardir.
Belirlenen diger kod ve kategoriler yukaridaki tabloda yer almaktadir.

Goriintli kiimesini y-ekseni tlizerinde aralik olarak belirten KS isimli
Ogrenci sorulan sorulara su sekilde cevap vermistir.

11. f(x) = x3 fonksiyonunun grafigi asagidaki gibidir. Eger tanim kiimesi
A=1{-1,0,1} c R olursa f(x) fonksiyonunun goriinti kiimesini sekil
iizerinde igaretleyerek gosteriniz.

16. f(x) = x? — 1 fonksiyonunun grafigi asagidaki gibidir. Eger tanim
kiimesi A = {—1,0,1,2} € R olursa f(x) fonksiyonunun goriintii kiimesini
sekil lizerinde isaretleyerek gosteriniz.

T

®
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Ogrencinin cevab1 yukaridaki gibidir. On birinci soru temel alinarak
yapilan goriismede 6grenci A kiimesindeki elemanlar1 fonksiyonda yerine
yazarak, gorintii kiimesinin elemanlarini belirlemistir. Belirledigi bu i
noktay1 y-ekseninde isaretlemis ve ardindan -1 ile 1 arasini y-ekseni boyunca
taramistir. Ogrencide dikkat eksikliinden mi bu sonuca ulastig
diisiincesiyle “0 ile 1 arasindaki degerleri de dahil etmis mi oldun?” sorusu
yoneltilmigtir. Fakat 6grenci 1srarcit bir sekilde ¢6ziimiin bu sekilde olmasi
gerektigini savunmustur. Neden bu sekilde bir ¢oziim izledigi konusuna
gelince “ Degerleri yerine yazdim, onlar1 y-ekseninde isaretledim. Ondan
sonra orayl taradim” cevabiyla karsi karsiya kalinmigtir. Goriildiigii gibi
kendi de buldugu sonucu bilimsel bir temele oturtamamustir.

Goriintii kiimesinde belirledigi noktalar1 grafigin {izerinde gosteren
dokuz 6grenciden rastgele segilen birinin cevabi soyledir.
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FB isimli 6grenci ile yapilan goriisme esnasinda hatasini fark etmistir.
IIk &nce on birinci soruyu tekrar ¢dzmesi istenmistir. Tanim kiimesindeki
degerleri fonksiyonda yerine koyarak goriintii kiimesini bulan &grenci, bu
kiimeyi bir aralik seklinde y-ekseni {lizerinde gdstermistir. SOylediklerinden
emin olup olmadigini belirlemek i¢in verdigi cevabi bir daha diislinerek teyit
etmesi istenmistir. Fakat FB teyit etmek yerine goriintii kiimesinin sadece ii¢
noktadan olustugunu sezmistir. Bu seferde belirledigi noktalar1 y-ekseni
iizerinde gosterip dogru cevaba varmistir. Ardindan yazili kagidi
gosterildiginde yaptig1 ¢ozliimiin dogru ¢oziim oldugunu ifade etmistir.

Goriintii kiimesini grafik altinda kalan alan olarak belirten BS’nin

cevabi ise soyledir.
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Yukaridaki cevap incelendiginde Ogrenci goriintii kiimesinin sonlu
sayida olan elemanlarini belirlemistir. Fakat grafik iizerinde gosterirken
grafik altinda kalan alanm1 goriintii kiimesi olarak gdstermistir. Neden boyle
bir yol izlendiginin ortaya ¢ikarilmasi i¢in ise yine yar1 yapilandirilmis bir
goriigme yapilmistir. Bu goriismede on birinci soruyu tekrar ¢6zmesi
istenmistir. Gergeklestirdigi yeni ¢6ziimde de yine bir alan gostermistir.
Fakat yazili testte gosterdigi alandan farkli bir alandir. Gorligme esnasinda
verdigi cevap ise asagidaki gibidir.
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Ogrenci on birinci soruyu tekrar ¢ozerken goriintii kiimesi igin yine bir
alan gostermistir. Fakat bu sefer belirledigi alan ig¢in farkli bir yeri
isaretlemistir. GoOriisme esnasinda Ogrenciye bu alami nasil belirledigi
sorulmustur. “Alandaki x degerlerini gostererek, goriintii kiimesi bunlar
oldugu icin goriinti kiimesini bu sekilde belirledim” cevabiyla
kargilagilmistir. Bu cevaptan Ogrenicinin goriintii kiimesinin ne oldugu
hakkinda yanlis diisiincelere sahip oldugu anlagilmistir. Bu nedenle
ogrenciden f:A ={-1,0,1} € R - R ifadesinde tanim, goriintii ve deger
kiimesini gdstermesi istenmistir. Ogrencinin cevabi dikkate alindiginda, bu
tir bir hatanin olmasmin sebebi tanim, gorlnti ve deger kiimesinin
karistiriliyor olmasidir.

TC, tanim kiimesindeki elemanlar1 fonksiyonda yerine koyarak
baslangic ve bitis noktalarini belirledikten sonra bu iki nokta arasinda
fonksiyonu karalayarak goriintii kiimesini gostermistir. Bu 6grencinin cevabi
su sekildedir.
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Bu oOgrenciyle de yine yart yapilandirilmis bir  goériisme
gerceklestirilmistir. Ogrenciden on birinci soruyu tekrar ¢dzmesi istenmistir.
Ardindan 6grenciye, goriismede verdigi cevap ile kdgidinda verdigi cevabi
karsilagtirmast sOylenmistir. Son olarak da on altinci soruda ne yaptigini
sozlii olarak agiklamasi istenmistir. Her durumda &grenci nedenini
aciklayamadan grafigin {izerini c¢izmistir. Ayrica, on birinci soru igin
buldugu -1, 0 ve 1 degerlerinin ne oldugu 6grenciye sorulunca deger kiimesi
seklinde bir cevap almmistir. “Peki, gorinti kiimesi nedir?” diye
soruldugunda TC isimli 6grenci goriintii ve deger kiimesinin aymi seyler
oldugunu ifade etmistir. Yani bu 6grenci goriintli ve deger kiimesinin farkini
bilmemektedir.
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Tablo 6: Ogrencilerin 12. ve 15. soruya verdikleri cevaplarla olusturulmus
frekans tablosu

Her iki soruda da En az bir Her iki soruda da ayni1 ¢6ziim yolunu

benzer ¢oziim soruyu bos  kullananlar

yollarini birakanlar

kullanmayanlar
Goriintl Goriintii Goriintl
kiimesini kiimesinin kiimesini
grafik altinda  grafigin sekil olarak
veya iistinde  kendisi dogru
kalan alan oldugunu gosteren
olarak belirten soyleyen

12 4 13 7 21

On iki ve on besinci sorularda bir f fonksiyonun grafigi verilmistir.
Tanim kiimesi kapali bir aralik olan fonksiyonun goriintii kiimesinin sekil
iizerinde gosterilmesi istenmistir. Belirlenen kod ve kategoriler Tablo 6 da
yer almaktadir. Kapali bir araligin goriintii kiimesinin sekil {izerinde
gosterilmesinde, goriintii kiimesini grafik altinda veya flistiinde kalan alan
olarak belirtme, grafigin kendisi oldugunu ifade etme kavram yanilgilari
mevcuttur.

Gorlntli kiimesini alan olarak belirten bir 6grencinin yazili testteki
cevabi agagidaki sekildedir.

12. Verilen bir f fonksiyonunun grafigi asagidaki gibidir. [1,5] araliiin
goriintli kiimesini sekil iizerinde igaretleyerek gosteriniz.
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15. Verilen bir f fonksiyonunun grafigi asagidaki gibidir. [-1,3] araliginin
goriintii kiimesini sekil lizerinde isaretleyerek gosteriniz.

= Igarctdeyerek SoStenin

Yapilan goriismede, bu 6grencinin tanim kiimesinin kapali bir aralik
olmasindan dolay1 goriintii kiimesinin egri altindaki alan olmasi gerektigi
diisiincesiyle hareket ettigi goriilmiistiir. FG, eger belirlenen tanim kiimesi
sonlu sayida elemandan olugsaydi elemanlar1 y-ekseni tizerinde gosterecegini
aciklamistir. Gergekten de tanim kiimesinin sonlu sayida elemandan
olustugu on ikinci soruda goriintii kiimesinin elemanlarini y-ekseninde
gostermistir. Tanim kiimesinin kapali aralik olmasi, 6grencinin zihninde alan
kavramini olusturmaktadir.

Goriintll kiimesi i¢in grafigin kendisini gdsteren NY, kavram yanilgisi
testinde su cevaplar1 vermistir.

Gzerinde isaretleyerek gosteriniz A3
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Gorligme esnasinda on ikinci soruyu Ogrenci tekrar ¢Ozmiistiir.
Kagidindaki ¢oziimiiyle karsilastirmistir ve on besinci soruda ise ¢oziimi
sesli olarak ifade etmistir. Hem kagidinda hem de goriisme esnasinda ayni
¢cOziimii gerceklestiren NY’nin gdriigme esnasinda gergeklestirdigi ¢oziim
asagidaki gibidir.
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Bu 06grenci, fonksiyon noktalarmin olusturdugu grafigi yani ikilileri
goriintii kiimesi olarak diisiinmektedir. Bu anlamda 6grencinin kavramsal
anlama diizeyinin eksik oldugu anlasilmaktadir. On dokuzuncu soruyu

gosterdigimizde de ¢oziimii ayni sekilde agiklayarak dogrusunun bu olmasi
gerektigini savunmustur.

On ¢ ve on yedinci sorular analitik diizlemde verilen bir f fonksiyonun
grafiginden faydalanarak tanim ve goriintii kiimesini yazmadir ve ¢ogunlukla
dogru cevap verilmistir. Her iki soruya da yirmi dokuz 6grenci dogru cevap
vermistir. Geriye kalanlar ise en az birini bos birakan 6grencilerdir.
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Sonug ve Tartisma

Bulgular 1s18inda belirlenen kavram yanilgilari su sekilde 6zetlenmistir:

Fonksiyonlardaki tanmim ve goriintii kiimesini cebirsel olarak
belirlemeye yonelik kavram yanilgilar:

1. Rasyonel olarak verilen bir fonksiyonunun tanim ve goriintii kiimesini
bulmada yasanan kavram yanilgilar

e Agsirt genelleme sonucu goriintii kiimesini belirleyememe

2. Tanim kiimesi bir aralik olan fonksiyonun goriintii kiimesinin
bulunmasina yonelik kavram yanilgilar

e Bir aralikta sonsuz reel saymin oldugunu diisinememe

e Verilen fonksiyon diisiiniilmeden sadece tanim kiimesinden yola
cikarak goriintii kiimesini bulmaya odaklanma

e Sadece araliktaki birkag tamsay1 degeriyle goriintii kiimesini belirleme

3. Polinom fonksiyonlarinin tanim ve goriintii kiimesinin bulunmasinda
yasanan kavram yanilgilar

e @Goriintli kiimesini tanim kiimesindeki birka¢ elemanin goriintiisiiyle
tahmin etme

Dogrusal bir fonksiyonunun tanmim ve goriinti kiimesini bulmada
ogrencilerin bir kavram yanilgisina sahip oldugu sdylenemez. Ayrica sinirh
sayida elemandan olusan bir kiimeden reel sayilara tanimli bir fonksiyonun
goriintii  kiimesinin bulunmasina yonelik olarak da kavram yanilgisina
rastlanmamustir.

Fonksiyonlardaki tanim ve goriintii kiimesini geometriksel olarak
belirlemeye yonelik kavram yaniigilar

1. Verilen bir fonksiyon grafigi lizerinde tanim ve gorlintii kiimesi bulmada
yasanan kavram yanilgilar

e Tanim ve goriintli kiimesini eksenler iizerinde gdstermek yerine, alan
olarak gdsterme

e Belirlenen goriintii kiimesini ve tanim kiimesini eksenler {izerinde
gostermek yerine, fonksiyon grafigi iizerinde gdsterme
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2. Grafigi verilmis herhangi bir fonksiyonun tanim kiimesi sinirli sayida
elemandan olusan bir kiime olursa goriinti kiimesini sekil i{izerinde
belirlemeye yonelik kavram yanilgilar

Noktalardan olugan goriintii kiimesini aralik olarak belirtme
Goriintii kiimesindeki noktalan grafik {izerinde gosterme
Noktalardan olugan goriintii kiimesini alan olarak gdsterme
Noktalardan olugan goriintii kiimesini grafigin kendi olarak algilama

3. Tanim kiimesi kapal1 aralik olarak verilen bir f fonksiyonunun grafiginde
goriintii  kiimesinin sekil {izerinde gosterilmesinde karsilasilan kavram
yanilgilar

e Qoriintli kiimesini grafik altinda veya {istiinde kalan alan olarak
belirtme
e Gorinti kiimesini grafigin kendisi oldugunu belirtme

Analitik diizlemde verilen bir f fonksiyonun grafiginden faydalanarak
tanim ve gOriintli kiimesinin yazilmasina yonelik hazirlanan sorularda
ogrenciler bagarili olmustur. Bu nedenle kavram yanilgisindan s6z etmek
anlamli olmamaktadir.

Eisenberg (1991)’in de belirttigi gibi fonksiyonlarda yasanan en biiyiik
sikinti temsil sayisinin fazla olmasidir. Tanim ve goriintii kiimesi
kavramlarindaki bilissel boslugun temel sebeplerinden biri de budur.
Ogrenciler, Polat ve Sahiner (2007)’in calismasinda da vurgulandigi gibi
tamim ve goriintii kiimesi denildiginde direkt kiime esleme diyagramim
kullanmaya yonelmislerdir. Ciinkii tanim ve goriintii kiimesi denildigi zaman
ogrencilerin kendi zihinlerindeki genel tanima en yakin algi kiime esleme
diyagramidir (Akkog, 2006). Fakat sorular, tanim ve goriintii kiimesini
sadece cebirsel ve geometriksel olarak belirlemeye yonelik oldugundan,
bocalama yasanmustir. Oyle ki grencilerin ¢ogu tanim, goriintii ve deger
kiimesini birbirine karigtirmaya baslamigtir. Oysa bu kavramlar onlar i¢in
olduk¢a basit kavramlardir. Hem hazir bulunusluk diizeylerinin yeterli
olmasi, hem de genel matematik dersini almig olmalari bu durumu en iyi
aciklayan sebeplerdir. Zaten goriisme esnasinda da “ben bunlart
bilmiyorum” diye bir cevapla karsilagilmamigtir. Ayrica Elia ve Spyrou
(2006)’nun da belirttigi gibi 0grenciler cebirsel gosterime gore geometriksel
gosterimde daha ¢ok zorlanmiglardir. Fonksiyonlarda grafikler 6gretilirken
x-ekseninin tanim kiimesi, y-ekseninin ise deger kiimesi olarak belirtildigini
ifade eden Bayazit (2010)’1n aksine 6grencilere bu tarz bir yonlendirmenin
yapilmis olsa da kalict olmadigi bu calismada anlagilmistir. Ciinki
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ogrencilerin ¢ok biiylik bir kismi tanim ve goriintii kiimesini analitik
diizlemde belirlerken hataya diismiislerdir. Ogrencilerin grafikleri gériince
korkuya kapildiklar1 da yapilan goriismelerde hissedilmistir. Bu nedenle
fonksiyon yapisini tamamen unutup grafige odaklanmislardir. Yani Bayazit
(2010)’in da belirttigi gibi 6grenciler, fonksiyonu bir biitiin olarak
algilayamayip grafik iizerinde yogunlagsmaktadirlar. Gergekten de ozellikle
asimptotlarin  bulundugu grafiklerde tanim ve goriintii kiimesinin
bulunmasmin istenildigi on ve on dordiincli soruya dogru cevap veren
ogrencilerde sadece sekilsel olarak dogru cevap vermislerdir. Yani tanim
kiimesini x-ekseninde, goriintii kiimesini ise y-ekseninde gostermislerdir.
Ama gosterdikleri tanim ve goriintii kiimeleri yanlistir. Zaten o yiizden de bu
ogrenciler, sadece sekilsel olarak dogru olan kodu altinda toplaniimistir.
Ogrencilerin say1 sistemlerini tam olarak anlamamis olmalar1 fonksiyon
kavramimni anlamalarini zorlastirmaktadir (Even, 1990). Gergekten de reel
sayilarin bir araliginda tanimli fonksiyonun goriintii kiimesini belirlerken,
Ogrenciler sadece araliktaki tamsay1 degerlerini kullanmaktadirlar. Oysa reel
sayilarin kapali bir araliginda sadece tamsayilar yoktur. Ogrencilere herhangi
bir kapali aralik soruldugunda bu aralik igerisinde sonsuz sayi oldugunu
sOylemektedirler. Yalniz bu kapali aralik bir fonksiyonun tanim kiimesi
olarak verildiginde, &grenciler gorlntii kiimesini belirlerken sadece bu
arlikta yer alan tamsay1 degerlerini géz oniine almaktadirlar.

Fonksiyonlarda tanim, goriintii ve deger kiimesine lise miifredatinda yer
verilmigtir. Ayrica kiimiilatif olarak ilerleyen matematik dersi i¢in ilerideki
konular, fonksiyon biliniyormus gibi islenmektedir. Bu temeli alarak gelen
ogrencilere, fonksiyon kavrami genel matematik dersinde detayli olarak
anlatilmigtir. Oysa ¢ok basit gibi goriinen bu kavramlarda sikintilar
biiyiiktiir. Bu sikintilarin sebeplerinden biri de ogretmenlerin tanimsal
ozellikleri konu basinda vermesi ve ardindan bu o6zellikleri diisiinmeyi aktif
kilacak orneklerden bahsetmiyor olmalaridir (Akkog, 2005). Bu kavramsal
bosluklar dolmadan yeni kavramlarin 6gretilmeye calisilmasi problemi daha
da biiyiitmektedir. Bu nedenle kavramlar verilirken sadece tanimin verilmesi
yerine, tanimlar1 farkli yonlerden Ogrencilere diisiindiirmek gerekir.
Kavramsal 6gretim 6n plana g¢ikarilmalidir. Fonksiyonlarda birgok ¢aligma
yapilmstir (Dubinsky ve Harel, 1992; Tall ve Bakar, 1992; Vinner,1983).
Ama 06zel olarak tanim ve goriintli kiimesine odaklanmig bir ¢alismanin
varligindan s6z edilememektedir. Bu konuda literatiirdeki boslugu
doldurmay1 amaglayan bu ¢alisma bir¢ok ¢aligmaya 151k tutacaktir. Tanim ve
gorilintli kiimesi ile ilgili kavram yanilgilarinin belirlenmesinin yaninda bu
yanilgilar i¢in ¢dziim Onerileri de gelistirilebilir.
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