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BAYES FAKTÖRÜ, BAYESeİ BİLGİ ÖLÇÜTÜ VE SAPMA 
BİLGİ ÖLÇÜTÜ KULLANIMIYLA BAYESeİ MODEL 

SEçiMİNİN BİR UYGULAMASı 

MutluKAYA· Emel ÇANKAYA·· 

ÖZEl' 

istatistiksel modelleme ça1'lma/arında, artan ileri te/r:na/oji ve metodalojik 
gelişmeler sayesinde veriyi ürettiği varsayılan alternatif modeller 
oluşturabilmek mümkün olmo1ctadır. Dolayısıyla, mevcut ra/dp madeller 
arasından "en iyi" olanı seçme işlemi, modellerne sürecine dahil edilmesi 
gereken önemli aşamafardan biri olarak ortaya çıkmaktadır. Bu çalışmada, 
istatistiksel model seçimi probleminin Bayesci yaklaşımla çöz.Ülnande tercih 
edilen Bayes faktöri1 tanıtılmış, analitik olarak hesaplanmasının mümkün 
olmadığı durumlarda kullanılabilen Bayesci Bilgi Olçütü (BIC) yanı sıra 
Marlcov Zinciri Mont. Carlo (MCMC) s/mU/asyonuna dayalı Car/in ve Chlb 
yilnteml açıklanmııtır. Ayrıca Bayes falcttJründen tamamen farklı prensipt. 
ça/ııan ve son yıllarda model seçimi uygulamalarmda sıklıkla kullanılan 
Sapma Bi/gl O/çütü (DIC) ayrmtılı olarak an/atı/mııtır. Bir yan-parametrlk 
modellerne örneği olan leuantal modellemen;n, literatürdeki bir uygulaması 
sonucu ortaya çıkan alternatif iki mad.ı Bay.s faktörü, BIC v. DIC 
kullanılarak kıyas/anmııtır. 

Anahtar KeIImeIer: Bay .. faktörü, CarUn ve Cbib yöntemı, DIC, MCMC, BIC, 

ı. GİRİŞ 

İstatistiksel bir modelin oluşturulması, değişkenler arasındaki ilişkinin matematiksel 
eşitlikler şeklinde fonnülasyonu olarak tanımlanabilir. Gerçek hayatta gözlenen bir 
olayı betimlemek için oluştunılan bir model, gelecekle ilgili tahmin yapmada önemli bir 
roloynamaktadır. Bu yüzden, modelleme amaçlı yapılan istatistiksel bir çalışma; 
oluşturulan modelin yeterliliğinin, duyarlılıgmm ve alternatif modellerin varlı~nın test 
edilmesi işlemlerini içennelidir. 

Günümüzde artan teknolojik ve metodolojik gelişmeler sayesinde daha karmaşık 
modeller oluştunılabildiğinden, aynı problemin çözümüne alternatif olabilecek model 
sayısında büyük bir artış olmuştur. Bu çalışmada, Box (1979, 202)'ın belirttiği "Aslında 
tUm modeller eksiktir ancak bazıları knl1anışlıdır" ifadesini akılda tutarak, birbirine 
rakip modeller arasından "en knllaıuşlı" ya da "en iyi" olanı belirleme işlemi olan 
model seçimi problemi incelenecektir. Doğru modelin var oldugu varsayımı altında, 
model seçimi ifadesiyle, veriyi ürettiği varsayılan modelin oluşturu1ma işlemi değil, 
altematif modellerin kıyaslanınası işlemi kastedilmektedir. 

Model seçimi problemi, regresyon modellemesi, kanna modellernesi, çoklu değişim 
noktası problemi, değişkenlerin dagtlımsal fonnunu belirlemek, hipotez testleri gibi 
istatistiksel çalışmalarda sıklıkla ortaya çıkmaktadır. Model seçimine klasik yaklaşımda, 
bilgi teorisine dayalı Akaike Bilgi Ölçütü (AlC), Bayesci Bilgi Ölçütü (BIC) ve 
Ma1low'un ep Ölçütü, tercih edilen yöntemlerden sadece birlcaçıdır (Ucal, 2006). 
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“basitlik prensibin

2007). 

is
Markov Zinciri Monte 

Carlo (MCMC) metodunu, Sinharay ve Stern (2002), Bayes faktörünün önsel 

mümk örneklemesi, Gauss 
ve 

(Rosenkranz ve Raftery, 1994). -
Carlin ve Chib (1995) yönt

. , Schwarz (1978) 

elde edilebilmektedir (Kass ve Wasserman, 1995).

1994; Kass ve Raftery, 1995), AIC’ye benzer pr
Bilgi Ölçütü ( vd., 2002). 

ölçütün özellikler (Da Silva vd., 2004), Mislevy (2006), Spiegelhalter 
(2006a), Martino (2007), Asseburg (2007) ve Wilberg ve Bence (2008)’de bulunabilir. 

amaçlar Gelman vd., 2004; Spiegelhalter vd., 2002),



TÜİK, İstatistik Araştırma Dergisi, Temmuz 2013
TurkStat, Journal of Statistical Research, July 2013

2�

  An Application of the Bayesian Model Selection by Using Bayes Factor, Bayes Faktörü, Bayesci Bilgi Ölçütü ve Sapma Bilgi Ölçütü 
 Bayesian Information Criterion and Deviance Information Criterion Kullanımıyla Bayesci Model Seçiminin Bir Uygulaması

2. YÖNTEM

2.1 Bayes Faktörü 

modeller kümesi olmak üzere gözlenen veri setinin, ( )
vektörü ile 

gösterilsin. 

Model için, , , model 
, olabilirlik fonksiyonu olarak 

olur.

parametre vektörüne göre marjinallenmesi ve gözlenen veri üzerine 
,

ile hesaplanabilir (Martino, 2007). Burada marjinal olabilirlik olup

ve modelleri için bu 
oran;

sözel olarak,

[Sonsal Odds] = [Önsel Odds] [Bayes faktörü]

ile ifade edilirse,



TÜİK, İstatistik Araştırma Dergisi, Temmuz 2013
TurkStat, Journal of Statistical Research, July 2013

2�

Mutlu KAYA, Emel ÇANKAYA

lehine Bayes 

odds’larda Modellerin 

formül 4,

eklinde yeniden ifade edilebilir. Hesaplanan Bayes faktörünün yorumu, Tablo 1 

( ) Yorum Ok yönünde artan derecede          

0.1ijBF jM

0.1 0.3ijBF jM lehine makul jM tercih edilir

0.3 1ijBF jM

1 3ijBF iM

3 10ijBF iM iM tercih edilir 

10ijBF iM

*
ijBF : .j i.

ildir. 

1996). Bu ya olarak 

formül 
(Kass ve Wasserman, 1995):
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ya da

Burada ˆ = parametre vektörünün 
en çok olabilirlik tahmin edicisi olmak üzere, BICi ve BICj;

formülü , i. ve j. modeller için hesaplan Modeldeki 

li modelin en iyi model o
Burnham, 2004).

2.2 Carlin ve Chib Yöntemi 

C

ile ve tüm modellere ait 
ise ile gösterilsin. rakip model i

, hangi vektörünün

modellere ait 

lar için “sözde (pseudo) önsel” seçimi 

-

örneklemesini yürütmek için gerekli ’nin tam ko

olan model 
’den, ise sözde önselinden üretilir.
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Sonuçta Gibbs örneklemesinin 
tahminleri, 

4’de ifade 

hesaplanabilir. 

2.3 Sapma Bilgi Ölçütü (DIC) 

modellerde do rud
öntemi Sapma Bilgi Ölçütünün 

DIC

DIC = +

Kuramsal bir model ile             Artan model parametre

uyumun bir ölçüsü  

DIC

Burada ; model parametre vektörü
ise 

formüllerin

i ölçüsü 
ile gösterilir. 



TÜİK, İstatistik Araştırma Dergisi, Temmuz 2013
TurkStat, Journal of Statistical Research, July 2013

31

  An Application of the Bayesian Model Selection by Using Bayes Factor, Bayes Faktörü, Bayesci Bilgi Ölçütü ve Sapma Bilgi Ölçütü 
 Bayesian Information Criterion and Deviance Information Criterion Kullanımıyla Bayesci Model Seçiminin Bir Uygulaması

Burada C, burn-
olup ise olab

, Gibbs örneklemesinin bir iterasyonunun 
-

DIC
ile gösterilen bu ifade, 

log-olabilirliktir. 

ile gösterilir ve 

DIC ölçütü, 

(Spiegelhalter vd., 2002). 

yeniden ifadelendirilmesi sonucu 

tar ’nin 

Matematiksel ifadeyle, 

olarak gösterilir. 

DIC
DIC kip modeller 

DIC
küçük olan bir 

üçük DIC
2006b).
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(Spiegelhalter vd.,

3. BULGULAR

3.1 Kuantum Modelleme

-
modellemede; verilen herhangi bir örneklem verisinin bir temel birim olan kuantumun 

rast cevap 

örneklem verisi olmak üzere matematiksel olarak basit kuantum modeli, 

olarak ifade edilir. Burada = kuantum, round (

Kuantum modelleme ilk ola
(Thom, 1955) 

temel bir ölçü birimi ve onun katlar
= 5.44 

).

problemin yeniden analizi (Acar, 2000) sonucunda elde edilen iki alternatif kuantum 
= 5.439 ve = 7.480, Freeman (

faktörü, BIC 
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Modeller matematiksel olarak, 

Model 1 : , ,

Model 2 : , ,

eklinde Burada , olup = 7.480 ve = 5.439 ‘dur.

3.2 Kuantum Modellerinin Carlin v

Model göstergesi )

=( ve =( ‘dir.

, erlerin gerçek 
maximum gözlem tahminin 
“Megalitik Yard” verisinin klasik yöntemlerle 

analizinde [qmin=2, qmax arak bir tahmin sonucuna 
(Kendal, 1974). Ancak (Acar, 2000), t=1/q 

min=1/qmax,
tmax=1/qmin] öneril
bu parametre için

Herhangi bir verinin kuantal bahsedilebilmek için; model hata teriminin ( i)
e itlik nin ±

( 2),
. nin,

den büyük 
olm

ve bu parametre için 2
(2) ön

kullan ça ilerleyen bölümlerinde, 2 için bu önsel ile benzer 
Winbugs model 

formülasyonunda = parametresi için

Bu , iki kuantal 
;

belirlen Burada ve ’dir. 



TÜİK, İstatistik Araştırma Dergisi, Temmuz 2013
TurkStat, Journal of Statistical Research, July 2013

34

Mutlu KAYA, Emel ÇANKAYA

için gerekli sözde önseller nin
nden elde edilen (Acar, 2000) ve Tablo 2’de 

sunulan parametre tahminlerinin arak elde 
.

Tablo 2. sonsal 
tahminleri 

Not: sadece 
parametreleri t ve için gereklidir. Tahmin edilmek istenen q ve 
t=1/q ve = –2 deterministik

Bu durumda pseudo önselleri ,

Model 1 için (j=1), (0.1323 , 0.1352)  , (1 , 0.5)
Model 2 için (j=2), (0.1829 , 0.1849)  , (1 , 0.5)

Formül 19’da verilen iki kuantum modelini, model göstergesi (

içindeki grafiksel gösterimi gibidir. Model parametresi M’nin 
1” ve “2” dcat

r. parametresi ; = 1, 2 ise modellerin önsel 
ip, kesikli çizgili oklar ise 

Sonsal Ortalama     %95 Güven 

t                      0.13414                     0.134                      [0.1323, 0.1352]  
q --- 7.480                        [7.395, 7.559]

1 0.33128                     1.371                        [1.034, 1.707]
--- 0.586                      [0.3437, 0.9346]

t                      0.16003                     0.184                        [0.183, 0.185]
2               q --- 5.439                        [5.410, 5.470]

0.67310                     2.190                        [0.949, 3.870]
--- 0.709                        [0.509, 1.030]
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yöntemi ile iki Kuantum modelinin k grafiksel gösterimi

= 0.5005 olarak bulunur. (MC hata = 0.01259)

Bu durumda model formül 4’den,

s = 0.999995 ve = 0.000005 olarak 
seçil .

Elde edilen 
modeli; 

1q 1

1im
1i

iy

2 2q

2im
2i

Model 1 Model 2

( [ ] )dcat p

1

1
t

1t

(0.1 , 0.5)U (1 , 0.5)Gamma

1 1im q

2t

(1 , 0.5)Gamma
2

1
t

(0.1 , 0.5)U

2 2im q

2( , )ij j jN
1

iYround
q 2

iYround
q

M

1,2,...,16
1,2

i
j2t ~ U (0.1829, 0.1849) 1t ~ U (0.1323, 0.1352)

2 ~ Ga (1, 0.5) 1 ~ Ga (1, 0.5)
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3.3 Kuantum Modellerinin BIC ve

DIC (formül 16) için gerekli olan sapma; (formül 12), (formül 13), 
(formül 14) ve (formül

Bilgi ölçütü temelinde 
formül 7 hesap 

Tablo 3. ve 

Model     Dbar       Dhat        p        pD        pV       DIC   BIC

57.662      55.706      2      1.957      1.930          3.8612          59.619      60.058

33.613       31.648      2      1.965      1.919          3.8377          35.578     36.018

Sonuçlar yorumlan ,
veri setini en iyi temsil eden kuantum modelinin 

görülmektedir.

formül 6

Bu , formül 22’de Carlin ve Chib yöntemiyle tam olarak 
hesaplanan Bayes faktörünün kaba bir tahmini 

modeli lehine

hemen hemen her problemin 
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Son dönemlerde, özellikle komp

modelleri tercih etmesi gibi dezavantajlara da sahiptir.

Bayes faktörü ve DIC (ya da BIC)

ölçütleri (AIC, BIC, AICc

6b).
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ayes faktörü, DIC ve BIC ile 

için 

na

daha iyi sonuçlar vermektedir. Bayes Faktörü, BIC, AIC ve DIC model seçim 
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AN APPLICATION OF THE BAYESIAN MODEL SELECTION BY 
USING BAYES FACTOR, BAYESIAN INFORMATION 

CRITERION AND DEVIANCE INFORMATION CRITERION

ABSTRACT

In statistical modelling studies, due to the advanced technology and 
methodological developments, it is possible to construct alternative models 
assumed to generate the data. Therefore, the process of choosing “the best 
model” among available competing models appears to be one of the crucial 
steps that has to be included in the modelling process. In this study, Bayes 
factor, which is a preferred Bayesian approach to the solution of statistical 
model selection problem, is introduced. For the cases when analytical 
computation of Bayes factor is not possible, in addition to Bayesian 
Information Criterion (BIC), Carlin and Chib method based on Markov 
Chain Monte Carlo (MCMC) simulation is explained. Besides, a frequently 
used criteria in the recent years of model selection applications, namely 
Deviance Information Criterion (DIC), which has a completely different 
working principle than Bayes factor, is described in detail. Two models 
appeared in the literature as a result of an application of quantal modelling, 
which is an example of a semi-parametric modelling, are  compared by 
means of Bayes factor, BIC and  DIC. 

Keywords: Bayes factor,  Carlin and Chib method, DIC, MCMC, BIC.




