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BAYES FAKTORU, BAYESCI BiLGI OLCUTU VE SAPMA
BiLGI OLCUTU KULLANIMIYLA BAYESCi MODEL
SECIMININ BiR UYGULAMASI

Mutlu KAYA* Emel CANKAYA"*
OZET

Istatistiksel modelleme ¢aligmalarinda, artan ileri teknoloji ve metodolofik
gelismeler sayesinde veriyi fdirettigi  varsayilan alternatif modeller
olusturabilmek miimkiin olmaktadr. Dolayisiyla, meveut rakip modeller
arasmdan “en iyi” olam se¢cme iglemi, modelleme siirecine dahil edilmesi
gereken dnemli agamalardan biri olarak ortaya ¢cikmaktadir. Bu ¢aligmada,
istatistiksel model segimi probleminin Bayesci yaklasimla gdziimiinde tercih
edilen Bayes faktdrii tamitilnmg, analitik olarak hesaplanmasimin miimkiin
olmadig: durumlarda fullamilabilen Bayesci Bilgi Olgiitii (BIC) yanmi swra
Markov Zinciri Monte Carlo (MCMC) simiilasyonuna dayali Carlin ve Chib
yédntemi aciklanmustir, Ayrica Bayes faktdriinden tamamen farkli prensipte
calisan ve son yillarda model segimi wygulamalarinda sikhikla kullanmilan
Sapma Bilgi Olciitii (DIC) ayrintili olarak anlatiimigtr, Bir yari-parametrik
modelleme drmegi olan kuantal modellemenin, literatiirdeki bir wygulamas:
Sonucu ortaya ¢ikan alternatif iki model Bayes faktdrii, BIC ve DIC
kullanilarak kiyaslanmigtir.

Anahtar Kelimeler: Bayes faktérii, Carlin ve Chib yéntemi, DIC, MCMC, BIC.

1. Giris

Istatistiksel bir modelin olugturulmasi, degiskenler arasindaki iligkinin matematiksel
esitlikler seklinde formiilasyonu olarak tamimlanabilir. Gergek hayatta gbzlenen bir
olay1 betimlemek i¢in olusturulan bir model, gelecekle ilgili tahmin yapmada 6nemli bir
rol oynamaktadir. Bu yiizden, modelleme amagh yapilan istatistiksel bir ¢aligma;
olugturulan modelin yeterlilifinin, duyarlilifinun ve alternatif modellerin varlifinin test
edilmesi iglemlerini igermelidir,

Giintimiizde artan teknolojik ve metodolojik geligmeler sayesinde daha karmagik
modeller olusturulabildiginden, ayn1 problemin ¢6ziimiine alternatif olabilecek model
sayisinda biiyiik bir artig olmugtur. Bu ¢aligmada, Box (1979, 202)’1n belirttigi “Aslinda
tlim modeller eksiktir ancak bazilari kullanighdir” ifadesini akilda tutarak, birbirine
rakip modeller arasindan “en kullamgh” ya da “en iyi” olam belirleme iglemi olan
model se¢imi problemi incelenecektir. Dogru modelin var oldugu varsayirm altinda,
model secimi ifadesiyle, veriyi fiirettifi varsayilan modelin olugturulma iglemi degil,
alternatif modellerin kiyaslanmasi islemi kastedilmektedir.

Model secimi problemi, regresyon modellemesi, karma modellemesi, ¢oklu degigim
noktasi problemi, degiskenlerin dagilimsal formumu belirlemek, hipotez testleri gibi
istatistiksel ¢aligmalarda siklikla ortaya ¢cikmaktadir. Model segimine klasik yaklagimda,
bilgi teorisine dayali Akaike Bilgi Olgiitii (AIC), Bayesci Bilgi Olgiitii (BIC) ve
Mallow’un Cp Olgiitli, tercih edilen y8ntemlerden sadece birkagidir (Ucal, 2006).
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Cesitli kaynaklardan elde edilen 6n bilginin tahmin siirecine dahil edilmesine olanak
saglayan Bayesci yaklasimda da model se¢imi problemi popiiler bir calisma alani olarak
ortaya c¢ikmaktadir. Bayesci modelleme yapan arastirmacilar, bu amag¢ i¢in siklikla
Bayes faktoriinii kullanmay tercih etmislerdir (Kass ve Raftery, 1995). ki rakip model
kiyaslanmak istendiginde kullanilan Bayes faktorii, modeller hakkindaki 6n bilgiden
son bilgiye geciste modellerden biri lehine oddslarda ne kadarlik bir degisim oldugunun
Olgiisiidiir. Modeller hakkinda bir 6n bilginin olmamasi1 durumunda dahi, modellerin
dogruluguna dair bir olasilik hesaplanmasina olanak tanimasi ve bunlarin
oranlanmasindan elde edilmesi yorumu kolay, tutarli ve otomatik olarak modelde
“basitlik prensibine” sahip olmasi agisindan tercih edilir bir yontem olmustur. Ayrica
BFj; = BFjx BFy; formiilityle ¢oklu model karsilagtirmasi da yapilabilmektedir (Martino,
2007).

Bayes faktoriiniin hipotez testlerindeki kullanimi Jeffreys (1961) tarafindan, model
secimindeki kullanimi ise ilk olarak Schwarz (1978) ve Raftery (1986) tarafindan ortaya
konulmustur. Mccullogh ve Rossi (1992) eslenik onselleri; Kass ve Wasserman (1995)
ise referans Onselleri kullanarak, model karsilastirmasinda Bayes faktorii uygulamalari
sunmusglardir. Han ve Carlin (2001) Bayes faktorii hesabi i¢in Markov Zinciri Monte
Carlo (MCMC) metodunu, Sinharay ve Stern (2002), Bayes faktoriinin onsel
dagilimlara duyarliligini incelemis olup, Bayes faktorii ve alternatif c¢esitlerinin
kullanim1 Araujo ve Pereira (2007)’nin ¢alismasinda bazi simiilasyon uygulamalariyla
gosterilmistir.

Marjinal olabilirlikler oran1 olan Bayes faktoriiniin analitik olarak hesaplanmasinin
mumkiin olmadigr durumlarda, Laplace yaklagim yontemi, onem orneklemesi, Gauss
karelestirme ve MCMC simiilasyonu en c¢ok kullanilan yontemler arasindadir
(Rosenkranz ve Raftery, 1994). Bilesik model-parametre uzay1 tarama yontemlerinden
Carlin ve Chib (1995) yontemi ise model belirsizligini bir model gostergesi yardimiyla
belirleyip, MCMC yontemini kullanarak modellerin karsilagtirilmasinda Bayes
faktoriiniin elde edilmesini gostermistir. Ayrica belli sartlar altinda, Schwarz (1978)
tarafindan  gelistirilen ve model parametrelerine Onsel dagilim belirlemeyi
gerektirmeyen BIC (Schwarz 6l¢iitii) yardimiyla, Bayes faktoriiniin kabaca bir tahmini
elde edilebilmektedir (Kass ve Wasserman, 1995).

Bayes faktori ile model karsilagtirmasinin, model parametre sayisimni bilmeyi
gerektirmesi, parametre sayisinin gozlemlerden sayica fazla oldugu karmasik hiyerarsik
modellerde hesaplanmasinin miimkiin olmamasi1 gibi problemler (Gelfand ve Dey.,
1994; Kass ve Raftery, 1995), AIC’ye benzer prensipte ¢alisan yeni bir 6lgiitiin, Sapma
Bilgi Ol¢utu (DIC) adiyla gelistirilmesine neden olmustur (Spiegelhalter vd., 2002).
Kullanimi son donemlerde olduk¢a artan ve halen aktif arastirma konusu olan bu
olcutun ozellikleri ve uygulamalar1 (Da Silva vd., 2004), Mislevy (2006), Spiegelhalter
(2006a), Martino (2007), Asseburg (2007) ve Wilberg ve Bence (2008)’de bulunabilir.

Bu ¢aligsmada, yari parametrik modellemenin 6zel bir formu olan kuantal modellemenin,
literatiirdeki bir uygulamasi sonucu ortaya ¢ikan alternatif iki modelin kiyaslamasi,
Bayes faktorii ve DIC hesaplanarak yapilacaktir. Bayes faktorii hesabi kullanim
kolayligi agisindan Carlin ve Chib ydntemi ile yapilmustir. iki yontemin kullanim
amaclarindaki farkliliktan dolayr (Gelman vd., 2004; Spiegelhalter vd., 2002),
sonuclarin kiyaslanabilirligini saglamak agisindan modeller i¢in hesaplanan BIC
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degerleri de ¢alismada sunulmustur. Tum islemler i¢cin Winbugs 1.4.3 paket programi
kullanilmistir.

2. YONTEM
2.1 Bayes Faktoru

Sonlu sayida modeller arasindan “en iyi” modeli segme problemiyle ilgilenelim. Rakip
modeller kiimesi M olmak uzere ¥ gozlenen veri setinin, M; ( j € M ) modeli tarafindan

tretildigi varsayilsin. Her modelin farkli bilinmeyen parametreleri 0; vektoru ile
gosterilsin.

Model j icin, P(M]-), modelin 6nsel olasiigr (¥;P(M;) = 1); P(6;/M;), model
parametre vektoriiniin &nsel dagilimi ve P(y/6;,M;), olabilirlik fonksiyonu olarak
tanimlanirsa bilesik dagilim,

P(y, 6;, M;) = P(M;)P(6;/M;)P(y/6;,M;) €))
olur.

Bilesik dagilimin 6; parametre vektoriine gore marjinallenmesi ve gozlenen veri tizerine
kosullandirilmasi sonucu her bir modele iliskin sonsal model olasiliklari,

P(y, 6;, M) _ P(M;)P(y/M;)
P(y) P(y)

P(M;/y) o P(M;)P(y/M;) @)

ile hesaplanabilir (Martino, 2007). Burada P(y/ Mj), marjinal olabilirlik olup

P(M;/y) =

P(y/M;) = [ P(8; /M))P(y/6;, M;)d6; 3
seklinde hesaplanir.

Alternatif model sayisimnin iki oldugu durumda, kiyaslama islemi sonsal model
olasiliklariin oranlanmasi yoluyla yapilir. Birbirine rakip M; ve M, modelleri i¢in bu
oran;

PM/y) _ P(My) P(y/M1)
P(M;/y) P(M;) P(y/M;)

dir. Burada marjinal olabilirlikler oranm1 Bayes faktoriidiir. Bu esitlik sozel olarak,
[Sonsal Odds] = [Onsel Odds] x [Bayes faktorii]

ile ifade edilirse,
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Sonsal Odds  P(M, /y)P(M;)

BF,, = = = 4
127 Onsel 0dds ~ P(M,/y)P(M,) “

seklinde odds orani olarak tanimlanan BF;, oranina M,’ye kiyasla M; lehine Bayes
faktorii adi verilir (Raftery, 1995). Bir bagka deyisle BF,,, onselden sonsala gegiste
odds’larda M, lehine ne kadarlik bir degisim oldugunun bir 6lgiisiidiir. Modellerin
tercih edilebilirligi konusunda bir 6n bilginin olmamas: durumunda, 6nsel olasiliklar
P(M;) = P(M;) = 0.5 olarak segilir ve dolayisiyla Bayes faktorii sonsal odds’a esit
olur. Sonsal model olasiliklarinin toplami bire esit oldugundan formiil 4,

PMi/y) _ P(My/y)

e = b,y T T POML) ©

seklinde yeniden ifade edilebilir. Hesaplanan Bayes faktoruniin yorumu, Tablo 1
kullanilarak yapilir.

Tablo 1. Bayes faktorii degerinin model secimindeki yorumu (Jeffreys, 1961)

Bayes faktorii degeri (BF ;") Yorum Ok yonunde artan derecede
BF; <0.1 M ; lehine giiclii kanit /\
0.I<BF;<0.3 M ; lehine makul kanit M ; tercih edilir
0.3<BF, <1 M ; lehine zayif kanit i
I<BF,; <3 M, lehine zayif kanit i
3<BF,; <10 M lehine makul kanit M, tercih edilir
BF; >10 M lehine gliglii kanit \/

PBEJ : j. modele kiyasla i. model lehine hesaplanan Bayes faktorii degeri

Bayes faktoriiniin analitik olarak hesaplanabilmesi, esitlik 3’de verilen integral
islemlerinin yapilmasin1 gerektirir. Modellerde yer alan bilinmeyen parametre sayisi
arttiginda, bu islemleri gerceklestirmek oldukga gii¢lesir hatta bazi1 durumlarda miimkiin
degildir. Karmagik integrasyon teknikleri uygulamak yerine, kosullu dagilimlardan
orneklem ¢ekmek yoluyla parametre tahminlerinin elde edilmesini saglayan MCMC
yontemi, model se¢imi problemlerinde de etkin bir sekilde kullanilmaktadir (Gilks vd.,

1996). Bu yaklasima sahip Carlin ve Chib yontemi bir sonraki boliimde ayrintili olarak
aciklanmistir.

Kiyaslanmak istenen modellerin 6n olasiliklarmin esit oldugu durumlarda, Bayes
faktoriiniin  yaklagik hesabt BIC yardimiyla asagidaki formul kullanilarak da
yapilabilmektedir (Kass ve Wasserman, 1995):
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—2InBF;; = BIC; —BIC; yada  2InBF}; = BIC; — BI; (6)

Burada n= 6rnek genisligi, p= modeldeki parametre sayisi ve 0= parametre vektoruniin
en ¢ok olabilirlik tahmin edicisi olmak uzere, BIC; ve BICj;

BIC = —2logP (%) + plog(n) (7)

formulu kullanilarak, i. ve j. modeller icin ayr1 ayr1 hesaplanmis degerlerdir. Modeldeki
parametre sayisimin artmasi, bu 6lgiitiin degerinin log(n) oraninda biiyiimesine neden
olacagindan, BIC de basit ya da boyutu kiigiik modelleri tercih etme egilimindedir.
Dogru modelin oldugu varsayimiyla, en kiigiik BIC degerli modelin en iyi model oldugu
yoniinde yorumlanmasi 6nerilmektedir (Burnham, 2004).

2.2 Carlin ve Chib Yontemi

Bayes faktoriiniin elde edilmesinde gerekli olan sonsal model olasiliklarinin
hesaplanmasina olanak saglayan yaklasimlardan biri, MCMC prensiplerini kullanan
Carlin ve Chib (1995) yontemidir. Bu yaklasimda, model belirsizligi bir parametre
olarak tanimlanir ve aldigi degerler bir gosterge degiskeni ile belirlenir. Bu parametre
yardimiyla birbirine rakip k modelin 6rneklem uzaylari birbirine baglanir ve boylece
MCMC o6rneklemesinin bu bilesik model uzaymin bir formundan 6rneklemler almasi
saglanir.

Model parametresi, tamsay1 degerli M ile ve tum modellere ait 8; vektorlerinin birlesimi
ise B ile gosterilsin. M = j oldugunda, k rakip model i¢in bilesik dagilim,

P(y,6,M;) = P(y/6;,M;) [T, P(8; /M;)P(M;) (®)

olur. Gosterge degisken M, hangi 0; vektorunun y ile iligkili oldugunu belirlediginden,
M =j verildiginde v, diger modellerin {Giij} vektoriinden bagimsizdir. Ayrica,
modellere ait 6; vektorlerinin de birbirinden bagimsiz oldugu varsayilir. Bu durumda, j.

model altinda P(6;/M #j) i¢in kullanilan dagilimsal form Bayesci model

tanimlamasinda 6nemli olmadigindan, bunlar icin “sozde (pseudo) Onsel” secimi
yapilabilir.

Burada sozde onsel gergek bir Onsel olmayip, bilesik model-parametre uzayini
tanimlayabilmek i¢in uygun sekilde seg¢ilmis bir baglantt dagilimidir. Gibbs
orneklemesini yurutmek igin gerekli 8 nin tam kosullu dagilimu,

P(y/6;, M))P(8;/M;) ; M=]j

P(6;/M # j) ; M#j )

P(e]/eli]) M, Y) X {

olarak tanimlanir. Burada, M = j oldugunda tiim kosullu olasiliklar gegerli olan model
j’"den, M # j oldugunda ise sozde onselinden uretilir.
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Sonugta Gibbs orneklemesinin j. modeli ziyaret sayisi, tiim Orneklemler sayisina
orantilanarak sonsal model P(M;/y) olasiliklarinin tahminleri,

M(®'nin toplam sayisi

P(M;/y) = i=12 ..,k (10)

seklinde elde edilebilir. Burada M(®, Gibbs iterasyon sayisidir (Carlin ve Chib, 1995).
Bu tahmin degerlerinden elde edilen sonsal odds, onsel odds ile esitlik 4’de ifade
edildigi gibi birlestirilirse, modellerin ikiserli kiyaslamalar1 amagli Bayes faktorii
hesaplanabilir.

2.3 Sapma Bilgi Olc¢utu (DIC)

Klasik bir modelleme c¢alismasinda model kiyaslamasi yapilmak istendiginde, verinin
modele uyumunu Olgen bir sapma istatistigi ile modeldeki parametre sayisinin
belirledigi model karmasiklig1 arasinda denge kurmaya dayali olgiitler kullanilir.
Bunlardan bazilarinin modeldeki parametre sayisini belirlemeyi gerektirmesi ve
bazilarinin ise parametreleri gozlemlerden sayica iistiin olan karmasik hiyerarsik
modellerde dogrudan uygulanamamasi (Gelfand vd., 1992), son zamanlarda kullanimi
yaygin olan alternatif bir Bayesci model se¢im yontemi Sapma Bilgi Olcuitiiniin
gelistirilmesine sebep olmustur.

DIC, iki bilesenden olusmaktadir:

DIC = Uyum iyiligi + Karmasiklik (11)
! !
Kuramsal bir model ile Artan model parametre
orneklem verisi arasindaki sayisl i¢in bir simirlama terimi

uyumun bir 6lcuist

DIC’nin birinci bileseni model yeterliliginin bir tahmini olup, Dempster (1974)
tarafindan klasik sapma ifadesine dayalidir.

Sapma = D(8) = —2logP(y/0) + 2logP(y) (12)

Burada P(y/0); 8 model parametre vektorine dayali olabilirlik fonksiyonu olup P(y)
ise P(y) = [ P(8)P(y/0)d0 seklinde sadece verinin fonksiyonu olan sabit bir terimdir.
Bu terim model karsilagtirmasinda tiim modeller i¢in 1 alinarak asagida verilen
formullerin tiimiinde ihmal edilmesi saglanir (Celeux vd., 2006).

Sapmanin sonsal dagiliminin ortalamasi uyum iyiligi 6l¢isu olarak kullanilir. Bu ifade
Dbar seklinde adlandirilir ve D(0) ile gosterilir.

D(0) = Eq,y[D(0)]

= Eg,y[—2logP(y/0)]

1

= 23¢, —2log, P(y/6.) (13)
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Burada C, burn-in (yakinsama) periyodu ¢ikarilmis MCMC simiilasyonlarinin sayisi
olup log.P(y/0.) ise olabilirlik fonksiyonunun dogal logaritmasidir (Spiegelhalter vd.,
2002). Bu esitlikten goriildiigii gibi Dbar, Gibbs orneklemesinin bir iterasyonunun
sonunda hesaplanmis log-olabilirliklerin ortalamasidir.

DIC esitliginde yer alan ikinci bilesen ise, 8 nin sonsal ortalamasi (8) kullanilarak

hesaplanan sapmaya dayalidir. Dhat diye adlandirilan ve D(B) ile gosterilen bu ifade,

D(6) = D(Eg,y[6]) = —2logP(y/) (14)

seklinde tanimlidir. Bir bagka deyisle 6’nin sonsal ortalamasini kullanarak hesaplanmig
log-olabilirliktir.

Veriyle en iyi uyumu saglayan bir modelde yer almasi gereken etkin parametre sayisi
olarak ol¢iilen model karmasikligi, pD ile gosterilir ve

pD = D(8) — D(B) (15)

esitligi ile elde edilir. Burada pD, modeldeki parametre sayisi i¢in bir sinirlama
terimidir ve model parametre sayisinin yaklasik degerini verir.

Bu tanimlar1 kullanarak DIC olcuti,
DIC = D(8) + pD = D(8) + 2pD (16)
seklinde ifade edilir (Spiegelhalter vd., 2002).

Literatiirde, modeldeki parametre sayis1 ayn1 kalmak kosuluyla model parametrelerinin
yeniden ifadelendirilmesi sonucu pD’nin degerinde buyilik degisiklikler olabilecegi
konusunda yapilan uyarilar nedeniyle; Spiegelhalter ve Bull (1997), Gelman vd. (2004)
tarafindan pD yerine sapmanin sonsal varyansmnin yarist seklinde tanimli pV’nin
kullanimi 6nerilmistir.

Matematiksel ifadeyle,
pV = 0.5Varg,,(D(8)) 17)
olarak gosterilir.

Veriyi iirettigi varsayilan iyi bir modelin olabilirliginin biiyiik degerli olmasi, D(8)’nin
daha kiigiik degerlere ulasmasmi ve dolayisiyla DIC’nin kiigiik degerli olmasini
saglayacaktir. Sonu¢ olarak, en kiicik DIC degerine sahip model, rakip modeller
arasindan en iyi model olarak seg¢ilebilir.

DIC degeri daima pozitif olmayip negatif degerler de verebilmektedir. Standart sapmasi
kucuk olan bir P(y/0) olabilirliginin sebep oldugu boylesi durumlarda negatif degerler
de dikkate alinarak en kiiguk DIC’ye sahip model lehinde se¢im yapilir (Spiegelhalter,
2006Db).
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Bayes faktoriiniin aksine DIC’nin mutlak biiyiikliigiiniin model karsilagtirmasinda bir
onemi yoktur. Onemli olan sadece DIC degerleri arasindaki farkin mutlak
buytklugtdur. (Spiegelhalter vd., 2002), minimum degerli DIC degeri ile arasinda
2’den daha az fark olan modellerin esit derecede iyi model olarak dikkate alinmasi
gerektigini, 2—7 arasinda fark degerli modellerin ise daha az destege sahip modeller
olarak degerlendirilmesini 6nermistir.

3. BULGULAR
3.1 Kuantum Modelleme

Istatistiksel modellemenin 6zel bir formu, kuantal modelleme ad: altinda pek ¢ok farkli
disiplinde karsimiza ¢ikmaktadir. Bir yari-parametrik modelleme 6rnegi olan kuantal
modellemede; verilen herhangi bir 6rneklem verisinin bir temel birim olan kuantumun
tamsay1 katlar1 (+ rastgele hata) olarak ifade edilip edilemeyecegi sorusuna cevap
aranmaktadir. Bu sorgudaki en onemli nokta bdyle bir kuantum degerinin var olup
olmadiginin 6nceden bilinmemesidir. Ancak bdyle bir deger varsa veriden tahmin
edilmek yoluyla hesaplanmalidir (Acar, 2000).

{Y;}iL, orneklem verisi olmak izere matematiksel olarak basit kuantum modeli,

Yi=miq+£i , i=1,2,...,n 5 mieN ve —%S€i<g (18)

olarak ifade edilir. Burada q = kuantum, m; = round (Yi/ q) seklinde hesaplanan tamsay1

degerler (round = boliimiin en yakin tamsayiya yuvarlanmasi), €; hata degerleri sifir
civarinda ve % ‘ye kiyasla kiiciik degerler alacaktir.

Kuantum modelleme ilk olarak, ingiltere, iskocya ve Galler’de pek ¢ok sayida bulunan
Stonehenge isimli, dairesel formdaki tarihi tas dikitlerin yarigaplarinin (Thom, 1955)
tarafindan Ol¢iilmesi sonucunda ortaya ¢ikmistir. Megalitik donemi insanlarimin bu
yapitlar1 olustururken, temel bir 6l¢ti birimi ve onun katlarini kullanmis olabilecekleri
sav1 ortaya atilmig ve klasik istatistiksel yontemlerle analiz edilmesi sonucunda q = 5.44
in¢ degerinin kuantum ya da literatiirdeki tinli adiyla “Megalitik Yard” olabilecegine
dair 6nemli bulgular elde edilmistir (Kendall, 1974).

Bu problemin Bayesci yaklasimla ilk analizi ise Freeman (1976) tarafindan yapilmis ve
kuantum i¢in 5.44 yam swra 4 ve 7.5 degerlerinin de alternatif olabilecegi
¢ikarsamasinda bulunulmustur. Modern Bayesci yontemlerden MCMC kullanilarak
problemin yeniden analizi (Acar, 2000) sonucunda elde edilen iki alternatif kuantum
tahmin degeri q = 5.439 ve q = 7.480, Freeman (1976)’1n sonuglar ile tutarlidir.

Bu calismada yukarida 6zetledigimiz c¢alismalar sonucu elde edilmis farkli kuantum
tahmin degerlerinin olusturdugu iki basit kuantum modelinin kiyaslanmasi Bayes
faktori,, BIC ve DIC kullanilarak yapilmistir. Literatiirde, kuantal olma 6zelligine en
fazla sahip oldugu siklikla atfedilen good rings (n=16) veri seti (Thom, 1967), bu
calisma uygulamasi i¢in tercih edilmistir.
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Modeller matematiksel olarak,

Model 1 : y; = my5q; +¢ , & ~N(0,t) , i=12..,16

Model2: y; =my,q,+; , i~N(0,7,) , i=12..,16 (19)
seklinde tanmimlanir. Burada 7, = {2, T, = 0, % olup g, = 7.480 ve g, = 5.439 ‘dur.
3.2 Kuantum Modellerinin Carlin ve Chib Yontemiyle Kiyaslanmasi

Model gostergesi M, Gibbs orneklemesi boyunca zincirin trettigi j degerlerini (j = 1,2)
kullanarak bilesik modellemeyi gerceklestiren bir parametre olup kuantum
modellerinden model 1 ve model 2’ye iligkin bilinmeyen parametreler ise sirasiyla
81=(q;, T1) ve 8;=(q, Tp)"dir.

Basit kuantum modelleme ¢alismalarinda, sifira yakin cok kiigiik degerlerin gercek
kuantum olamayacag1 ve ayrica maximum gozlemden daha biiyiik degerli bir tahminin
mimkiin olmadigr vurgulanmis, “Megalitik Yard” ornegi verisinin klasik yontemlerle
analizinde [qmin=2, (max=10] araliinda tarama yapilarak bir tahmin sonucuna
ulasilmistir (Kendal, 1974). Ancak daha giincel bir ¢alismada (Acar, 2000), t=1/q
degiskeninin Uniform dagilima sahip oldugu ispatlanmis ve taramanin [tmin=1/qmax,
tmax=1/qmin] araliginda yapilmasi onerilmistir. Ayn1 verinin kullanildig1 bu ¢alismada,
bu parametre icin onsel dagilim olarak 0.1 ve 0.5 parametreli Uniform dagilim
secilmistir.

Herhangi bir verinin kuantal oldugundan bahsedilebilmek icin; model hata teriminin (g;)

esitlik 18 ile tamimli degerlerinin + % ‘ye kiyasla kiictik ve “0” civarinda yogunlagmasi,

bir baska deyisle hata varyansimn (c°), test edilen kuantum degerine kiyasla kiigiik
olmas1 gerekmektedir. Bu c¢alismada kullanilan verinin, Freeman (1976) tarafindan
Bayesci yaklagimla yapilan ilk ¢oziimlenmesinde, hata varyansinin “2” den buyuk
olmasi durumunda, veride var olabilecek bir kuantal yapmin ortaya

cikarllamayacagindan bahsedilmis ve bu parametre igin ;((22) onsel dagilimi

kullanilmustir. Dolayisiyla calismanin ilerleyen bolimlerinde, o” i¢in bu onsel ile benzer
degerler tiretebilecek sekilde parametrize edilmis bir Gamma 6nseli, Winbugs model
formulasyonunda t = o % parametresi icin kullanilmustir.

Bu bilgiler 1s181inda, iki kuantal model kiyaslamasi icin gerekli onsel dagilimlar,
P(6;/M;);
P(t;/M;) = P(tz/M;) ~ U(0.1,0.5) (20)
P(t1/M;) = P(12/M;) ~ Ga(1,0.5) (21)

seklinde belirlenmistir. Burada t; = 1/q Vet = 1/ qz’dir.
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Bilesik model tanimlamasini saglamak icin gerekli sozde onseller, ayni veri setinin
MCMC yaklagimi ile ¢oztimlenmesinden elde edilen (Acar, 2000) ve Tablo 2’de
sunulan parametre tahminlerinin %95 Bayesci giiven araliklarindan faydalanilarak elde
edilmistir.

Tablo 2. Yakinsaklik testlerini gecen parametrelerin farkli baslangic degerleri icin sonsal
tahminleri

Zincir Parametre Baslangic Degeri Sonsal Ortalama %95 Guven Arahg

t 0.13414 0.134 [0.1323, 0.1352]
q - 7.480 [7.395, 7.559]
1 T 0.33128 1.371 [1.034, 1.707]
o - 0.586 [0.3437, 0.9346]
t 0.16003 0.184 [0.183,0.185]
2 q - 5.439 [5.410, 5.470]
T 0.67310 2.190 [0.949, 3.870]
o -—- 0.709 [0.509, 1.030]

Not: Gibbs 0Orneklemesi baglangic degerleri atamasi, sadece Onsel dagilim tanimlanan model
parametreleri t ve T igin gereklidir. Tahmin edilmek istenen q ve ¢ parametreleri igin zincir degerleri,
t=1/q ve 1= o * deterministik iligkiler kullanilarak olusturulmaktadur.

Bu durumda pseudo onselleri P (6;/M # j),

Model 1 igin (j=1), t; ~U(0.1323,0.1352) , T, ~Ga(l,0.5)
Model 2 igin (j=2), t, ~ U (0.1829,0.1849) , T, ~Ga(1,0.5)

olarak alinmgtir.

Formul 19’da verilen iki kuantum modelini, model gostergesi (M) yardimiyla
kiyaslamak ve bilesik modellemeyi belirlemek amaciyla, modellerin Winbugs programi
icindeki grafiksel gosterimi Sekil 1°de gortuldugtu gibidir. Model parametresi M’nin
alabilecegi “1” ve “2” degerlerini liretmek amaciyla, Winbugs programinda tanimli dcat
kategorik dagilimi kullanilmistir. Dagilim parametresi p[j]; j= 1, 2 ise modellerin onsel
olasiliklarina karsilik gelip, ¥ ; p[j] = 1 saglamaktadir. Sekildeki kesikli ¢izgili oklar ise
deterministik iligkileri gostermek amaciyla kullanilmaktadir.
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deat (p[1)

xojolloXo;

U (0.1,0.5) \ Gamma (1,0.5) Gamma (1,0.5) / 1

U (0.1,0.5)

@\

o Ws

1

m,; 4,

round (zj )i
q

round [
N (4 .7,=0,7)

Model 1 altinda Model 2 altinda

i=1,2,..16
j=12

t, ~ U (0.1829, 0.1849) t, ~U (0.1323,0.1352)

7, ~Ga(1,0.5) 7, ~Ga(1,0.5)

i

q,

5

Sekil 1. Carlin ve Chib yontemi ile iki Kuantum modelinin kiyaslanmasinin grafiksel gosterimi

Elde edilen bu bilgiler kullanilarak Carlin ve Chib yontemi ile yazilan programin
Winbugs Paket Programi’nda c¢aligtirilmasi sonucu 2. kuantum modelinin sonsal model
olasiligmin tahmini P(M,/y) = 0.5005 olarak bulunur. (MC hata = 0.01259)

Bu durumda model 1’e kiyasla model 2 lehine Bayes faktorii formul 4°den,

0.5005 0.999995

BF,, =
217 (1 - 0.5005) 0.000005

= 200399

(22)

olarak hesaplanir. Bu hesaplamada modellerin 6nsel olasiliklari, zincirin j degerini esit

sayida iiretmesini saglamak amaciyla P(M;) = 0.999995 ve P(M,) = 0.000005 olarak
secilmistir.

Elde edilen BF,; degerinin, Tablo 1’e¢ gore 10’dan olduke¢a biiyiik bir deger olmasi
sebebiyle, veriyi tirettigi varsayilan en iyi kuantum modelinin M, modeli; dolayisiyla en
olas1 kuantum degerinin 5.439 olmasi yoniinde giiclii bir kanitin bulundugu s6éylenebilir.
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3.3 Kuantum Modellerinin BIC ve DIC Kullanilarak Kiyaslanmasi

DIC hesab1 (formul 16) i¢in gerekli olan sapma; D(0) (formul 12), Dbar (formul 13),
Dhat (formul 14) ve pD (formul 15) kullanilarak Winbugs paket programinda yazilan
programlari g¢alistirilmasi sonucunda her iki kuantum modeli i¢in ayr1 ayr1 hesaplanan
DIC degerleri, Tablo 3’te goriildiigii gibi elde edilmistir. Bilgi ol¢uti temelinde
kiyaslamaya olanak tanimasi agisindan formul 7 ile tanimlanan BIC hesap degerleri de
ayni1 tabloda sunulmustur.

Tablo 3. M; ve M, modellerinin BIC ve DIC hesap degerleri

Model Dbar  Dhat p pD pv  Vary,(D(8)) DIC BIC
M; 57.662 55706 2 1957 1.930 3.8612 59.619  60.058

M, 33.613 31648 2 1965 1919 3.8377 35.578 36.018

Sonuclar yorumlandiginda, en kii¢iik BIC ve DIC degerlerinin ayn1 modeli isaret ettigi,
bir bagka deyisle veri setini en iyi temsil eden kuantum modelinin M, modeli oldugu
gorulmektedir.

Model 1’e karsi model 2 lehine Bayes faktorii degeri ise formul 6 kullanilarak,

2InBF,, = 60.058 — 36.018
BF,, = 166042

seklinde bulunur. Bu degerin, formul 22’de Carlin ve Chib yontemiyle tam olarak
hesaplanan Bayes faktorunuin kaba bir tahmini oldugunu hatirlatarak, BF,; =
166042 > 10 olmas1 sebebiyle M; modeline kars1 M, modeli lehine kesin kanit oldugu
sonucuna bir kere daha ulasilabilir.

4. TARTISMA ve SONUC

Giinlimiiz istatistiksel modelleme ¢alismalarinda, ne kadar kompleks olursa olsun
hemen hemen her problemin modellenmesinin miimkiin oldugu goriilmektedir. Mevcut
modeller arasindan en uygun modeli se¢gmek icin bir ara¢ gereksinimi gitgide
arttigindan halen pek ¢ok metot gelistirilmektedir. Metotlarin ¢esitliligi ve sayica fazla
olmasi problem cesitliliginden, gerekli analitik islemlerin zorluk derecesinden ya da
modelin olusturulma amacindan kaynaklidir.

Bu c¢alismada, model se¢imi problemine Bayesci yaklagimlardan Bayes faktorii ve
Sapma Bilgi Olgiitii (DIC), ilkinin literatiirde siklikla kullanilmasi ve digerinin son
donemlerde gelistirilmis olmas1 sebebiyle tanitilmis ve bir uygulamasi gosterilmistir.
Bayes faktorinden tamamen farkli yapida ve prensipte g¢alisan DIC’nin
kiyaslanabilirligini saglamak amaciyla Bayesci Bilgi Olgiitii (BIC) de ¢alismaya dahil
edilmistir. Bayes faktoriiniin analitik islemleri i¢in, MCMC simiilasyonuna dayali
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Carlin ve Chib yontemi uygulama kolayligi acisindan tercih edilmistir. Bayes
faktoriiniin BIC yardimiyla yaklasik olarak hesabi da kisaca agiklanmustir.

Iki model karsilastirmasinda ve 6zellikle hipotez testlerinde siklikla tercih edilen Bayes
faktorii oldukea kullanishi olmasina ragmen, 6nsel dagilim se¢imine ve modelin yeniden
parametrize edilmesine kars1 duyarsiz degildir. Ozelikle kiyaslanacak modellerin farkli
boyutlarda olmasi, uygunsuz ya da muglak onsel se¢imi Bayes faktoriiniin kullanimini
gecersiz kilmaktadir (Hall, 2012). Ayrica parametre sayisi gézlem sayisindan fazla olan
hiyerarsik modellerin kiyaslanmasinda Bayes faktorii uygulanamamaktadir. Bu
dezavantajlardan bazilariin iistesinden gelmek icin Bayes faktOriiniin versiyonlari
(sonsal, kismi, igsel ve kesirli Bayes faktorii) gelistirilmis olmasina ragmen, bunlarin
kullanim kosullar1 da halen tartisma konusudur (Araujo ve Pereira, 2007).

BIC, farkli sayida parametre igeren farklt modeller arasindan se¢im yapmak igin
kullanilmas1 Onerilen Olgiitlerden biridir (Burnham, 2004). Artan degisken sayisinin
uyumda sagladigi iyilesmeyi, artan parametre sayis1 ile log(n) oraninda
cezalandirdigindan, modelde basitlik prensibine dayanir. Orneklem biiyiikliigii
arttiginda tutarli bir metottur. Bir bagka deyisle, eger alternatif modeller arasinda dogru
model var ise onu bulur. Parametreler i¢in 6nsel dagilim belirtmeyi gerektirmediginden,
on bilgi yetersizliginde tercih edilebilmektedir.

Son donemlerde, ozellikle kompleks hiyerarsik modellemede karsilasilan problemleri
gidermek amaciyla gelistirilen DIC O0lgiitii, Bayes faktoriinden tamamen farkli bir
yapida olup, AIC ve BIC ile benzer prensipte caligmaktadir. Bu yaklasim, veriye
uygunlugu test edilen modelde yer almasi gereken etkin parametre sayisinin tahminini
saglamasi, MCMC yontemi ile kolaylikla hesaplanabilmesi, onsel se¢imine duyarli
olmamasi1 gibi avantajlara sahip olmasmma ragmen, her modelleme tiiriine
uygulanamamasi1 ve biiyiik orneklemlerde gereksiz sayida parametreye sahip biiylik
modelleri tercih etmesi gibi dezavantajlara da sahiptir.

Bir modelleme ¢alismasinda hangi metot ya da metotlarla model se¢imi yapilacagi,
modellerin olusturulma amacina gore belirlenmelidir. Eger amag¢ 6ngdrii yapmak ise,
Bayes faktoru ve DIC (ya da BIC) kullanimiyla model kiyaslamasinin ayni sonuca
isaret etmesi beklenmemelidir. Ciinkil ikisi de farkli amaca hizmet etmektedir. Bayes
faktorii, sadece bir modelin dogru oldugu varsayimiyla, alternatif modeller arasindan bu
dogru modelin se¢ilmesi amaciyla kullanilir. DIC kullaniminda ise amag, diger bilgi
olcutleri (AIC, BIC, AIC,, vs) kullanimlarinda oldugu gibi, dogru model olmasa bile
veriyle en uyumlu modeli segmektir. Ozellikle hiyerarsik modellemede, 6ngériiniin
hiyerarsinin hangi seviyesi i¢in yapilacagina bagli olarak model se¢im 0Olg¢iitii tercihinin
yapilmasi gerektigi dnemle vurgulanmistir (Spiegelhalter, 2006b).

Istatistiksel modelleme alaninda farkli bir yere sahip kuantal modellemede ise amag,
gozlemlenen veride olmasi muhtemel bir yapinin (kuantal olma) ortaya ¢ikarilmasina
yonelik tanimlayici bir model olusturmaktir. Literatiirde “Megalitik Yard” adiyla
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bilinen bir 6rneginde, antik dénem insanlarinin yapi insaatlarinda, giinlimiiz metrik
sistemindeki gibi yerlesik bir temel uzunluk 6l¢iisii (kuantum) kullanip kullanmadiklari
sorusuna cevap aranmaktadir. Burada model parametresi kuantumun birden fazla
tahmini miimkiin oldugundan, parametrenin hangi degerinin verinin quantal yapisini
tanimlayan en iyi/en dogru deger oldugu tespiti Bayes faktoru, DIC ve BIC ile
yapilabilir. Bu ¢alismada, “Megalitik Yard” probleminin bir veri setine li¢ yontemin
uygulanmasi sonucu, Megalit yap1 insaatinda kullanilmis olabilecek temel 6l¢ii birimi
icin q=7.480’e kiyasla q=5.439 in¢ degerini destekler yonde ortak bulguya ulasilmistir.

Bu calisma icin segilen yontemlerden aymi dogrultuda sonug elde edilmistir. Ancak
model se¢im Olgiitlerinin farkli sonuglar verdigi bir bagka uygulama ¢alismasinda;
modelleme alanina ve amacina, drneklem genisligine, modeldeki parametre sayisina,
modellerin igice gecmis olup olmadigina vs. bakilarak sonuglar yorumlanmalidir.
Ornegin, biiyiik drneklemler icin modelin gereksiz derecede biiyiik olma ihtimaline
Onlem olarak BIC tercih edilirken, kii¢lik 6rneklemlerde AIC prensibinde ¢alisan DIC
daha iyi sonuclar vermektedir. Bayes Faktoru, BIC, AIC ve DIC model se¢im
yontemlerinin simiilasyona dayali bir gozden gecirme ¢aligmasi ve daha ayrintili
kiyaslamalar1 Ward (2008)’da bulunabilir.
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AN APPLICATION OF THE BAYESIAN MODEL SELECTION BY
USING BAYES FACTOR, BAYESIAN INFORMATION
CRITERION AND DEVIANCE INFORMATION CRITERION

ABSTRACT

In statistical modelling studies, due to the advanced technology and
methodological developments, it is possible to construct alternative models
assumed to generate the data. Therefore, the process of choosing “the best
model” among available competing models appears to be one of the crucial
steps that has to be included in the modelling process. In this study, Bayes
factor, which is a preferred Bayesian approach to the solution of statistical
model selection problem, is introduced. For the cases when analytical
computation of Bayes factor is not possible, in addition to Bayesian
Information Criterion (BIC), Carlin and Chib method based on Markov
Chain Monte Carlo (MCMC) simulation is explained. Besides, a frequently
used criteria in the recent years of model selection applications, namely
Deviance Information Criterion (DIC), which has a completely different
working principle than Bayes factor, is described in detail. Two models
appeared in the literature as a result of an application of quantal modelling,
which is an example of a semi-parametric modelling, are compared by
means of Bayes factor, BIC and DIC.

Keywords: Bayes factor, Carlin and Chib method, DIC, MCMC, BIC.
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