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COKGEN ALANLARDA iKi DEGISKENLI BiRIKiMLI DAGILIM
FONKSIYONUNUN BULUNMASI

Orhan KESEMEN * Fatma Zehra DOGRU **

OZET

Id  degigkenli olasilik yofuniuk fonksivonundan birikimli dagihm
Jonksiyorunu hesaplamak icin genellikle dikdérigen alan kullamilir. Ancak
uygulamada dikddrigen olmayan birgok alan mevcuttur. Bu gahgmada, bu
alanlar cokgenlerle yaklagm yapilarak hesaplandi, Hesaplamada iki tir
yiintem kullamidy. Ik yontem sirekli fonksiyonlar icin gelistirildi, ancak bu
yiintem yalmzca dizgiin dagiim icin uygulandi., Ikinci yontem ise aymk
Jonksiyonlar icin geligtirildi ve herhangi bir olasilik yogunluk fonksiyonu icin
kullawmilabilir bir yontemdir.

Anahtar Kelimeler: Birikimli dagihim fonksiyonu, Cokgen tabanh olasihk yogunluk fonksiyonu, fki
defiiskenli dafilimlar, Kapah bilgede iki defigkenli dafilim fonksiyonlarw.

1. GIRIS

Olasiik fonksiyonlar1 uygulamada genellikle tek degiskenli bir fonksiyon olarak
kullamlmasina ragmen, iki degiskenli kullamimlan da bulunmaktadir (Martinez vd.,
2002). Iki degigkenli olasilik fonksiyonlarinin uygulama alanlan olarak bir géletteki
balik popiilasyonu, bir gehirdeki kirlilik orani, bir ormandaki bir aga¢ tiiriiniin
yopunlufu, bir bélgedeki trafik akigi, bir hava sahasindaki ugus yofunlufu, bir
bolgedeki yaban hayatin gesitliligi, bir gehirdeki sug isleme oram vb. verilebilir. Tkd
degiskenli olasilik yogunluk fonksiyonlan genelde dikdértgen sekilli veya fonksiyonu
bilinen bir alan icerisinde incelenmektedir (Whitt, 1976; Kay, 2006). Ancak gergek
yagamda olasihk yofunluk fonksiyonuna temel tegkil eden alanlarn istenen gekilde
olmas1 olasihg oldukga diisliktir. Bu alanlar degisik geometrik sekillerde
olabilmektedir. Bu ¢caliymada her tiirlii sekle sahip alanlar, hesaplamada kolayhk olmasi
agisindan ¢okgen yaklagimiyla gosterilir. Bu gosterimden yola ¢ikarak elde edilen
¢okgen alanlarin (kapali alan) dafilim fonksiyonlannin hesaplanmasinda geometrik
yaklasimlar kullamlmugtir,

2. YONTEM

Siirh bir bolgede iki degigkenli olasilik yogunluk fonksiyonu, genelde sinirlar belli
dortgen alanlar igerisinde tammlanmaktadir. Bu iki degisken bagimsiz olmasi
durumunda her birinin olasilik yogunluk fonksiyonlarinin ¢arpim bigiminde yazildif
bilinmektedir (Yates vd., 2005). iki degigkenli birikimli dagilim fonksiyonu, iki
degiskenin karma olmas: durumunda ¢ift kath integralle hesaplanabilmektedir.
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Bu integral,

b

Fhg el = r‘ | fix yddxdy €))
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biciminde gosterilmektedir. Burada fi#3* iki degiskenli olasihik yogunluk
fonksiyonudur. Ote yandan bu fonksiyon farkli koordinat sistemlerine cevrilerek farkli
geometrik sinirlamalar i¢in hesaplanabilir (Nelsen, 1993).

2.1. Diizgiin Dagilimh Cokgen Alanlarda Dagilim Fonksiyonu

Bu fonksiyonun diizgiin dagilima sahip oldugu varsayildiginda * € [2.5] ve y €= f]
bigiminde sinirlandirilmis bir bolge i¢in birikimli dagilim fonksiyonu,

Pl )= E-L L dx dy 2
esitligiyle verilir. Ancak alan dikdoértgen sekilli degilse integralin degerini bulmak sorun

olacaktir. Olasilik yogunluk fonksiyonun tanimli (% 3% 3 0 ) oldugu bolge N késeden
O m foy = (0 kit = 1,2, /F olusan bir gokgen alan Sekil 1(a) ise bu alan iizerinden
integralin degeri,

Fiw = c |l dray=1 3)

bi¢iminde verilir. Burada integralin degerinin ikinci olasilik aksiyomuna (FiI}=1 )

gore 1’e esit olmasi i¢in ¢ Olgek degerinin bulunmasi gerekir. Kapali ¢okgen alanin
hesaplanmasi i¢in gokgen alan yontemine gore £2 kapali ¢okgen alanin degeri,

ltll-
1
Ag=3 :_l'[-’*"c-x Y= -’*‘c.'}’.'-:.)l (4)
esitligiyle bulunur (Wikipedia, 2011). Burada ¢ = {1, i+ 1= N biciminde kullanilir.

Bu alan degeri esitlik (2)’de verilen kapali integral yerine konur, ¢ degiskeni yalniz
birakilirsa,

1 2
= ——= - - 5
Ap  [BL ey —xred] ®)

c
esitligi elde edilir. Burada,

nyrell

1
€= fixyl= {g' (6)

i, nyref
pargali fonksiyon ile tanimlanmaktadir. 2 kapali ¢okgen alaninin olasilik yogunluk
fonksiyonun {i¢ boyutlu grafigi Sekil 1(b)’de verilmektedir. (5) esitligi (2) esitliginde
yerine konur smirlar diizenlenirse,
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2 M
| dxdy (7)

Flu, v) = —=
210y 31— Ky Ve Mmes

esitligi elde edilir. Burada, olasilik dagilim fonksiyonu, ’ =% ile ¥ & % ifadeleri ile
tanimlanan bolge ile gokgenin kesisiminden olusan ara kesit bolgesinin (&) alani
yardimiyla bulunabilir. Ara kesit bolgesi @uw ~ fa; = (5 Feh ) — 1.2, M} cokgeni 4:
kose noktalar1 yardimiyla yeniden tanimlanir.

o = M w & 0 o

0 2

(2)

Sekil 1. Olasiik yogunluk fonksiyonlari; (a) olasihk yogunluk
fonksiyonun smirh oldugu alan; (b) iic boyutlu olasihk
yogunluk fonksiyonu.

Yeni ara kesit bolgesinin dagilim fonksiyonu asagidaki esitlikte gosterildigi gibi &
bolgesinin alanimin £ bolgesinin alanina oraniyla hesaplanir,

dg _ H@qiﬁeu ¥ —ﬁrf’f-n.n

fotem= ig Bl fxea vt —xpaa ®
Bu dagilim fonksiyonun degisik bolgelerdeki degerleri,
Q. W Xy [ VIZ:I T Vi
Fhu, v = ] Folivh  Xpm 5% S Xgeel] f\li:l Pitn B T B Fonax 9)
1. U Xpael] f\li:l B2 Yool

bi¢giminde verilmektedir. Burada A simgesi mantiksal VE, ¥ simgesi ise mantiksal
VEYA islecine karsilik gelmektedir. (9) esitligine gore degisim bdolgesinin olasilik
dagilim fonksiyonu hesaplamak i¢in (7) esitligindeki smirlar asagidaki gibi yeniden
diizenlenirse,

- s
2 b odxdy,

Fhe vl ==
ﬁ::ﬁ?ﬁ-u. H—X r}"r-u.}l'k‘mml'l'xﬁ.in (10)

esitligi elde edilir. Bu esitlikte ¥ € [t Pimand ve % € Domine ¥maxd  verilen
araliklarinda hesaplanir. Diger bolgelerin degisimi ise Sekil 2 ve (9) esitliginde verildigi
gibidir.
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Sekil 2. Birikimli dagihm fonksiyonlari; (a) es yiikselti egrileri
ile birikimli dagihm fonksiyonu; (b) ii¢ boyutlu birikimli
dagihm fonksiyonu.

Sekil 2(a)’da verilen es yiikselti grafigi birikimli dagilim fonksiyonun grafigini
gostermektedir. Burada kesikli ¢izgiyle gosterilen alan hesaplama bolgesi olarak
tanimlanmaktadir. Bu bolgenin solunda, altinda ve sol-altindaki dagilim fonksiyonu
degerleri 0°dir. Ust ve sag tarafindaki degerler igin, hesaplama bélgesine en yakin deger
almarak o noktanin dagilim fonksiyonunun degeri hesaplanabilir. Bu hesaplama bir
cesit degerlerin yinelenmesi teknigi olarak kullanilabilir. Hesaplama bolgesinin sag-tist
kosesinde tiim degerler 1°e esittir.

2.2. Q Bolgesinin Tanimlanmasi

Dagilim fonksiyonun istenen araliktaki her (¥ ¥ ) noktasi igin ¥ bolgesinin yeniden
tamimlanmasi gerekir. @ bolgesi, 2 bolgesinin bir alt bolgesi oldugundan, * % % ve
PEW bolgeleri ile £ bolgesinin kesisim bolgesi olarak tanimlanir. @ bolgesinin
degisik durumlardaki goriiniimii Sekil 3’te verilmektedir. Buradaki yuvarlak nokta
birikimli dagilim fonksiyonun hesaplandigi (% + ) noktasin1 gostermektedir. Diger
kiiciik noktalar ise @ bolgesinin kose konumlarimi vermektedir. Yuvarlak noktalar
¢okgen alan digindayken bu noktalar @ bolgesinin kdse konumlarina dahil edilmez.

4 4 4
(a) (d) (©
Sekil 3. Q bolgesinin hesaplanmasi, (a) kesilen dogrular yalmzca bir noktadan kesilmesi
ve %4 ¥} noktasinin cokgenin disinda oldugu durum; (b) (*- ¥ ) noktasi ¢cokgenin icinde

oldugunda; (c) (¥ v} noktasmnin cokgenin disinda olmasi ve baz1 kenarlari iki noktadan
kesmesi.

Cokgen alan hesaplama yontemi, ¢okgenin noktalarinin sirasiyla yazilmasi kosuluyla
hesaplanir. Bu siralama ister saat yoniinde, isterse saatin tersi yoniinde hesaplanabilir
(Beyer, 1987). Bu calismada hesaplamalar saatin tersi yoniinde gerceklestirilmistir. 2
bolgesinin kose noktalarinin belirlenmesi i¢in gelistirilen yontem Algoritma 1’de
verilmistir.
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Algoritma 1. 2 bolgesinin kdse noktalarinin belirlenmesi

Adim 1. {2 bolgesinin i inci noktas1 2 bolgesinin kdse noktalarmna eklenir,
Adim 2. £=1U ve ¥=% dogrularmin ¥¢Pisa? dogru pargasim kestigi noktalar bulunur.
Eger,

e Kesilen nokta sayisi bir tane ise, kesisim noktast ¢ bolgesine kose diye
eklenir.
e Kesilen nokta sayisi iki tane ise, kesisim noktalarindan hangisi P:

noktasina yakisa oncelikle o nokta & bolgesi kosesi diye eklenir, sonra
diger nokta eklenir.

Adim 3. Son dogru pargasina gelindiyse 5. adima gegilir. Eger degilse, £ bolgesini bir
sonraki dogru pargasina gegilerek, 1. adima gidilir ve islemlere devam edilir.
Adim 4. {3 Dbolgesinin tiim kose noktalar1 ve bu kése noktalarmin olusturdugu tim dogru

parcalar1 ile ¥ =% ve ¥ =71 dogrularinin tiim kesisim noktalar1 sirasiyla &
bolgesinin kose noktalar diye eklenir. Sonra, £} noktasi £2 bélgesinin igindeyse

bu noktada son olarak ¥ béolgesine kose diye eklenir.
Adm5. 2 bolgesini tammlayan tim noktalardan 1 ® ¥ veya Fr® ¥ kosulunu

saglayanlar kose noktalar1 dizisinden silinir. Geriye kalan tiim noktalar &
bolgesinin kesin kose noktalaridir.

2.3. Cokgen Alanlarda Diizgiin Olmayan Dagilim Fonksiyonu

Cokgen i¢indeki olasilik yogunluk fonksiyonu diizgiin olmayan bir dagilima sahipse
hesaplama igin sayisal yontemler (sonlu elemanlar) kullanilir. Sonlu elemanlar yéntemi
icin dikdortgen 1zgara diizenegi kullanilarak dagilim fonksiyonu,

oyl JqEv
Flwed= (e-8gd ) ) flrayd,  Fupd>0  xupe@ (1)
=1 j=1
biciminde hesaplamrr. Burada % = ¥mm + 8% ve 3% = Pmm + & olarak

verilmektedir. &x ve & Sekil 4’teki 1zgara ¢izgileriyle gosterilen alanin * ve ¥

yontindeki birim alan 1zgara genisligidir.

6 6 6
5 5
4 4
3 3
2 2
1 1
% 2 4 6 % 2 4 6 % 2 4 6
(a) (b) (©)

Sekil 4. Hesaplama bélgesinin 1zgaraya boliimlemesi, (a) ( bolgesinin sonlu elemanlara
boliimlemesi; (b) £2 bélgesinin kare bicimli sonlu elemanlara boliimlemesi; (c) ¢ bolgesi

x4

t ver « 4 jcin hesaplanacak sonlu elemanlar koyu kareler olarak gosterilmistir.
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Sekil 4(c)’de verilen her bir sonlu eleman bir dikdortgen prizma yaklagimiyla ele almmr.
Prizmada her elemanin orta noktasinin olasilik yogunluk fonksiyonu Sekil 5(a) tim
prizma yiizeyinin olasihk yogunluk fonksiyonu olarak alimp prizmamn yiiksekligi
bulunur. Prizmanmn ylikseklifi ile prizma hacmi hesaplamp birikimli dagihm
fonksiyonu hesaplamr Sekil 5(b), (c).

N W e W @

©
Sekil 5. Cokgen alanlarda diizglin olmayan dafihm fonksiyonu, (a) olasithk yofmnluk fonksivonu;
(b} birikimli daflim fonksiyonu; (c) birikimli dagilim fonksiyonun ey yiikselti grafigi.

3. SONUCLAR

Bu ¢aligmada degiskenlerin sinirlandify alanin keyfi bir ¢okgen cldugu zaman dagihm
fonksiyonunun bulunmasi igin kullamgh bir ydntem onerildi. Cokgen igindeki iki
degiskenli olasilik yofunluk fonksiyonun diizgiin dagilama sahip duromunda birikimli
dagnlim fonksiyonu siirekli bir fonksiyon olarak hesaplanabilmektedir. Ancak ¢okgen
alan ile simrlandirlmis bélgedeki olasilik yogunluk fonksiyonu diizgiin olmayan bir
dagilima sahip oldugunda birikimli dagilim fonksiyonunun hesaplanmasi igin sonlu
clemanlar yéntemi 6nerilmigtir. Bu yontem herhangi iki rastgele defiskenin belirli bir
noktadan itibaren istenen dagilim fonksiyonunu bulmaktadir. Dolayisiyla uygulamada
hesaplanamayan dagilimlar bu yontem ile kolayca elde edilebilmektedir.
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FINDING CUMULATIVE DISTRIBUTION FUNCTIONS OF TWO
VARIABLES IN POLYGONAL AREAS

ABSTRACT

In general, rectangular area is used to calculate cumulative distribution
function from bivariate probability density function. However, in practice a
many areas are available that aren’t rectangular. In this study, these areas
were calculated by polygons approach. Two types of methods were used in
the calculation. First method was developed for continuous functions;
however this method was applied only for uniform distribution. The second
method was developed for discrete functions and can be used for any
probability density function.

Keywords: Cumulative distribution function, Polygonal based probability density function,
Bivariate distributions, Bivariate distributions functions over bounded domain.
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