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ÇOKGEN ALANLARDA İKİ DEGİşKENLİ BİRİKİMLİ DAGILIM 
FONKSİYONUNUN BULUNMASI 

Orhan KESEMEN' Fatma Zehra DOGRU •• 

()ZET 

LJd değişkenli olasılık yof,ımluk fonksiyonundan birlldmli dağılım 
fonksiyonunu hesaplamalc Için genellilde diM6rtgen alan kullanılır. Ancak 
uygulomada dikdlJrtgen olmayan birçok alan mevcul/UT. Bu çalışmada. bu 
alanlar çokgenler/e yok/aşım yapılarak hesaplandı. Hesaplamada iki tür 
y6ntem kullanıldı. hk y6ntem sf1rekli fonksiyonlar için geliştiri/di, ancak bu 
yöntem yalnızca düzgün dağılım için uygulandı. lJdnci y6ntem ise ayrık 
fonksiyon/ar için geliştiri/di ve herhangi bir olasılık yoğunluk fonksiyonu için 
kullanJ/abilir bir yöntemdir. 

Anohtar Kellmeler: BIrLkImII dıı&ıJım fOıılulyOllll, çolqıeıı tabaıılı ola.dık yıı&ıuıJulı: foıılulyolılı,lId 
delitkeııll dojpbmlor, Kapalı böIııede IId deilfkeoli doiıJım roııkllyoıılon. 

ı. GİRİŞ 

Olasılık fonksiyonları uygulamada genellikle tek degişk:en\i bir fonksiyon 01aııık 
kullanılmasına r$nen. iki degişken\i kullanım1an da bulunmaktadır (Martinez vd., 
2002). İki degişken1i olasılık fonksiyonlarının uygulama alanları olarak bir göletteki 
balık popülasyonu, bir şehirdeki kirlilik oranı, bir ormandaki bir alıaç tIlıilnfin 

yogunıugu, bir bölgedeki trafik akışı, bir hava sahasındaki uçuş yogunıu~, bir 
bölgedeki yaban hayatın çeşitliligi, bir şehirdeki suç işleme oranı vb. verilebilir. İki 
degişken\i olasılık yoııunıuk fonksiyonları genelde dikdörtgen şekilli veya fonksiyonu 
bilinen bir alan içerisinde incelenmektedir (Wbitt, 1976; Kay, 2006). Ancak gerçek 
yaşamda olasılık yogunıuk fonksiyonuna temel teşkil eden alanların istenen şekilde 
olması o1asılıııı oldukça düşüktür. Bu alanlar degişik geometrik şekillerde 

olabilınektedir. Bu çalışmada her türlü şekle sahip alanlar, hesaplamada kolaylık olması 
açısından çOkgen yaklaşımıyla gösterilir. Bu gösterimden yola çıkarak elde edilen 
çokgen alanların (kapalı alan) da~lım fonksiyonlarının hesaplanmasında geometrik 
yaklaşunlar kullanılmıştır. 

2. YÖNTEM 

Sınırlı bir bölgede iki degişken\i olasılık yoııunıuk fonksiyonu, genelde sınırları belli 
dörtgen alanlar içerisinde tanım\anınaktad. Bu iki degişken baııımsız olması 

durumunda her birinin olasılık yoııunıuk fonksiyonlarının çaıpımı biçiminde yazıldı~ 
bilinmektedir (Yates vd., 2005). İki degişken\i birikimli da~lım fonksiyonu, iki 
degişkenin karına olması durumunda çift katlı integralle hesaplanabi1ınektedir. 
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 Bu integral, 

(1)

biçiminde gösterilmektedir. Burada  iki de i kenli olasılık yo unluk
fonksiyonudur. Öte yandan bu fonksiyon farklı koordinat sistemlerine çevrilerek farklı
geometrik sınırlamalar için hesaplanabilir (Nelsen, 1993).  

2.1. Düzgün Da ılımlı Çokgen Alanlarda Da ılım Fonksiyonu 

Bu fonksiyonun düzgün da ılıma sahip oldu u varsayıldı ında  ve y 
biçiminde sınırlandırılmı  bir bölge için birikimli da ılım fonksiyonu, 

(2)

e itli iyle verilir. Ancak alan dikdörtgen ekilli de ilse integralin de erini bulmak sorun 
olacaktır. Olasılık yo unluk fonksiyonun tanımlı ( ) oldu u bölge N kö eden 

 olu an bir çokgen alan ekil 1(a) ise bu alan üzerinden 
integralin de eri, 

  (3)

biçiminde verilir. Burada integralin de erinin ikinci olasılık aksiyomuna ( )
göre 1’e e it olması için  ölçek de erinin bulunması gerekir. Kapalı çokgen alanın
hesaplanması için çokgen alan yöntemine göre  kapalı çokgen alanın de eri, 

(4)

e itli iyle bulunur (Wikipedia, 2011). Burada  biçiminde kullanılır. 
Bu alan de eri e itlik (2)’de verilen kapalı integral yerine konur,  de i keni yalnız
bırakılırsa, 

  (5)

e itli i elde edilir. Burada,  

(6)

parçalı fonksiyon ile tanımlanmaktadır.  kapalı çokgen alanının olasılık yo unluk
fonksiyonun üç boyutlu grafi i ekil 1(b)’de verilmektedir. (5) e itli i (2) e itli inde 
yerine konur sınırlar düzenlenirse, 
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 (7)

e itli i elde edilir. Burada, olasılık da ılım fonksiyonu,  ile  ifadeleri ile 
tanımlanan bölge ile çokgenin kesi iminden olu an ara kesit bölgesinin ( ) alanı
yardımıyla bulunabilir. Ara kesit bölgesi  çokgeni 
kö e noktaları yardımıyla yeniden tanımlanır.
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ekil 1. Olasılık yo unluk fonksiyonları; (a) olasılık yo unluk   
fonksiyonun sınırlı oldu u alan; (b) üç boyutlu olasılık
yo unluk fonksiyonu.

Yeni ara kesit bölgesinin da ılım fonksiyonu a a ıdaki e itlikte gösterildi i gibi 
bölgesinin alanının  bölgesinin alanına oranıyla hesaplanır, 

 (8)

Bu da ılım fonksiyonun de i ik bölgelerdeki de erleri, 

 (9)

biçiminde verilmektedir. Burada  simgesi mantıksal VE,  simgesi ise mantıksal 
VEYA i lecine kar ılık gelmektedir.  (9) e itli ine göre de i im bölgesinin olasılık
da ılım fonksiyonu hesaplamak için (7) e itli indeki sınırlar a a ıdaki gibi yeniden 
düzenlenirse,  

(10)

e itli i elde edilir. Bu e itlikte  ve  verilen 
aralıklarında hesaplanır. Di er bölgelerin de i imi ise ekil 2 ve (9) e itli inde verildi i
gibidir.
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 (7)
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ekil 2. Birikimli da ılım fonksiyonları; (a) e  yükselti e rileri
ile birikimli da ılım fonksiyonu; (b) üç boyutlu birikimli 
da ılım fonksiyonu.

ekil 2(a)’da verilen e  yükselti grafi i birikimli da ılım fonksiyonun grafi ini
göstermektedir. Burada kesikli çizgiyle gösterilen alan hesaplama bölgesi olarak 
tanımlanmaktadır. Bu bölgenin solunda, altında ve sol-altındaki da ılım fonksiyonu 
de erleri 0’dır. Üst ve sa  tarafındaki de erler için, hesaplama bölgesine en yakın de er
alınarak o noktanın da ılım fonksiyonunun de eri hesaplanabilir. Bu hesaplama bir 
çe it de erlerin yinelenmesi tekni i olarak kullanılabilir. Hesaplama bölgesinin sa -üst
kö esinde tüm de erler 1’e e ittir.

2.2. Q Bölgesinin Tanımlanması

Da ılım fonksiyonun istenen aralıktaki her ( ) noktası için  bölgesinin yeniden 
tanımlanması gerekir.   bölgesi,  bölgesinin bir alt bölgesi oldu undan,  ve 

 bölgeleri ile  bölgesinin kesi im bölgesi olarak tanımlanır.  bölgesinin 
de i ik durumlardaki görünümü ekil 3’te verilmektedir. Buradaki yuvarlak nokta 
birikimli da ılım fonksiyonun hesaplandı ı ( ) noktasını göstermektedir. Di er
küçük noktalar ise  bölgesinin kö e konumlarını vermektedir. Yuvarlak noktalar 
çokgen alan dı ındayken bu noktalar  bölgesinin kö e konumlarına dahil edilmez.   
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ekil 3. Q bölgesinin hesaplanması, (a) kesilen do rular yalnızca bir noktadan kesilmesi 
ve  noktasının çokgenin dı ında oldu u durum; (b) ( ) noktası çokgenin içinde 

oldu unda; (c) (  noktasının çokgenin dı ında olması ve bazı kenarları iki noktadan 
kesmesi.

Çokgen alan hesaplama yöntemi, çokgenin noktalarının sırasıyla yazılması ko uluyla
hesaplanır. Bu sıralama ister saat yönünde, isterse saatin tersi yönünde hesaplanabilir 
(Beyer, 1987). Bu çalı mada hesaplamalar saatin tersi yönünde gerçekle tirilmi tir. 
bölgesinin kö e noktalarının belirlenmesi için geli tirilen yöntem Algoritma 1’de 
verilmi tir. 
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Algoritma 1.  bölgesinin kö e noktalarının belirlenmesi

Adım 1.  bölgesinin i inci noktası  bölgesinin kö e noktalarına eklenir,
Adım 2.  ve  do rularının  do ru parçasını kesti i noktalar bulunur. 

E er,
Kesilen nokta sayısı bir tane ise, kesi im noktası  bölgesine kö e diye 
eklenir.  
Kesilen nokta sayısı iki tane ise, kesi im noktalarından hangisi 
noktasına yakınsa öncelikle o nokta  bölgesi kö esi diye eklenir, sonra 
di er nokta eklenir.

Adım 3.  Son do ru parçasına gelindiyse 5. adıma geçilir. E er de ilse,  bölgesini bir 
sonraki do ru parçasına geçilerek, 1. adıma gidilir ve i lemlere devam edilir. 

Adım 4.  bölgesinin tüm kö e noktaları ve bu kö e noktalarının olu turdu u tüm do ru
parçaları ile  ve  do rularının tüm kesi im noktaları sırasıyla 
bölgesinin kö e noktaları diye eklenir. Sonra,  noktası  bölgesinin içindeyse 
bu noktada son olarak  bölgesine kö e diye eklenir.

Adım 5.  bölgesini tanımlayan tüm noktalardan   veya   ko ulunu 
sa layanlar kö e noktaları dizisinden silinir. Geriye kalan tüm noktalar 
bölgesinin kesin kö e noktalarıdır.

2.3. Çokgen Alanlarda Düzgün Olmayan Da ılım Fonksiyonu

Çokgen içindeki olasılık yo unluk fonksiyonu düzgün olmayan bir da ılıma sahipse 
hesaplama için sayısal yöntemler (sonlu elemanlar) kullanılır. Sonlu elemanlar yöntemi 
için dikdörtgen ızgara düzene i kullanılarak da ılım fonksiyonu, 

(11)

biçiminde hesaplanır. Burada  ve  olarak 
verilmektedir.  ve ekil 4’teki ızgara çizgileriyle gösterilen alanın  ve 
yönündeki birim alan ızgara geni li idir.
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ekil 4. Hesaplama bölgesinin ızgaraya bölümlemesi, (a)  bölgesinin sonlu elemanlara 
bölümlemesi; (b)  bölgesinin kare biçimli sonlu elemanlara bölümlemesi; (c)  bölgesi 

 ve  için hesaplanacak sonlu elemanlar koyu kareler olarak gösterilmi tir.
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Şekil4(e)'de verilen her bir sonlu eleman bir dikdörtgen prizma yaklaşımıyla ele alınır. 
prizmada her elemanın orta noktasının olasılık yo~luk fonksiyonu Şekil 5(a) tOm 
prizma yözeyinin olasılık yo~luk fonksiyonu olarak alınıp prizınanın yüksekli!!i 
bulunur. Prizmanın ytlksekli~ ile prizma hacmi hesaplanıp birikimli dal!ılım 
fonksiyonu hesaplanır Şekil 5(b), (c) . 

. . . . ; 

.1 

, ~--:---:----:--~ , , . 
(a) (b) (c) 

Şeldl 5. çolqıeıı alaıılarda dllzE1ln olmayan dabJım fonkllyonu, (a) oluıhk yataDıok fonkalYODU; 
(b) blrlldmll daj!ıbm fonkslyoDu; (c) blrlklmll daj!ıbm fonkalyonDD of yiikseiti graLIAI. 

3. SONUÇLAR 

Bu çalışmada de!!işken1crin sınırlandığı alanın keyfi bir çokgen oldujju zaman daj!ılım 
fonksiyonunun bulunması için kullanışlı bir yöntem önerildi. Çokgen içindeki iki 
de~şken1i olasılık yo~ fonksiyonun dllzgOn dağılama sahip durumunda birikinıli 
dağılım fonksiyonu sürekli bir fonksiyon olarak hesaplanabilmektedir. Ancak çokgen 
alan ile sınır1andırılımş bölgedeki olasılık yojjun1uk fonksiyonu dllzgOn olmayan bir 
dağılırna sahip oldu~da birikinıli dağılım fonksiyonunun hesaplanması için sonlu 
elemanlar yöntemi önerilmiştir. Bu yöntem herhangi iki rastgele de~şkenin belirli bir 
noktadan itibaren istenen dağılım fonksiyonunu bulmaktadır. Dolayısıyla uygulamada 
hesaplanarnayan dal!ılımlar bu yöntem ile kolayca elde edilebilmektedir. 
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FINDING CUMULATIVE DISTRIBUTION FUNCTIONS OF TWO 
VARIABLES IN POLYGONAL AREAS 

ABSTRACT 

In general, rectangular area is used to calculate cumulative distribution 
function from bivariate probability density function. However, in practice a 
many areas are available that aren’t rectangular. In this study, these areas 
were calculated by polygons approach. Two types of methods were used in 
the calculation. First method was developed for continuous functions; 
however this method was applied only for uniform distribution. The second 
method was developed for discrete functions and can be used for any 
probability density function. 

Keywords: Cumulative distribution function, Polygonal based probability density function, 
Bivariate distributions, Bivariate distributions functions over bounded domain. 




