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Oz

Robert Crease’in bilim insanlarina “Tiim zamanlarin en giizel bilimsel deneyleri
nelerdir?” diye sordugu anket ¢alismasinda, Foucault sarkaci bilimde en giizel ilk on
deney icinde yerini alir. Fizikte geometrik faz konusu ele alindiginda Hannay agisi
hesaplanirken Foucault sarkaci onemli bir érnektir. Newton nun ikinci hareket yasasi
eylemsiz (ivmesiz) referans sisteminde gegerlidir. Yerkiire ivmeli bir sistem oldugu icin
Newton’nun ikinci hareket yasasi Coriolis, Euler ve merkezka¢ gibi hayali kuvvetler
eklenerek diizeltilir.  Bu makalede Foucault sarkacimin calisma ilkesi, sarkac
denklemleri, baslangi¢c degerlerini iceren c¢oziimleri, Foucault’nun 1851 yilindaki
deneyinde kullandigi sayisal degerlerle, agik ve anlasilir bir sekilde sunulmak istenmigtir.
Bununla birlikte Hannay agisi agik bir sekilde hesaplanmistir. Foucault, Paris’te
bulunan gorkemli Pantheon kilisesinin kubbesine meshur sarkacini asarak, ilk defa 1851
vilinda sarkacin salinim diizleminin yavas yavas doniis hareketini gozleyerek, yerkiirenin
kendi ekseni etrafinda dondiigiinii ve yerkiirenin bir eylemsiz sistem olmadigini ispatladi.
Béylece, gokyiizii gozlemine ve teleskoba ihtiya¢ duymadan yerkiirenin déniigii hissedilir
ve gortiniir hale geldi. Penceresi olmayan bir odanin icinde bile yerkiirenin doniigii
ispatlanabilir ve dikkatli 6l¢iim yapilarak sarkacin asili bulundugu bolgenin enlem agisi
olgiilebilir. Foucault sarkaglar: diinyanin pek ¢ok yerinde sergilenir ve kesfin yapildigi
1851 yilindan bu yana gosteriler yapilarak kutlamir. Italyan bir diisiiniir ve yazar olan
Umberto Eco’nun “Foucault Sarkaci” adimi verdigi bir romanminda da konusu
gecmektedir.

Anahtar Kelimeler: Dénen sistemler, Foucault sarkaci, Hannay agisi, hayali kuvvetler,
presesyon periyodu
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Foucault’s pendulum and motion of the oscillating plane

Abstract

Robert Crease asked scientist, “What are the most beautiful scientific experiments of all
time?” According to his questionnaire, Foucault’s pendulum is among the top ten best
experiments of all time in science. Foucault’s pendulum is an important example in
finding the Hannay angle in the geometric phase subject in physics. Newton’s second
law of motion holds only in inertial frames of reference (unaccelerated with respect to
the distant stars). Since the Earth is an accelerated system, Newton's second law of
motion is corrected by adding fictitious forces such as Coriolis, Euler and centrifugal
forces. In this article, it is aimed to present working of essential principle of Foucault’s
pendulum, pendulum equations, solutions including initial conditions, by using the
numerical values used by Foucault in his experiment in 1851, in a clear and
understandable way. Moreover, the Hannay angle is calculated explicitly. By hanging
his famous pendulum beneath the dome of the magnificent Pantheon church in Paris.
Foucault observed for the first time in 1851 that the swinging plane of the pendulum
rotates slowly, proving that the earth revolves around its own axis and that the earth is
not an inertial system. Thus, without any sky observation and using telescope, the
rotation of the earth became perceivable and visible. Even in a room without a window,
the rotation of the earth can be proved, and the latitude of the pendulum can be measured
by careful measurement. Foucault pendulums are exhibited in many parts of the world
and have been celebrated with demonstrations since the dicovery made in 1851. The
subject is also mentioned in a novel called “Foucault’s Pendulum” by Umberto Eco who
is an italian thinker and writer.

Keywords: Rotating frame, Foucault’s pendulum, Hannay angle, fictitious forces,
precession period

Giris

Jean Bernard Leon Foucault (1819-1868), 1sik, optik ve mekanik konular1 tlizerinde
calismalar1 olan son derece yaratici bir deneycidir. Isigin havadaki hizinin sudaki
hizindan daha yiiksek oldugunu gostermis ayrica 1s1gmm mutlak (vakum) hizin1 da
Olemistiir.  Gokyiiziindeki cisimlerin fotograflarin1 ¢ekmis ve fotograf teknigini
gelistirmistir. 1851’in baglarinda Foucault, {inlii kesfine yol acan i¢goriiye sahipti. Bu
tesadiif, bir teleskopun calismasini diizenlemek i¢in bir sarkagl saatin yapimi esnasinda
ortaya ¢ikti. Bu cihazin makineye doniistiiriilmesi sirasinda, Foucault, torna aynasina
sabitlenmis titresen ¢ubugun salinim diizleminin, aynay1 yavas¢a cevirdiginde bile,
yoOnelim olarak sabit kaldigini farketti. Bu gézlem ona, serbestce salinan sarkacin salinim
hareketinin, bir sekilde diinyanin doniisii ile iliskili olabilecegi fikrini diistindiirdii.
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Boylece, sarkaci Diinya’nin kendi ¢evresinde dondiiglinii daha acik goérebilmek igin
kullanmak istedi. 1850’1 yillarda Diinya’nin dondiigii bilinse bile, bu sadece astronomi
gozlemlerine dayaniyordu. Teleskobu olmayan kisilerin veya kullanmay1 bilmeyen
kisilerin Diinya’nin dondiigiine ikna olmalar1 pek kolay goriinmiiyordu [1]. Kuzey kutup
noktasiin yukarisindan bakildiginda Diinya, saat ibrelerinin hareketinin ters yoniinde
dondiigi i¢in gokytiziindeki Glines ve yildizlar da saat yoniinde hareket ediyormus gibi
goriinecektir. Bu, diinyanin donmesinin bir ispat1 olarak diisiiniilebilir, fakat eski Yunanl
diisiiniirlerin soyledigi gibi durgun olan yerkiirenin etrafindaki gokkiirenin dénmesi
durumunda da ayn1 sey gozlenebilir.

Foucault, Paris’te bulunan goérkemli Pantheon kilisesinin kubbesine meshur sarkacini
asarak, ilk defa 1851 yilinda sarkacin salinim diizleminin yavas yavas doniis hareketini
gozleyerek, yerkiirenin kendi ekseni etrafinda diindiiglinii ve yerkiirenin bir eylemsiz
sistem olmadigini ispatladi [2]. Boylece, gokyiizii gozlemine ve teleskoba ihtiyag
duymadan yerkiirenin doniisii hissedilir ve goriiniir hale geldi. Penceresi olmayan bir
odanin i¢inde bile yerkiirenin doniisii ispatlanabilir ve dikkatli 6l¢lim yapilarak sarkacin
asili bulundugu bolgenin enlem agis1 dlgiilebilir. Uzak sabit yildizlart bu sarkacin arka
planinda geometrik bir model olarak diisliniirsek, yerkiirenin dondigiinii agikca
sOyleyebiliriz. Maurice Merleau-Ponty’ye gore neyi 6n yada arka planda aldigimiza gore,
neyin hareket halinde yada durgun oldugunu algilariz. Ornegin, durgun ve hareket eden
trenlerin iginde bulunan yolculardaki algilar gibi. Foucault’nun sarkag dizgesinde de ya
salinimin diizlemi ya da yerkiire doniiyormus gibi algi olusur. Salinimin diizlemindeki
hareketin goriilebilmesi i¢in sarkacin 6n planda ve sarkacin asildig1 odanin da arka planda
tutulmasi gerekir. Yerkiirenin doniislinii gérebilmek i¢in de daha genis bir uzayi, uzak
sabit yildizlar1 arka plan olarak diistinmek gerekir [1].

Foucault sarkacglar1 diinyanin pek ¢ok yerinde sergilenir ve kesfin yapildig1 1851 yilindan
bu yana gésteriler yapilarak kutlanir. Italyan bir diisiiniir ve yazar olan Umberto Eco’nun
“Foucault Sarkac1” admi verdigi bir romanda da konusu ge¢gmektedir. Ayrica, Stony
Brook Universitesi Felsefe Boliimii’nde Robert Crease’in bilim insanlarma “Tiim
zamanlarin en giizel bilimsel deneyleri nelerdir?” diye sordugu anket ¢aligmasinda,
Foucault’nun sarkaci bilimde en giizel ilk on deney i¢inde yerini alir [1].

Bu makalede, Foucault sarkaci’nin ¢alisma ilkesi, sarka¢c denklemleri ve baslangic
kosullarim1 kapsayan c¢oziimleri, Foucault’nun 1851 yilindaki deneyinde kullandigi
sayisal degerlerle, acik ve anlasilir bir sekilde sunulmak istenmistir. Bunun yaninda
klasik sistemlerde gbozlenen, Hannay acisi olarak bilinen geometrik fazin da basit bir
¢ikarimi verilmistir.
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Materyal ve yontem

Ivmeli sistemde hareket denklemi; teldeki gerilme, etkin yer ¢ekimi ve Coriolis kKuvveti
dikkate alinarak ¢oOziilir ve salinim diizlemine dik olan normal vektér de hareketi
betimler.

2.1 Hareket denklemleri

Newton’nun ikinci hareket yasasi eylemsiz (ivmesiz) referans sistemlerinde gecerlidir.
Yerkiire Q agisal hiz1 ile donen ivmeli bir sistemdir ve yerkiire iizerindeki koordinat
sisteminde Newton’nun hareket denklemi,

mir=YF-2mOXv—-—m2Xr—mQx (Qxr)—mR (2.1)

ile diizeltilerek verilir [3]. Burada, r donen koordinat sisteminde parcacigin konum
vektorii ve v hiz vektoriidiir. Yerkiirenin yarigap vektorii R ile eylemsiz sistemdeki
pargacigin konum vektorii r; arasinda r; = R + r esitligi vardir (Sekil 1). Burada, R
vektoriiniin donen referans sisteminin konum vektorii oldugu da akilda tutulmalidir.
Eylemsiz sistemdeki par¢acigin hiz1#; = R + v + Q x r bulunarak ve ¥ F = mi*; tanim
kullanilarak (2.1) esitligi elde edilir. Sagdaki ilk terim dogadaki bildigimiz kuvvetlerdir.
Ikinci terim Coriolis, iigiincii terim Euler ve dordiincii terim de merkezkag gibi hayali
kuvvetlerdir.

Q 7
% @
Z; o) r
0 T\ B
fs) Al

(P\\\\/ /, yi
________ ) ::%

Xi
Sekil 1. Eylemsiz ve yerkiire’ye gore sabit olan koordinatlar

Sekil 1’deki konum vektoérii R = Rsinf cos@p X+ Rsinfsingy + Rcos6Z ve bu
vektoriin zamanla degisimi R = Q X R’dir. Bu vektoriin bir daha tiirevi alinarak
(2.1)’deki son terim olan —mR = -mQ X R —mQ X ( X R) oStelenme kuvveti
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bulunur. Diinya’nin dénme agisal hizi sabit oldugu igin Q = 0’dir ve r < R
yaklagiminda (2.1)’deki Newton’nun hareket denklemi,

mir =Y F—2mQ Xv—mQXx (QXR) (2.2)
ile ifade edilir.

Sekil 1’de Diinya iizerindeki donen koordinat sisteminde, agisal hiz vektori
Q=02=-Q0sinf0O+ Qcosh? (2.3)

ve biyiikligii de Q= ¢ = ZFR = 0,73 10~* rad/s’dir. Sekil 2’deki Foucault sarkacina
etkiyen kuvvetler

Y2F=T+mg (2.4)

GMm
RZ
kuvvetidir. Evrensel kiitle gekim sabiti G = 6,67 10~ N - m? /kg?, Diinya nin kiitlesi
M = 5,97 10%* kg ve yaricapt R = 6,37 10° m olduguna gore, yer ¢ekimi ivmesinin

degeri hesaplanarak g = 9,81 m/s? bulunur.

ile verilir. Burada, T teldeki gerilme kuvveti ve mg = — 7 = —mgt kiitle ¢ekim

7 (yukarn)

x =Lsinycosa Ty = —Tsiny cosa
y = Lsinysina

z=L(1—cos)

PN

T, = —Tsinysina

T, =T cosy

——> § (dogu)

2] (giiney)

Sekil 2. Foucault sarkaci ve etkiyen kuvvetler
(2.2) denkleminde # =0 ve v = 0 durumda ve T = —mg + mQ X (2 X R) = —mg,

esitliginden etkin yer g¢ekimi ivmesi g, =g —Q X (Q X R) bulunur. Bu bizim
Olctliglimiiz yer ¢ekimi ivmesidir. (2.3) esitligi kullanilarak
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ge = —(g — Q%R sin? )7 + Q?*R sinf cos H (2.5)
elde edilir. g yer ¢cekimi ivmesiyle g, etkin yer¢ekimi ivmesi arasindaki 8 agisi

Q%R sin 6 cos O

tanp =
’8 g—Q2Rsin2 6

(2.6)

ile belirlenir. (2.6) esitliginde Q2R = 0,034 m/s? olduguna gére, 8 = 45,05° i¢in en
biiyiikk f = 0,1° degeri elde edilir. Diger 0 acilar i¢in £ kiictilerek sifira yaklasir. Kutup
ve ekvator bolgesinde f = 0 oldugunda g ve g, vektorleri ¢akisir. (2.5)’teki ivmenin 0
acisina bagli olmasi nedeniyle, mg, etkin yer ¢cekimi kuvveti kutuplarda ekvatora gore

daha biiyiiktiir. Bu nedenle yerkiire elipsoit seklindedir. Iyi bir yaklagiklikla % =

0,35 1072 oldugu igin (2.5) teki etkin ivmenin degeri g, ~ g = —g# alinabilir. Bdylece
(2.2)’deki hareket yasasi sadeleserek

mr=T+mg—2mQxXv 2.7)

seklinde ifade edilir.

Sekil 2°deki siny = /x2 + y2/L = p/L ve cosy = (L — z)/L ifadesinden x? + y? +
(L — z)? = L? denklemi elde edilir. Bu denklem merkezi (0,0, L) ve yarigap1 L olan bir
kiire denklemidir. m kiitlesi kiirenin ylizeyinde hareket ederken

_ 2442
z=LFL /1—% (2.8)

yiiksekligi x ve y’ye bagli olarak degisir. Bu nedenle sistemin serbestlik derecesi aslinda
ti¢ degil ikidir. Buradaki + (—) isareti Uist (alt) yarim kiire i¢in ¢ozlimleri verir.

Donen koordinat sisteminde m kiutlesinin konum vektora

r=2x0+yp + zf (2.9)
olarak secilirse, donen sistemdeki gézlemciye gore hiz vektorii

v=1%x0+yp + i (2.10)
seklinde alinmalidir. Sarkag kiitlesine etkiyen toplam kuvvetler

T+mg=—7;—x§—TL—yt’p+(T—mg—%)f” (2.11)

ve hayali Coriolis kuvveti
—2mQ X v = 2mQ cos 0 y@ - 2mQ(cos 6 % + sin 6 2)@ + 2mQ sin 6 y7 (2.12)
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(2.7)’de yerine yazildiginda

mi = —TL—x + 2mQcosf y (2.13a)
my = —TL—y —2mQcos O x — 2mQsin6 z (2.13b)
mZ=T—mg — % + 2mQsin@ y (2.13c)

hareket denklemleri bulunur. z=2z=7=0 ve Qy/g < 1 varsayimlar ile gerilme
Kuvveti

T =mg (2.14d)

olarak alinirsa ¢ok iyi bilinen Foucault’nun sarka¢ denklemlerine ulasilir:
X = —%x+29cos€3’/ (2.14b)

y=-Jy—2Qcos6x (2.14c)

Bu ciftlenimli denklemler { = x + iy kompleks degiskeni ile

dZ

. d
—{+i20cosf ¢+ w3{ =0 (2.15)

seklinde ikinci mertebeden sabit katsayili lineer bir diferansiyel denklem ile verilir.

Burada w, = \/% sarkacin dogal frekansidir [4].

2.2 Denklemin Coziimleri
(2.15)’deki denklem igin {~e®t gibi bir ¢oziim 6nerilerek

Y +2Q,y —wi=0 (2.16)
karakteristik denklemi bulunur. Burada,
Q, =Qcosb (2.17a)

ve

©=JZ ol (2.17b)
tanimlanarak (2.16) esitliginden y, = —Q, + w ve y_ = —{),, — w gibi iki kok bulunur.
Bu kokler ayn1 zamanda salinimin algak ve yiiksek frekansh kipleridir. e+ ve e?-t gibi

iki lineer bagimsiz ¢ozlimlerden genel ¢6ziim

{=e Wrt(A, et + A_e~iot) (2.18)
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iki integral sabiti A, ve A_ ile verilir. Baslangi¢ t = 0 anindaki konum (x,, y,) ve hiz
(Vox Voy) degerleri cinsinden

Ay =224 (“’2*3) Xo +i ((%) Vo — ’;—w) (2.19a)
ve
A== (5w i ((5) 90+ 32) 2190)

katsayilari rahatlikla bulunur. (2.18)’de tekrar yerine yazilarak

x(t) = xo cos(£2,t) cos(wt) + y, sin(42,-t) cos(wt)
+ (W_Tﬂryo) cos(£,t) sin(wt) + (%ﬂr%) sin(2,t) sin(wt) (2.20a)

ve

y(t) = —x¢ sin(Q,t) cos(wt) + y, cos(Q,t) cos(wt)
— (W_Tﬂryo) sin(Q,t) sin(wt) + (%ﬂr%) cos(Q,t) sin(wt) (2.20b)

¢oziimleri elde edilir [S5]. Bu ¢oziimlerde 8 = 90° — A (cos 8 = sin 1) alinirsa enlem
acist A cinsinden ifade edilir. Giliney yarimkiiredeki ¢oztiimler bulmak istendiginde 6 =
180° — 8’ (cos@ = —cos 8') veya A = —A' yazmak yeterlidir.

3. Bulgular ve tartisma

3.1 Salimim diizleminin hareketi

Paris’teki Pantheon kilisesinin kubbesinin altinda salinan Foucault sarkacinin boyu L =
67 m ve sarkacin ucundaki kiitle m = 28 kg’dir. Paris’in enlem agis1 A = 48,87° veya
0 = 41,13°°dir. (2.20a) ve (2.20b)’deki hareketin baslangi¢ kosullart x, = 3 m, y, =0

Ve Vo, = Vo, = 0 ile belirlenir. Burada 0% = 0,2 1073 oldugu i¢in w = wy = % =
0

0,38 s~ 1 alinabilir ve % ile orantili olan terimler de ihmal edilerek

x(t) = xy cos(,t) cos(wyt) (3.1a)

y(t) = —xq sin(Q,t) cos(wyt) (3.1b)
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¢oziimleri bulunur. Bu ¢oziimler x? + y? = x4 cos?(wgt) denklemini saglar ve
2
(2.8)’de yerine yazilirsa z(t) = ;—z cos? w,t elde edilir. Presesyon hareketi yaparak T, =
i—n periyodu ile salinan sarkacin 0 < t < 67T araliginda (x, y) noktasinin hareketi Sekil
0

3’te verilmigtir. Sekil 3’iin daha net goriilebilmesi i¢in diinyanin kendi agisal hizindan
yiiz kere daha hizl1 dondiigii varsayilmstir.

Wy

y
I | -
0
2

Sekil 3. Presesyon hareketi yaparak salinan sarkacin hareketi

Salinim diizlemi ile x ekseni arasindaki presesyon acisinin zamanla degisimi

a(t) = —Q,t = —(QcosB)t = —(Qsin )t (3.2)
ile verilir. « = —2m degerini aldiginda presesyon periyodu

T T
Tp " cos®  sina (3:3)

bulunur, burada T diinyanin kendi ekseni etrafindaki déonme periyodudur. (3.3)’den
presesyon periyodu; kutuplarda T, =T = 24 saat, ekvatorda T, = co (presesyon
gozlenmez) ve Paris’te T, = 31,86 saat = 32 saat olarak hesaplanir. Tablo 1’de bazi

sehirlerin enlem agilar1 ve presesyon periyotlar1 hesaplanarak verilmistir.

Sekil 3’te sarka¢ salinarak saat yoniinde hareket ederken, xy diizleminde pervaneye
benzer izler meydana gelir. Ardisik pervaneler arasinda T, = 16,53 s ara ile a =
0,9 1073 rad’lik a¢1 olusur ve ardisik pervaneler arasindaki sapma miktar1 s = x, - @ =

= 6939

3m-0,91073 = 2,7 mm’dir. Bir presesyon periyodu iginde N = ;—p = 2o

0
tane salinim meydana gelir. Bir saat beklendiginde @ = 0,197 rad = 11,3° ve sapma

miktart da s = x5 -a =3 m- 0,197 = 0,6 metredir. Foucault’'nun deneyden buldugu
presesyon periyodu 31 saat 47 dakika ve sapma miktar1 2,3 mm’dir [6].
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Tablo 1. Baz sehirlerin enlem agilar1 ve presesyon periyotlari

Enlem agisi

Presesyon Periyodu

Ulke Sehir (derece) (saat)
Norveg Oslo 59,91 27,74
Isveg Stokholm 59,33 27,90
Danimarka Kopenhag 55,68 29,06
Almanya Berlin 52,52 30,24
Ingiltere Londra 51,51 30,66
Fransa Paris 48,87 31,86
Kanada Ottava 45,42 33,70
Tiirkiye Istanbul 41,02 36,57
Tiirkiye Ankara 39,93 37,39
Misir Kahire 30,04 47,94
USA New Orleans 29,95 48,07
Meksika Meksiko 19,43 72,15
El Salvador San Salvador 13,91 99,83
Nijerya Abuja 9,07 152,25
Ekvador Kito -0,18 7639,45
Peru Lima -12,05 114,96
Brezilya Brasillia -15,79 88,20
Brezilya Sao Paulo -23,54 60,09
Brezilya Porto Alegre -30,03 47,96
Avustralya Sidney -33,87 43,06
Avustralya Kanberra -35,28 41,55
Avustralya Melburn -37,84 39,12

Donen koordinat sisteminde, salinim diizleminin hareketi bu diizleme dik olan 1 =

rXr

xr|

birim vektorii ile betimlenir. (2.9)’daki konum vektorii burada yerine yazildiginda

A= 200 (34)

vektorii bulunur. Burada (3.1a) ve (3.1b) ifadelerinin kullanilmasiyla
fl = sin(Q,t) 0 + cos(Q,t) P (3.5)
elde edilir. Bu vektor zaman ilerledikce saat yoniinde doner.

(3.4)’de @ = cos A cospX + cos@sinpy —sinf 2 ve § = —sinp X + cos @ y yerine
yazilirsa, eylemsiz sistemdeki
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—(xsin @+y cos ¢ cos 8)x+(x cos ¢—y sin ¢ cos 6)y+y sin 62

n= (3.6)
elde edilir. Benzer sekilde (3.1a) ve (3.1b) ¢oziimleri (3.6)’de yerine yazilir ve ¢ = Qt
alinirsa

n = (—cos(Q,t) sin(Qt) + sin(Q,t) cos(Qt) cos 8)x + (cos(Q,t) cos(Qt) +
sin(Q,t) sin(Qt) cos 0)y —sin(Q,t)sin6 2 (3.7)
vektorii bulunur.

(3.7)’de 8 = 0 (4 = 90°) segilirse kutup bolgesinde = ¥ bulunur. Bu bolgede x ekseni
boyunca salinan sarkacin salinim diizlemi degismez ve y eksenine diktir. 8 = 90° (1 =
0) oldugunda ekvatora teget olan n = —sin(Qt) X + cos(Qt) y vektorii bulunur. Salinim
diizlemi ekvator diizlemine dik olacak sekilde diinyayla birlikte hareket eder. (3.7)’de
6 = 60° (A = 30°) oldugunda presesyon periyodu T, = 2T’dir. Bu bdlgede N =
0,1,2, ...olmak iizere t = NT degerleri i¢in #i = cos(Nm)y = (—=1)Vy elde edilir.
Baglangi¢ anindan =y ve T = 7;—’7 zaman sonra 1 = —9 bulunur. Bu durumda salinim

diizlemi 180° donmiis demektir. 2T = T, zaman sonra gene baslangi¢c anindaki i = y
bulunur. Bdylece salinim diizlemi 360° donerek tekrar orijinal konumuna gelmis olur.
Paris’in bulundugu enlemde, 6rnegin, bir giin siire sonra 7 = —0,8X + 0,72 ve bir
presesyon siire sonra da 1 = —0,9x% — 0,5y bulunur.

3.2. Hannay acisi

Bu boliimde Foucault sarkacinin Hannay acist hesabi verilmistir [7]. Sarkag¢ kiitlesi
diinyaya teget bir diizlemde hareket etmektedir ve diizlemde diinyanin kendi ekseni
etrafinda donmesinden dolay1 onunla birlikte donmektedir. Hareket diizlemi diinya
etrafinda bir tur dondiiglinde ag¢1 degiskeni a (Sekil 2) dinamik faz yaninda ek olarak
geometrik faz kazanacaktir. Hannay acis1 olarak adlandirilan bu faz baslangig
sartlarindan bagimsizdir. Ongoriilen varsayimlar altinda sarkacin analitik ¢6ziimii (2.18)
bilindiginden Hannay acisim1 bulmak kolaydir. Kompleks ¢dziim (2.18), { = e~ “¥tg,
seklinde yazildiginda geometrik fazin —(,t ifadesinden geldigi goriiliir, ¢iinkii {; kismi
hareketin baglangi¢ kosullarini icermektedir. Bunu daha agik bir sekilde gormek igin
(2.20a) ve (2.20b) denklemlerinde 6zel baglangig sartlart segelim: (xo, 0) Ve vy, = vg,, =
0. Aslinda bu sartlar gergek Foucault sarkacini salinima birakmak i¢in kullanilan
baslangi¢ sartlaridir. Bu durumda (2.20a) ve (2.20b) denklemleri

x(t) = xy cos(,t) cos(wt) + (%) sin(£2,-t) sin(wt) (3.8a)
y(t) = —x, sin(Q,t) cos(wt) + (%) cos(Q,t) sin(wt) (3.8b)

halini alacaktir. Kompleks ¢oziimiin { biiytikligi |{| = p(t) = «/x? + y? ile bulunur:
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p(t) =20 \/Z—i + cos?(wt) (3.9

w
{’nin argiimani veya faz1 da arg({) = a(t) = tan™?! (%) ifadesinden elde edilir:

—tan(Q,t) +% tan(wt)

tana(t) = (3.10)

1+% tan(Q,t) tan(wt)

Hannay agisini bulmak i¢in denklem (3.10)’da tan ¢, = %tan(wt) seklinde ¢, fazini

tanimlayalim. Bunu denklem (3.10)’da yerine koyarsak tana(t) = tan(¢, — Q,t)
bulunur. Boylece sarkag kiitlesinin faz ifadesi a(t) = —Q,t + ¢, olarak elde edilir.
Buradaki ¢, ifadesi dinamik fazi, ilk terim —(,.t ise geometrik faz1 vermektedir:

a(t) = —Q,t+tan™?! (%tan(wt)) (3.11)

Denklem (3.11)’de bir periyot T = %n zaman gegtiginde (diinya bir tur attiginda), 8 birim

vektoriine gore {(t), —Q,T = —2m cos @ kadar donmiis olacaktir. Ama bu siirede 8
birim vektori de saat yoniiniin tersine 2 kadar donmiis olur. Sonug olarak toplam faz
degisimi Hannay agisin1 verir.

0y = 2n(1—cosB) (3.12)

Bu agimin ¢ok iyi bilinen bir geometrik anlami vardir: Sekil 1’den goriilmektedir ki, 8y
hareket diizleminin kapali bir enlem (6 agis1 ile belirlenen) boyunca taradig: kati agiya
esittir [8].

4. Sonuc ve oneriler

Etkin yercekimi ivmesi kutuplarda ekvatora gore daha biiyiiktiir. Bu nedenle yerkiireyi
olusturan maddeler kutuplarda daha basik olacak sekilde katilasmis ve diinya elipsoit bir
sekil almistir. Teldeki gerilme, yercekimi ve Coriolis kuvveti ile etkilesen sarkacin
hareket denklemi en genel halde ¢oziilerek verildi ve Foucault’nun 1851 yilindaki deney
sonuglartyla uyumlu oldugu gozlendi. Kuzey yarimkiirede bulunan bir gozlemciye gore,
salimim diizlemi saat yoniinde hareket eder. Giliney yarimkiirede salinim diizlemi saat
yOniiniin tersinde hareket eder. Teleskopla gozlem yapmadan kapali bir ortamda bile
diinyanin doniisii gozlenebilir.

Eylemsiz sistemden bakildiginda, salinim diizleminin normali yine enlem acgisina ve
zamana baghdir. Enlem agis1 30° oldugunda salinim diizlemi tam bir giin sonra 180°
doner (Kahire, New Orleans ve Porto Alegre). Presesyonun periyodu o6l¢iildiigiinde
sarkacin asili bulundugu boélgedeki enlemin agisal degeri ve sarkacin dogal salinim
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periyodu dlgiildiigiinde yer¢ekiminin ivmesi hesaplanabilir. Presesyon periyodu kutup
bolgelerinde kiiciik, Ekvator bolgesinde biiyiiktiir. Foucault sarkaciyla yerkiirenin kendi
ekseni etrafindaki doniisii ve donme etkileri agiklanabilir. Bunun yaninda Foucault
sarkacinin  klasik geometrik fazi (Hannay acis1) analitik ¢oziimden dogrudan
cikartilmistir. Bunun hareket diizleminin diinyanin bir tur donmesi sonucunda taradigi
kat1 a¢1 oldugu bulunmustur.

1817°de Johann Bohnenberger tarafindan kesfedilen mekanik alete sarkacin temel
ilkelerini uygulayip gergeklestirdi ve buna jiroskop ismini verdi.

Foucault’nun sarkaciyla yaptigi bu biiylik kesif bilim diinyasinin en iinlii ve unutulmaz
deneylerinden biridir.  Presesyon periyodunun kii¢iik oldugu (ekvatordan uzak)
bolgelerde birgok tiniversite, gdzlemevi ve miizelerinde rahatlikla sergilenebilir.
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