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BAS T DO RUSAL REGRESYONDA SA LAM VE THEIL 
KEST R C LER N N KAR ILA TIRILMASI 

Onur TOKA*     Meral ÇET N**  Serpil AKTA  ALTUNAY***

ÖZET

Basit do rusal regresyon çözümlemesinde varsaymlar sa land nda elde 
edilen en küçük kareler(EKK) kestirim de erleri, Gauss-Markov teoremine 
göre parametrelerinin do rusal, yansz ve en küçük varyansl kestiricileridir. 
Ancak, varsaymlar sa lanmad nda elde edilen kestiriciler, olmas gereken 
özelliklerini kaybederler. Bu durumda regresyon çözümlemesinde alternatif 
olarak baz parametrik olmayan ya da sa lam yöntemler kullanlr.
Parametrik olmayan regresyon yöntemleri, hata da lmna ili kin normallik 
varsaym gerektirmezler. Theil kestirimi, örneklemde aykr de erler 
bulundu unda sa lam sonuçlar vermektedir (Nevitt, J., Tam, H. P., 1998). 
Sa lam regresyon ise yine regresyon çözümlemesinde gerekli olan 
varsaymlar sa lanmad nda, ola an en küçük kareler yöntemine alternatif 
olarak önerilen bir yöntemdir. Bu çal mada, basit do rusal regresyonda 
aykr de er varl nda sa lam regresyon yöntemler olan ortanca en küçük 
kareler(OEKK), en küçük kesilmi  kareler(EKKK), Huber’in M kestiricisi ve 
parametrik olmayan Theil regresyonu yöntemini kar la trmak için bir 
benzetim çal mas yaplm tr. Elde edilen sonuçlar göreli etkinliklerine göre 
kar la trlm  ve yorumlanm tr. Benzetim sonuçlarna göre sa lam 
yöntemden elde edilen kestiricilerin, Theil yönteminden elde edilen 
kestiricilere göre daha etkin sonuçlar verdi i görülmü tür.  

Anahtar Kelimeler: Aykr de er, Basit do rusal regresyon, Robust regresyon, Theil yöntemi.  

1. G R

Birçok bilim insan kendi çal malarnda daha sa lam sonuçlar buldu unu
gösterebilmek adna uygulamal istatisti i sklkla kullanr. E er iki de i ken arasnda 
bir ba  oldu unu, bu de i kenlerden birinin di erini açklamada etkili oldu unu 
dü ünüyorsa, en çok kullandklar uygulamal istatistik alan ise regresyondur. 
Regresyon, ba ml de i kenin, bir ba msz de i ken tarafndan açklanmasn
olu turan bir model olarak gösterildi inde basit do rusal regresyon olarak 
tanmlanmaktadr. Basit do rusal regresyon çözümlemesinde varsaymlar sa land nda
elde edilen tahmin de erleri, Gauss-Markov teoremine göre parametrelerinin do rusal, 
yansz ve en küçük varyansl kestiricileridir. Ancak, varsaymlar sa lanmad nda elde 
edilen kestirimler sa lamas gereken özellikleri kaybederler. Bu durumlarda parametrik 
olmayan ve sa lam (robust) yöntemler kullanlabilmektedir. Sa lam regresyon 
yöntemlerinden ortanca en küçük kareler (OEKK), en küçük kesilmi  kareler (EKKK), 
Huber’in M kestiricisi kullanlm tr. OEKK, Rousseeuw ve Leroy (1987) tarafndan
açklanan hem x hem de y’lerdeki aykr de erlere kar  sa lam bir kestiricidir. 
EKKK’da yine Rousseeuw ve Leroy (1987) tarafndan artklarn karelerini belli bir 
fonksiyon altnda minimize ederek aykr de erlere kar  sa lam tahminler elde etmeye 
çal an kestiricidir. 
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Huber (1973), M kestiricisini, artklarn bir fonksiyonunu minimize ederek belli bir 
denklem sistemiyle özellikle y yönündeki aykr de erlere dayankl olan sa lam bir 
yöntem olarak tanmlanm tr. Theil yöntemi ise sa lam kestiricilere alternatif olarak 
sunulmu tur. Basit do rusal regresyonun e im olarak da nitelendirilen 1 katsays
kestirimi için Sievers (1978) ve Scholz (1978), Randles ve Wolfes (1979), Dietz (1987), 
Nevitt ve Tam (1998), çe itli e im formülleriyle aykr de erlere dayankl
a rlklandrmalar geli tirmi lerdir. Bu çal mada, basit do rusal regresyonda aykr
de er varl nda sa lam regresyon yöntemleri ve parametrik olmayan Theil regresyonu 
yöntemini kar la trmak için bir benzetim çal mas yaplm tr.

2. SA LAM REGRESYON 

Basit do rusal regresyon denklemi a a daki gibi tanmlanr:  

ii10i exy                                                                                               (1) 

Burada y  ba ml de i keni; x , ba msz de i keni tanmlarken ie ise hata terimidir. 

0  ve 1 de erleri, srasyla kesim noktasn ve e imi vermektedir.  Bu durumda e itlik
(1)’de verilen modelde yer alan katsaylarn kestirimi için klasik regresyon 
çözümlemesine alternatif olarak baz parametrik olmayan ya da sa lam(robust) 
yöntemler kullanlr. Sa lam regresyon yöntemi, hata terimi normal da lmayan ve/veya 
aykr de erler modeli etkiledi i zamanlarda EKK yöntemine alternatif olarak 
kullanlmaktadr (Candan, 1995). 

2.1 Ortanca En Küçük Kareler Kestirimi (Least Median Squares Estimation) 

Ortanca en küçük kareler(OEKK) kestirimi, aykr de erlerin ortaya çkartlmas için 
kullanlan sa lam bir yöntemdir. Rousseeuw (1984) tarafndan önerilen bu yöntem, 
artk karelerinin toplam yerine artk karelerinin ortancasnn en küçüklenmesi 
dü üncesine dayanr. Bu çözümlemede, 

iii xye

olmak üzere OEKK’y,

2
iiˆ ecatanorMinimize                                                                                         (2) 

olarak verilmi tir. Bu yöntem hem x hem de y yönündeki aykr de erlere kar 
sa lamdr. Ancak OEKK, e itlik (2)’de de görüldü ü gibi ortanca de erini en küçük 
yapmaya çal rken kalan (n–1) gözlemi dikkate almaz. Bundan dolay örneklem 
büyüklü ü arttkça regresyon katsaylarnn kestiriminde OEKK yöntemi, EKK’dan 
daha etkisiz olmaya ba lar. Etkisizli i gidermek amacyla Rousseeuw ve Leroy 
(1987)’de OEKK’in yerine en küçük kesilmi  kareler (EKKK) yönteminin 
kullanlabilece ini belirtmi lerdir (Ryan, 1997).  
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2.2 En Küçük Kesilmi  Kareler Kestirimi (Least Trimmed Squares Estimation) 

Rousseeuw ve Leroy (1987) tarafndan tanmlanan bu yöntem, artklarn kareleri 
2

)n(
2

)2(
2

)1( eee eklinde en küçükten en büyü e sralanmak üzere e itlik (3)’teki 
gibi verilir:

h

1i

2
)i(ˆ eMinimize                                                                                                (3) 

EKKK, yüksek bozulma noktasna sahip tahmin edicidir. Rousseeuw ve Leroy (1987), 
e itlik (3)’teki h  de erinin a a daki gibi alnmasn önermi lerdir:  

1)1(nh                                                                                                 (4) 

E itlik (4)’teki . ifadesi, tam say ksmn ifade etmektedir.  

Literatürde h  de eri için örneklemin gözlem saysna ve parametre saysna ba l
olacak ekilde e itlikler verilmi tir. h de erinin do ru tespit edilmesi önemlidir. Çünkü 

 kesilme oran kullanlarak elde edilen h de eri ile veride bulunabilecek aykr
de erlerin do ru miktar d arda braklrsa uygun bir kestirici elde edilmi  olur.

2.3 Huber’in M- Kestiricisi 

Do rusal regresyon için M kestiriciler, artk karelerin toplamndan çok, artklarn bir 
fonksiyonunu en küçük yapan kestiricilerdir. M-kestiricileri, y yönündeki aykr
de erlere kar  sa lamdr. Huber (1973), regresyon M kestiricilerini, 

n

1i
i )e(Minimize                                                                                              (5) 

olarak tanmlar. 

Burada, iii xye  ’dr. E itlik (5)’i en küçükleyebilmek için j ’ye göre ’nun
birinci ksmi türevleri )'(  sfra e itlenirse; denklem sistemi, 

0)xy(x)e(x
n

1i
iiij

n

1i
iij                                                                     (6) 

biçiminde elde edilir. Genel olarak  türev fonksiyonu do rusal de ildir ve iteratif 
yöntemlerle çözülür. Huber’in M- Kestiricisi, y yönündeki aykr de erlere kar  sa lam 
bir yöntemdir.  

3. THEIL REGRESYONU 

Theil yöntemi (Theil, 1950) parametrik olmayan yöntemlerden birisidir. Theil 
kestiricileri aykr de erlerin bulundu u durumda veri kümesi için uygulanan sa lam 
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yöntemlere alternatif olarak sunulmu tur. Hatalarn herhangi bir da lm için 
parametrik olmayan yöntemler iyi sonuç vermelerine ve sa lam regresyon 
kestiricilerinin benzer sonuçlarna götürmelerine ra men birçok hesaplama i lemi 
yaplmaktadr (Mutan, 2004). 

Basit do rusal regresyon modelinde 0  ve 1  parametrelerine kar lk gelen kestirimler 
Theil yöntemi ile elde edilebilir. Bu yöntemde, herhangi bir .i  ve .j  iki nokta arasndaki
do runun e imi için a a da verilen e itlik tanmlanr: 

)xx(
)YY(

S
ij

ij
ij ji  ve ji xx                                                                          (7) 

E itlik (7)’deki ijS  de erleri kullanlarak, basit do rusal regresyon modelinde 0  ve 1

katsaylarnn kestirimleri, srasyla e itliklerdeki gibi bulunur: 

)S(catanorˆ
ijT1

)X(catanor)Y(catanorˆ
T0                         (8) 

Dolaysyla bu yöntemde olas tüm ikili e imlerin ortancalarnn alnmasyla tüm 
örneklem noktalarndan geçen do runun e imi için sa lam bir kestirim elde edilir ki, bu 
kestirim örneklemdeki aykr de erlere kar  dayankl bir kestirimdir (Nevitt ve Tam, 
1998).

Theil kestiricisinin e itli ini olu turulan ijS  e im de eri için zaman içerisinde farkl
yakla mlarda olmu tur. E im için verilen farkl formüllerde a a daki gibidir:

1 ’in en küçük kareler kestiricisi SEKK1  ile gösterilirse, e itlik (9)’da a rlk
2

ijij )xx(w  olmak üzere ijS ’nin a rlklandrlm  ortalamadr.

ji ij

ji ijij
SEKK1 w

Sw
                                                                                            (9) 

Randles ve Wolfe (1979), ijS ’nin a rlklandrlmam  ortalamalarn 1 ’in 
kestiricisi olarak önermi lerdir: 

N

S
ˆ ji ij

SO1                                                                                                   (10) 

Dietz (1987), Theil’in vermi  oldu u kestiriciyi her bir ijS  için bütün ji  ve 

ji xx  de erlerinde olaslklar atanarak olu turulan olaslk da lmnn
ortancas olarak alnd n belirtmi tir. ijw  a rl nn de i tirilmesiyle elde 
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edilmi tir. ijS  için 
ji ijij ww olaslklar olu turularak elde edilen olaslk

da lmnn ortancalarndan elde edilir. A rlklar a a daki gibi iki ekilde ele 
alnr:

o Sievers (1978) ve Scholz (1978)’un önerdikleri kestirim için ilk a rlk
)ij(w ij ’dir.

o Sievers (1978) ve Scholz (1978)’un önerdikleri kestirim için ikinci 
a rlk )xx(w ijij ’dir.

Theil, birçok kestirim yöntemi ile kar la trlm  ve kavram olarak örneklem 
verilerindeki aykr de erlere dayankl e im kestiricisi olarak yorumlanm tr (Nevitt 
ve Tam, 1998). 

4. BENZET M ÇALI MASI

Bu bölümde çal mann amacna uygun olarak bir benzetim çal mas “S-Plus” paket 
program kullanlarak yaplm tr.

Benzetim çal masnda basit do rusal regresyon için, Theil kestiricilerinin, EKK, 
OEKK, EKKK ve Huber’in M-kestiricisinden daha tutarl bir kestirici olup olmad 
incelenmi tir. Bu amaçla a a da verilen hata da lmlarndan, çe itli bozulum 
oranlarnda veri türetilerek 1000 tekrar üzerinden kestiricilerin parametre kestirimleri ve 
hata kareler ortalamalar (HKO) elde edilmi tir. Theil kestiricisinin verilerdeki 
bozulmalarda EKK’dan daha etkili sonuç verip vermedi i ve sa lam yöntemlerden elde 
edilen kestiriciler ile Theil kestiricisinin sonuçlar arasndaki farkllklar HKO’larna
göre kar la trlm tr.

Benzetim çal masnda hatalarn da lm çe itli biçimlerde ve çe itli bozulumlarla 
alnarak yukarda belirtilen Theil yöntemi ve robust yöntemler uygulanm tr.

Hatalarn da lm n=7, 10, 30, 50 gözlemleri için standart normal da lmdan 
türetilmi tir. Bozulmalar ise n=10, 30, 50 durumlar için srasyla %10 ve %30 olarak 
alnm tr.

Normallik varsaymn bozmak için çe itli bozulma oranlar kullanlarak bozulmu
(contaminated) da lmlar elde edilmi tir. Verilerde kullanlan bozulma oranlar ve 
da lmlar Tablo 1’de verilmi tir.
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Tablo 1. Da��l�mlar�n aç�klamas� ve numaraland�r�lmas�
Da��l�m No Türetilen Da��l�m

1

2 Lognormal(0,1) 
3 n=10 için %10 bozulma, N(0, 1)+N(0, 5) 
4 n=10 için %10 bozulma, N(0, 1)+N(0, 9) 

5 n=10 için %30 bozulma, N(0, 1)+N(0, 5) 
6 n=10 için %30 bozulma, N(0, 1)+N(0, 7) 
7 n=10 için %30 bozulma, N(0, 1)+N(0, 9) 

8 n=30 için %10 bozulma, N(0, 1)+N(0, 5) 
9 n=30 için %10 bozulma, N(0, 1)+N(0, 7) 
10 n=30 için %10 bozulma, N(0, 1)+N(0, 9) 
11 n=30 için %30 bozulma, N(0, 1)+N(0, 5) 
12 n=30 için %30 bozulma, N(0, 1)+N(0, 7) 
13 n=30 için %30 bozulma, N(0, 1)+N(0, 9) 
14 n=50 için %10 bozulma, N(0, 1)+N(0, 5) 
15 n=50 için %10 bozulma, N(0, 1)+N(0, 7) 
16 n=50 için %10 bozulma, N(0, 1)+N(0, 9) 
17 n=50 için %30 bozulma, N(0, 1)+N(0, 5) 

18 n=50 için %30 bozulma, N(0, 1)+N(0, 7) 
19 n=50 için %30 bozulma, N(0, 1)+N(0, 9) 

Çal��man�n amac�na göre yap�lan benzetim çal��mas�nda elde edilen sonuçlar Tablo 
2�de verilmi�tir.
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Tablo 2. Kestiricilere göre hata kareler ortalamas (1000 tekrar) 

Hata Da lm EKK OEKK EKKK M(Huber) Theil 
1 0.760639 1.907258 1.406432 0.804242 1.200008 

n=
7

2 6.373845 3.289422 4.391503 4.044770 4.142326 
1 0.525224 1.618579 0.797478 0.540453 0.766247 
2 6.101038 2.158424 2.778860 3.364054 4.195681 
3 1.608523 1.853754 0.790540 0.786184 1.187160 
4 3.951855 1.696885 0.713423 0.821764 1.218585 
5 2.073792 2.137039 2.150130 1.633030 2.281333 
6 3.661883 2.207651 3.568635 2.651068 3.494634 

n=
10

7 5.507690 1.927702 5.420628 3.751212 4.166321 
1 0.148816 0.662648 0.233411 0.156341 0.455342 
2 3.682325 0.728911 1.515712 1.854906 3.359937 
8 0.420624 0.665532 0.214987 0.208488 0.544231 
9 0.667655 0.634291 0.187397 0.207318 0.566440 

10 1.008647 0.631276 0.190876 0.223598 0.661829 
11 0.586829 0.744540 0.602068 0.430104 1.125093 
12 0.955765 0.721627 0.903869 0.546220 1.607480 

n=
30

13 1.513571 0.670040 1.500407 0.734984 2.141729 
1 0.083079 0.443300 0.142553 0.086583 0.440086 
2 3.011150 0.556451 1.402420 1.728431 3.352240 

14 0.245730 0.458338 0.125796 0.118967 0.476246 
15 0.384389 0.446537 0.118535 0.123855 0.457891 
16 0.555831 0.453147 0.111312 0.124860 0.486005 
17 0.303736 0.475230 0.332670 0.216577 0.657527 
18 0.545853 0.445948 0.606537 0.301645 0.828066 

n=
50

19 0.870570 0.408874 0.940922 0.381872 1.259474 

Tablo 2 incelendi inde a a daki sonuçlar elde edilmi tir. Buna göre; 

n=7 durumu için, hatalar normal da ld nda beklenildi i gibi, EKK yönteminden elde 
edilen HKO de erleri en küçüktür. Huber’in M kestiricisi, EKK’dan sonra di er
kestiricilere göre daha küçük HKO’na sahiptir. Da lm lognormal oldu unda ise en 
küçük HKO’l kestirici OEKK’dr. Huber’in M kestiricisi de di er kestiricilere göre 
küçük HKO’ya sahiptir. Theil kestiricisi, lognormal da lm durumunda EKK’den daha 
küçük HKO’sna sahip oldu u görülmü tür.

n=10 oldu unda, yine beklenildi i gibi normal da ld nda en iyi kestirici EKK’dr ve 
Huber M kestiricileri de iyi kestiricilerdir. Hatalar lognormal da ld nda OEKK en 
küçük HKO’na sahiptir. Lognormal da lmda tüm sa lam kestiriciler Theil 
kestiricisinden iyi sonuç verirken Theil kestiricisi EKK’dan daha iyi sonuç vermi tir.
Veriler %10 bozuldu unda EKKK ve Huber-M sa lam kestiricileri en iyi kestiricilerdir. 
Theil kestiricisi %10 bozulmada EKK’dan daha iyi sonuç vermi tir. %30 bozulma 
durumunda ise en iyi kestirici OEKK kestiricisidir. Theil kestiricisi sa lam 
kestiricilerden daha iyi sonucu hiç verememi tir ama EKK’dan daha dü ük HKO’na 
sahip olarak EKK’dan daha iyi kestirici olmu tur. 
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n=30 oldu unda, sonuçlar %30 bozulmann oldu u durumda biraz de i mektedir. 
Bozulmann olmad  durumda EKK yine en iyi kestirici olarak görülmektedir. 
Lognormal da lmda OEKK kestiricisi iyi sonuç vermi tir. Theil kestiricisi, lognormal 
da lmlarda sa lam kestiricilerden daha iyi sonuç verememesine ra men EKK’dan 
daha iyi bir kestirici olmu tur. %10 bozulma durumunda EKKK ve Huber’in M 
kestiricisi iyi sonuçlar vermi , Theil kestiricisi EKK’dan daha iyi olmaktan öteye 
geçememi tir. %30 bozulma durumunda ise sa lam kestiriciler arasnda Huber’in M 
kestiricisi ve OEKK iyi sonuçlar vermi tir. Theil kestiricisi yine bozulma durumlarnda
sa lam kestiricilerden daha iyi sonuç vermedi i gibi %30 bozulum durumunda EKK 
bile Theil kestiricisinden daha küçük HKO’s vermi tir.

n=50 oldu unda, sonuçlarn hemen hemen n=30 durumuyla ayn oldu u görülmektedir. 
EKK’ler bozulum olmad nda yine en iyi kestiricidir. Lognormal da lmda OEKK en 
iyi kestiricidir. Theil kestiricisi, veri says arttkça n=7, 10, 30 durumundakilerden 
farkl olarak EKK’dan daha yüksek HKO’na sahiptir. %10 bozulmada EKKK ve 
Huber’in M kestiricisi, %30 bozulmada ise Huber’in M kestiricisi en iyi kestiricidir. 
Theil kestiricisi yine EKK’dan bile daha büyük HKO’s vererek çözümlemelerde etkili 
kestiriciler elde edememi tir.

5. SONUÇ VE TARTI MA

Literatürde çal malara bakld nda en çok EKK ile Theil kestiricisinin kar la trlmas
yaplm  ve Theil kestiricisinin varsaym bozulumlarnda EKK’ya göre daha sa lam 
oldu u sonuçlarna varlm tr.
Bu çal mada ise Theil kestiricisi EKK’ya göre 7, 10, 30 gözlemli verilerde ve %10’luk 
bozulumlarda daha iyi sonuç vermesine ra men n=50 oldu unda %10 ve %30 
bozulumlarda EKK Theil’den daha iyi sonuç vermi tir. Theil kestiricisi, parametrik 
olmayan bir yöntem oldu undan %10 ve %30’lu bozulumu olan belli bir parametrik 
sistemde sa lam kestiriciler kadar ba arl olmad  görülmü tür.

EKK kestiricisinin, da lmda herhangi bir bozulma olmad nda en iyi kestirici oldu u,
ayrca OEKK kestiricisinin lognormal da lmlarda gözlem says fark etmeksizin en 
önemli kestirici oldu u görülmü tür. Theil kestiricisi bu benzetim sonuçlarna göre 
genel olarak ba arsz olmu tur. Di er da lm varsaymlarna göre olan davran  da 
ayrca incelenebilir.  
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COMPARISON OF ROBUST AND THEIL ESTIMATORS IN 
SIMPLE LINEAR REGRESSION 

ABSTRACT 

According to Gauss-Markov Theorem, ordinary least squares (OLS) 
estimates are best linear unbiased estimators when the assumptions are 
satisfied in simple linear regression. However, these estimates in regression 
models are not resistant to deviations from classical assumptions. In this 
situation, some nonparametric or robust methods are used as alternatives in 
regression analysis. Nonparametric statistical methods require no normality 
assumption about the error distribution. Theil’s estimator gives robust results 
when outliers are present in the sample (Nevitt, J., Tam, H. P., 1998). Robust 
methods are also alternative methods to ordinary least square estimates when 
the necessary assumptions in regression analysis are not satisfied. In this 
study, the robust methods of median least squares (MLS), least squares, 
Huber’s M estimator and nonparametric Theil’s regression method are 
compared by performing a simulation study for simple linear regression 
model when data consist of outliers. The performances of estimators are 
compared and interpreted with respect to their efficiency. According to 
simulation results, estimators obtained from robust methods provide more 
efficient results than the ones obtained from Theil’s method.  

Keywords: Outliers, Robust regression, Simple linear regression, Theil’s method.  




