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ABSTRACT
In this article, our aim is to first obtain a new integral inequality with the weighted Jensen inequality,
and by applying this inequality, new mean inequalities will be obtained.
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Agirlikli Jensen esitsizligi yardimiyla ortalama esitsizlikler

OZET

Bu makalede amacimiz, agirlikli Jensen esitsizligi ile ilk olarak yeni bir integral esitsizligi elde etmek
ve bu esitsizligin uygulanmasi ile yeni ortalama esitsizlikler elde edilecektir.
Anahtar Kelimeler: Konveks fonksiyonlar, Jensen esitsizligi, ortalama esitsizlikler.
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|. GIRIS

Jensen esitsizliklerinin [3], [6] optimizasyonda (bakiniz, 6r., [4]), olasilik teorisinde (bakiniz,
or., [5]) ve matematigin bir¢ok alaninda 6nemli bir rol oynadig: bilinmektedir. Ayrica, Jensen
esitsizligi, yillar iginde, 6lgllebilir uzaylar ve 6zellikle olasilik uzaylar gibi ¢esitli baglamlarda
artan sayida yeni versiyonlara sahiptir [2]. Jensen esitsizligi; f : (a, b)—) R konveks bir

fonksiyon ve neN, I, +r,+..+r =1 olacak sekilde I,,,...,r, €(0,1) olsun. O halde
X, Xy, X, €(@,0) igin

F(rx + 0%+ 0% ) <G T(X )+ 6, T (X,)+..+1 F(X,)
olarak bilinmektedir. Bu esitsizligin agirlikli versiyonuise f : I — R konveks bir fonksiyon,
X, X5 X, €1 ve m +m, +...4+4m, >0 olacak sekilde m;,m,,..,m >0 reel saylar olsun.
O halde

o[ MX A mX, £+ m,x, Smlf(x1)+m2f(x2)+...+mnf(xn).
m, +m, +...+m, m, +m, +...+m,

Jensen esitsizlikleri literatiirde dnemli bir yere sahip oldugu bilinmektedir. Oyle ki bu
esitsizlikler yardimiyla Aritmetik-Geometrik Ortalama(AO-GO), Cauchy-Schwarz, Young,
Holder ve Minkowski gibi literatlirde cokca kullanilan bu esitsizliklerin bazilarini kolayca elde
edilebilindigini asagidaki fonksiyon segimleri ile kolayca goriilmektedir.

a) f(x)=-Ihx fonksiyonu (O, oo) aralig1 tizerinde konveks fonksiyon oldugunda
L=l =.=r

=1 ve x €(0,0),i=12,.,n secilmesi ile Jensen esitsizligini uygularsak

_In(x1+x2+...+xnj<_(ln X, +Inx, +...+In xnj

n n
olup gerekli diizenlemeler yapildiginda

X, + X, + .o X
0 X, Ky X, < 22 n

n

yani
GO<AO
bulunur.

b) f(x)=x* fonksiyonu R konveks fonksiyon oldugunda agirlikli Jensen esitsizligini
uygularsak

2
2 2 2
MyXy + MyXp + o+ M X, | X+ M X+ 4 M X
m +m,+..+m m +m,+..+m
olupburada m, =b/ ve x, =%, i=12..,n secilmesiile
2
(ajo, +a,b, +...+ab, ¥ <(a? +a2+..+a2)(o? +b? +...+b?)

seklinde Cauchy-Schwarz esitsizligi bulunur.

c) f(x)=e" fonksiyonu (O, oo) araliginda konveks fonksiyon oldugunda 1, +r, =1 olacak

sekilde =+, r,=¢ ve x =plha, x,=qlnb secilmesiile
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e e
_+_
p q

x4 ¥
q

er <

esitsizliginde gerekli diizenlemeler yapilirsa

p q
ab<a—+b—
P q

seklinde Young esitsizligi bulunur.
Integraller i¢in agirhikli Jensen esitsizligi asagidaki sekilde verilir [5].

Teorem 1. (Agirhkh Jensen Esitsizligi) F : [a,b] >R konveksve g : (a,b)—>R
stireklive [° f (x)dx < oo
J> (x)g(x)dx 1
( [z f (x)dx j Iz T (x)dx

j f()F (g(x))dx
dir.

a,b >0 olmak iizere bazi 6nemli ortalama esitsizliklerini asagidaki sekilde hatirlatalim [1]:

1) Aritmetik Ortalama

AO = Aa, t>)_""T+b

2) Geometrik Ortalama

GO =G(a,b) =+/ab,

3) Harmonik Ortalama

HO = H (a,b) = -2
a+b
4) Logaritmik Ortalama
a ,a=bigin
LO=L(a,b)=1 | .
Inb-Ina ya# b I(_;In

5) Ozdes Ortalama
10 1(a.b a , a=bigin
=1@D=15 )y asbign’

6) p -Logaritmik Ortalama

LO-L (ab , a=bhigin
= a1 p+l_,p+l L = .
P »(a,b) = I’ﬁﬂg_ai P, a=bicin
Dolayisiyla bu ortalamalar arasinda
HO<GO<LO<IO<AO

seklinde bir iligki vardir.
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Bu caligmada amacimiz yukardaki 6zel esitsizliklerin elde edilmesi diisiincesi ile agirlikli
Jensen esitsizliginin uygulamasiyla yeni bir esitsizlik tanimlamaktir. Bdylece elde edilen bu
esitsizligin uygulamalar1 yardimiyla da baz1 ortalama esitsizlikler elde edilecektir.

1. ANA SONUCLAR

Teorem 2. Negatif olmayan f,geL“([a,b]), 0<a<b, a=>1 igin

( [1 (x)g(x)dxja <(b- a)(“’z)( [t (x)dxj ( [o° (x)dxj o
dur.

Ispat. F(t)=t“",a>1 konveks fonksiyonu i¢in agirlikli Jensen esitsizligini uygulanirsa, bu
durumda

[ f(0g 7 (x)ax,

Pfgax)” _ 1
Lfoode ) T f(0dx

b a-1 b a-2 b
( [1 (x)g(x)dx) < ( [1 (x)dxj [0 1009 (e
yazilir. Buradan da ++¢ =1 olacak sekilde p=a, =% secilmesiile Holder esitsizligini

a-1

sag taraftaki integrallere uygulanirsa,

( [f (x)g(x)dx)al

a-1 a-1

< [( X f“(x)dx);( [ dxj“}(w( X f“(x)dx)i( X g“(x)dx) ‘

~(b- a)W( RE (x)dx)aj( [[o° (x)dxfl

olur. Boylece

[ [ (x)g(x)dx)a <(b- a)<“>( [re (x)dxj[ [o° (x)dxj

istenilen esitsizlik elde edilmis olur.

Sonuc 3. a@>1 ve O<a<b olmak tzere
La (a’b)S La(a—l) (a’b) (2)

1
ortalama esitsizligi saglanilir. Burada L, (a, b) = (%)" dr.

-1

Ispat. (1) esitsizliginde f(x)=x ve g(X)=Xx*", a>1 olacak sekilde segilirse

Uab x“dx)al <(b- a)“z(j: x“(“‘l)dx)
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pet _ g+t a-l 3 (b B a)a—z ba(a—l)ﬂ _g%leb#
a+1 B ala-1)+1

ba+1 _ a.0(+l a-1 ba(a—l)+l _ aa(a—l)+l
-_— <
&a+ﬂw—aﬁ " (ala-1)+1)(b-a)

ba+l _ a05+1 i ba(a—l)+l _ aa(a—l)+1 (1 ;
S a(a-1
((a+1)(b—a)) ((a(a—1)+1)(b—a))

La (a’ b) < La(afl) (a’ b)
elde edilir ve istenilen sonug elde edilmis olur.

Hatirlatma 4. Ozel olarak (2) esitsizliginde a=2 igin L,(a,b) =L, (a, b) olur. Diger
yandan, (2) de =3 almrsa L,(a,b) < L,(a,b) bulunur.

Sonug5. a>1 ve O<a<b olmak lzere

Lis (a,b)< L%(a,b)A(a,b) ©)

b+a

ortalama esitsizligi saglanilir. Burada Aa,b)= (T) dir.

Ispat. (1) esitsizliginde f(x)=x ve g(x)= Xé, a>1 olacak sekilde segilirse

( :X‘de)a . (b_a)azu:xadx)('[: xdx)

b% _ a% “ - ba+1 _ aa+l b2 _a2
2i(h—a) | |\ (a+1)(b-a) )\ 2(b-a)
(a+1)

b% _ a% “a < ba+1 _ aa+l ai(b + a)
2e(p—q) " (@+D)(b-a) 2

L= (a,b)< L% (a,b) A(a,b)

elde edilir ve istenilen sonug elde edilmis olur.

Hatirlatma 6. Ozel olarak (3) esitsizliginde a=2 igin L) (a, b)S L (a,b)A(a, b) yvazilr.
Sonuc7. a>1 ve O<a<b olmak tzere

L*, (a,b)L. (ina,Inb) < L*(a,b)In 1(a,b) (4)

ortalama esitsizligi saglanilir.
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Ispat. (1) esitsizliginde f(x)= 1 ve g(x)= In= X, & >1 olacak sekilde secilirse

U: In* xd—;ja <(b-a)? _[: x""dx_[: In xdx

-a+1

(b a)“((('g o ol I))] < by ! lno-1-atha-1)

(—a +1)(b—a) b-a

(Inb_lnajaL(lnalnb)< b —g e+ 1‘”(_(Z)(blnb—b—alna+a\j
b-a A B

b Al
L‘g‘(lna,Inb)Lfa(a,b)Ll(ma1|nb)gInb raa b+a

L“_(a,b)L, (N a,Inb) < L*(a,b)In I(a,b)
elde edilir ve istenilen sonug elde edilmis olur.

Hatirlatma 8. Ozel olarak (4) esitsizliginde o =2 icin

L2,@,b@ : (ha, InbO<>L2@,btn1Q,bO
yazilir.

Sonu¢ 9. «>1 ve O<a<b olmak tzere
L . (a,b) <G(a,b)

(5)
ortalama esitsizligi saglanilr. Burada G(a,b) =~ab dir.

Ispat. (1) esitsizliginde f(X)=1 ve g(X)=21, a>1 olacak sekilde secilirse
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a l-a l-a 2
(1 _ Ej <(b- a)a_z(—b e J
a b l-a

[Mja <2 ab
(1-a)(b-a)

L . (a,b) < G(a,b)

istenilen sonuc elde edilmis olur.

Hatirlatma 10. Ozel olarak (5) esitsizliginde a=2 igin L, (a, b)z G(a, b) olur. Diger
yandan, (5) de a =3 almrsa L ,(a,b)<G(a,b) bulunur.

Sonug 11. «¢>1 ve O<a<b olmak tzere
L(a,b)< A(a,b)
ortalama esitsizligi saglanilir. Burada L(a,b)=22- ve A(a,b)=22 dir,

~ Inb-Ina

Ispat. (1) esitsizliginde f(X) = X? Ve g(x)= X%, a>1 olacak sekilde secilirse

b @ o (b b1
dx| <(b—a)? | xdx| =d
(L x) (b-a) Lx x|, S o

(b-a) < (b—a)“(b—a)‘z(bz ;azjan b-ha)

1S(a+bj€nb—haj
2 b-a
b-a a+b
<
Inhb-Inha 2

L(a,b)< A(a,b)
elde edilir ve istenilen sonuc elde edilmis olur.

Sonu¢ 12. a>1 ve O<a<b olmak lzere
L, (a,b)< A(a,b) (6)

ortalama egitsizligi saglanilir.

Ispat. (1) esitsizliginde f(X) = xéveg(x) = Xi, a>2 olacak sekilde secilirse
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L.(a,b)< A(a,b)
elde edilir ve istenilen sonu¢ elde edilmis olur.

Hatirlatma 13. Ozel olarak (6) esitsizliginde ©O®2 igin L (a,b)< Ala,b) yazilr.

Teorem 14. f : [a,b]c(0,00)— R negatif olmayan stirekli bir fonksiyon olmak iizere

a>1 igin

! - jb fe (x)dxj @)

1 b ‘
—| f?(X)dx| <
(smal s <[5
dir.
Ispat. Teorem 2 de 6zel olarak f = g segilirse istenilen esitsizlik elde edilir.

Sonug 15. «¢>1 ve O<a<b olmak lzere
L (a,b)<G(a,b) (8)

ortalama esitsizligi saglanilir.

Ispat. (7) esitsizliginde f(x)=1, o >1 olacak sekilde segilirse

(b a(—")] (blabl_i__ja}z

z ib < ((bbl—_ a)(l—_;)]a ) L_a(la, b)

L (a,b)< G(a,b)

elde edilir ve istenilen sonug elde edilmis olur.

Sonug 16. a>1 ve O<a<b olmak lizere
T,(a,b)<T,(a,b)

ortalama esitsizligi saglamlir. Burada T,(a,b)= (a%;)g dir.

Ispat. (7) esitsizliginde f(X)=e*, a >1 olacak sekilde segilirse
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1 eZb_eZa a< 1 ebzx_eaa 2

b-a 2 \b-a «
eZb_eZa ES eab_eaa «
2(b-a) ab-a)

olur. Buradanda e* =s—>b=Ins ve e®=r —>a=Inr olarak alinirsa istenilen esitsizlik
elde edilmis olur.
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