
 1463 

 

 
 

 

Research Article 

 

Mean inequalities with the help of the weighted Jensen inequality 
 

 Mehmet Zeki SARIKAYA a,*,  Gizem KOZAN b 

 
a Department of Mathematics, Faculty of Science and Arts, Düzce University, Düzce, TURKEY 
b Department of Mathematics, Faculty of Science and Arts, Düzce University, Düzce TURKEY 

* Corresponding author’s e-mail address: sarikayamz@gmail.com 
DOI: 10.29130/dubited.1153656 

 

 

ABSTRACT 
In this article, our aim is to first obtain a new integral inequality with the weighted Jensen inequality, 

and by applying this inequality, new mean inequalities will be obtained. 
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Ağırlıklı Jensen eşitsizliği yardımıyla ortalama eşitsizlikler 
 

ÖZET 
Bu makalede amacımız, ağırlıklı Jensen eşitsizliği ile ilk olarak yeni bir integral eşitsizliği elde etmek 

ve bu eşitsizliğin uygulanması ile yeni ortalama eşitsizlikler elde edilecektir. 

Anahtar Kelimeler: Konveks fonksiyonlar, Jensen eşitsizliği, ortalama eşitsizlikler. 
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I. GİRİŞ 
 

Jensen eşitsizliklerinin [3], [6] optimizasyonda (bakınız, ör., [4]), olasılık teorisinde (bakınız, 

ör., [5]) ve matematiğin birçok alanında önemli bir rol oynadığı bilinmektedir. Ayrıca, Jensen 

eşitsizliği, yıllar içinde, ölçülebilir uzaylar ve özellikle olasılık uzayları gibi çeşitli bağlamlarda 

artan sayıda yeni versiyonlara sahiptir [2]. Jensen eşitsizliği;  ( ) Rbaf →,:    konveks bir 

fonksiyon ve  ,Nn    1...21 =+++ nrrr   olacak şekilde  ( )1,0,...,, 21 nrrr   olsun. O halde  

( )baxxx n ,,...,, 21    için 

( ) ( ) ( ) ( )nnnn xfrxfrxfrxrxrxrf ++++++ ...... 22112211  

olarak bilinmektedir. Bu eşitsizliğin ağırlıklı versiyonu ise  RIf →:   konveks bir fonksiyon,  

Ixxx n ,...,, 21   ve  0...21 +++ nmmm   olacak şekilde  0,...,, 21 nmmm   reel saylar olsun. 

O halde  

( ) ( ) ( )
.

...

...

...

...

21

2211

21

2211

n

nn

n

nn

mmm

xfmxfmxfm

mmm

xmxmxm
f

+++

+++












+++

+++
 

 

Jensen eşitsizlikleri literatürde önemli bir yere sahip olduğu bilinmektedir. Öyle ki bu 

eşitsizlikler yardımıyla Aritmetik-Geometrik Ortalama(AO-GO), Cauchy-Schwarz, Young, 

Hölder ve Minkowski gibi literatürde çokça kullanılan bu eşitsizliklerin bazılarını kolayca elde 

edilebilindiğini aşağıdaki fonksiyon seçimleri ile kolayca görülmektedir. 

 

a)  xxf ln)( −=   fonksiyonu  ( ),0   aralığı üzerinde konveks fonksiyon olduğunda  

nnrrr 1
21 ... ====   ve  nixi ,...,2,1),,0( =   seçilmesi ile Jensen eşitsizliğini uygularsak  








 +++
−







 +++
−

n

xxx

n

xxx nn ln...lnln...
ln 2121  

olup gerekli düzenlemeler yapıldığında  

n

xxx
xxx nn

n

+++


...
... 21

2.1  

yani 

AOGO  

bulunur. 

 

b)  2)( xxf =   fonksiyonu  R   konveks fonksiyon olduğunda ağırlıklı Jensen eşitsizliğini 

uygularsak 

n

nn

n

nn

mmm

xmxmxm

mmm

xmxmxm

+++

+++










+++

+++

...

...

...

...

21

22

21

2

11

2

21

2211  

olup burada  2

ii bm =   ve  ,
i

i

b

a

ix =    ni ,...,2,1=   seçilmesi ile  

( ) ( )( )22

2

2

1

22

2

2

1

2

2211 ......... nnnn bbbaaabababa +++++++++  

şeklinde Cauchy-Schwarz eşitsizliği bulunur. 

 

c)  
xexf =)(   fonksiyonu  ( ),0   aralığında konveks fonksiyon olduğunda  121 =+ rr   olacak 

şekilde  qp
rr 1

2
1

1 , ==   ve  ,ln1 apx =    bqx ln2 =   seçilmesi ile  
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q

e

p

e
e

yx

q

y

p
x

+
+

 

eşitsizliğinde gerekli düzenlemeler yapılırsa 

q

b

p

a
ab

qp

+  

şeklinde Young eşitsizliği bulunur. 

 

İntegraller için ağırlıklı Jensen eşitsizliği aşağıdaki şekilde verilir [5]. 

 

 Teorem 1. (Ağırlıklı Jensen Eşitsizliği)    RbaF →,:    konveks ve  ( ) Rbag →,:   

sürekli ve   dxxf
b

a
)(   

dxxgFxf
dxxfdxxf

dxxgxf
F

b

ab

a

b

a

b

a ))(()(
)(

1

)(

)()(






















     

dır. 

 

 0, ba   olmak üzere bazı önemli ortalama eşitsizliklerini aşağıdaki şekilde hatırlatalım [1]: 

 

1) Aritmetik Ortalama 

,
2

),(
ba

baAAO
+

==  

 

2) Geometrik Ortalama 

,),( abbaGGO ==  

 

3) Harmonik Ortalama 

,
2

),(
ba

ab
baHHO

+
==  

 

4) Logaritmik Ortalama 







=
==

−
−

,
için ,

için  ,
),(

lnln
ba

baa
baLLO

ab
ab

 

 

5) Özdeş Ortalama 

( )







=
==

−
,

için ,

için  ,
),( 1

1 ba

baa
baIIO

ab

a

b

a

b
e

 

 

6)  p -Logaritmik Ortalama 

( )( ) 







=
==

−+
− ++ .

için ,

için  ,
),( 1

11

1
ba

baa
baLOL

ppp

abp
abpp  

Dolayısıyla bu ortalamalar arasında  

AOIOLOGOHO   

şeklinde bir ilişki vardır. 
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Bu çalışmada amacımız yukardaki özel eşitsizliklerin elde edilmesi düşüncesi ile ağırlıklı 

Jensen eşitsizliğinin uygulamasıyla yeni bir eşitsizlik tanımlamaktır. Böylece elde edilen bu 

eşitsizliğin uygulamaları yardımıyla da bazı ortalama eşitsizlikler elde edilecektir. 

 

 

II. ANA SONUÇLAR 
 

Teorem 2.  Negatif olmayan   ( )baLgf ,,   ,  ,0 ba     1   için  

( )( )
)1()()()()(

2










−
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
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dxxgdxxfabdxxgxf
b
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b
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
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dır. 

  

İspat.  1,)( 1 = − ttF    konveks fonksiyonu için ağırlıklı Jensen eşitsizliğini uygulanırsa, bu 

durumda   

,)()(
)(

1

)(

)()( 1

1

dxxgxf
dxxfdxxf
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dxxgxfdxxfdxxgxf
b

a

b

a

b

a
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



 



 

yazılır. Buradan da  111 =+
qp

  olacak şekilde  
1

,
−

== 
 qp   seçilmesi ile Hölder eşitsizliğini 

sağ taraftaki integrallere uygulanırsa,   
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olur. Böylece 

( )( )








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istenilen eşitsizlik elde edilmiş olur. 

 

 Sonuç 3.  1   ve  ba 0   olmak üzere  

( ) ( ) )2(,, )1( baLbaL −   

ortalama eşitsizliği sağlanılır. Burada  ( ) ( )



1
11

))(1(
,

ab
abbaL
−+

− ++

=  dır. 

 

 İspat.  (1) eşitsizliğinde  xxf =)(    ve  1,)( 1 = − xxg   olacak şekilde seçilirse 

( ) ( )





−





 −−

−

 dxxabdxx
b

a

b

a
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1





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
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elde edilir ve istenilen sonuç elde edilmiş olur. 

 

 Hatırlatma 4.  Özel olarak (2) eşitsizliğinde  2=   için  ( )baLbaL ,),( 22 =   olur. Diğer 

yandan, (2) de  3=   alınırsa  ( )baLbaL ,),( 63    bulunur. 

 

 Sonuç 5.   1   ve  ba 0   olmak üzere 

( ) ( ) ( ) )3(,,,1

1 baAbaLbaL 






 +

+  

ortalama eşitsizliği sağlanılır. Burada  ( ) ( )
2

, abbaA +=  dır. 

 

 İspat.  (1) eşitsizliğinde  xxf =)(   ve  1,)(
1

= xxg   olacak şekilde seçilirse 

( )

( )

( )

( )

( ) ( ) ( )baAbaLbaL

ab

ab

ab

ab

ab

ab

ab

ab

ab

ab

ab

xdxdxxabdxx
b

a

b

a

b

a

,,,

2))(1(

)(2))(1(

1

1

1
)1(

1

1212

1212

1

11
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2211
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2

































































 +









−+

−
















−

−










−

−









−+

−
















−

−











−







+

+

+

+

++

++

+

++

+

++

+

−



 

elde edilir ve istenilen sonuç elde edilmiş olur.  

 

 Hatırlatma 6.  Özel olarak (3) eşitsizliğinde  2=   için  ( ) ( ) ( )baAbaLbaL ,,, 2

2

3

2

3    yazılır. 

 

 Sonuç 7.  1   ve  ba 0   olmak üzere 

( ) ( ) )4(,ln),()ln,(ln, 1 baIbaLbaLbaL 




−  

ortalama eşitsizliği sağlanılır. 
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 İspat. (1) eşitsizliğinde  =)(xf  
x
1   ve  1,ln)(

1

=  xxg   olacak şekilde seçilirse  

( )

( )
( ) ( )
( )( )

( ) ( ) ( ) 1ln1ln
1lnln1

lnln
lnln

lnln

11
2

1

11

2

11

1

−−−








+−

−
−















−+

−
−

−








+−+−
−

++

−−



aabb
ab

ab
ab

ab
ab

xdxdxxab
x

dx
x

b

a

b

a

b

a




















 

( )
( )

( )

( ) ( )baIbaLbaLbaL

ab

abab
baLbaLbaL

ab

aaabbb

ab

ab
baL

ab

ab

ab

,ln),()ln,(ln,

lnln
)ln,(ln,)ln,(ln

lnln

))(1(
ln,ln

lnln

1

1

1

1

0

11



















 



−

+−−











−

+−−









−+−

−










−

−

−

−

−
+−+− −

 

elde edilir ve istenilen sonuç elde edilmiş olur.  

 

 Hatırlatma 8.  Özel olarak (4) eşitsizliğinde  2=   için  

L
2
2
a,bL 1

2

lna, lnbL2
a,blnIa,b

 

 yazılır. 

 

 Sonuç 9. 1   ve  ba 0   olmak üzere 

)5(),(),( baGbaL −  

ortalama eşitsizliği sağlanılır. Burada  babaG .),( =   dir. 

 

 İspat.  (1) eşitsizliğinde  
x

xf 1)( =   ve  1,)( 1 = 
x

xg   olacak şekilde seçilirse 



 1469 

( )

( )

),(),(

.
))(1(

1

11

1

2

11

2
11

2

2
2

2

1

baGbaL

ba
ab

ab

ab
ab

ba

dxxabdx
x

b

a

b

a












−−

−










−

−
−








−






−









−

−−

−−
−

−−

−






















 

istenilen sonuç elde edilmiş olur. 

 

 Hatırlatma 10. Özel olarak (5) eşitsizliğinde  2=   için  ( ) ( )baGbaL ,,2 =−   olur. Diğer 

yandan, (5) de  3=   alınırsa  ( ) ( )baGbaL ,,3 −  bulunur. 

 

 Sonuç 11. 1   ve  ba 0   olmak üzere 

( ) ( )baAbaL ,,   

ortalama eşitsizliği sağlanılır. Burada  ( )
InaInb
abbaL

−
−=,  ve  ( )

2
, babaA +=   dir.  

 

 İspat. (1) eşitsizliğinde 

1

)( xxf =   ve  1,)(
1

=
−

xxg   olacak şekilde seçilirse 

( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )baAbaL

ba

ab

ab

ab

abba

ab
ab

ababab

dx
x

xdxabdx
b

a

b

a

b

a

,,

2lnln

lnln

2
1

lnln
2

1

22
2

2



+


−

−










−

−







 +


−






 −
−−−

−






−

−








 

elde edilir ve istenilen sonuç elde edilmiş olur. 

 

Sonuç 12.  1   ve  ba 0   olmak üzere 

( ) ( ) )6(,,2 baAbaL 


 

ortalama eşitsizliği sağlanılır. 

 

İspat. (1) eşitsizliğinde 2,)()(
11

==  xxvegxxf   olacak şekilde seçilirse 
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( )

( )( )

( ) ( )baAbaL
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xdxabdxx
b

a

b

a

,,
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2

222

2

2
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2
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

+
















−+

−






−







++

−
















 

elde edilir ve istenilen sonuç elde edilmiş olur. 

 

 Hatırlatma 13. Özel olarak (6) eşitsizliğinde  ☺2   için  ( ) ( )baAbaL ,,1    yazılır. 

 

 Teorem 14.    ( ) Rbaf → ,0,:   negatif olmayan sürekli bir fonksiyon olmak üzere  

1   için 

)7()(
1

)(
1

2

2









−










−  dxxf
ab

dxxf
ab

b

a

b

a





 

dır. 

 

 İspat.  Teorem 2 de özel olarak  gf =  seçilirse istenilen eşitsizlik elde edilir. 

 

 Sonuç 15. 1   ve  ba 0   olmak üzere  

( ) ( ) )8(,, baGbaL −  

ortalama eşitsizliği sağlanılır. 

 

 İspat. (7) eşitsizliğinde  1,)( 1 = 
x

xf   olacak şekilde seçilirse 

( )( ) ( )

( ) ( )baGbaL

baLab

ab

ab

ab

abbaab

,,

,

1

1

1

1

1111

1

11

2

2
11



=








−−

−











−

−

−

















−

−

−

−

−−

−−















 

elde edilir ve istenilen sonuç elde edilmiş olur. 

 

 Sonuç 16.  1   ve  ba 0   olmak üzere  

( ) ( )baTbaT ,,2   

ortalama eşitsizliği sağlanılır. Burada  ( ) ( )( )



1

lnln
,

rs
rsbaT
−
−=   dır. 

 

 İspat. (7) eşitsizliğinde  1,)( = xexf   olacak şekilde seçilirse 
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



−
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









−

−








 −

−








 −

−

ab

ee

ab

ee

ee

ab

ee

ab

abab

abab

 

olur. Buradan da  sbseb ln=→=     ve   rarea ln=→=   olarak alınırsa istenilen eşitsizlik 

elde edilmiş olur. 
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