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TABAKALI TESADUFi ORNEKLEMEDE
DOGRUSAL OLMAYAN MALIYET KISITLARI
ALTINDA ORNEK HACMININ TABAKALARA

DAGITILMASI

S. Tugba SAHIN"
OZET

Bu calismada, Tabakali Tesadiifi Orneklemede kitleden segilen n hacimli
ornegin, sabit bir biitce altinda tabakalara optimum sekilde dagitilmasi
incelenmigtir. Bu dagitim yapilirken iki farkli dogrusal olmayan maliyet
Sfonksiyonu kullanilmistir. Ayrica ele alnan iki farkli dogrusal olmayan
maliyet kisiti altinda hangi durumlarda ornek ortalamasi istatistiginin
varyansmmin  minimum oldugu incelenmigstir. Dogrusal olmayan maliyet
kisitlart kullamildiginda drnek hacminin tabakalara dagitilmasi, dogrusal
maliyet kisiti kullamildigindaki duruma gore daha zor ve zaman alicidir. Bu
calismada, hem amag fonksiyonunun, hem de maliyet kisitlarinin dogrusal
olmadigr durum dikkate alinarak, kitleden segilen n hacimli ornegin
tabakalara nasil dagitildigi ve 6rnek ortalamast istatistiginin varyansini nasil
etkiledigi simiilasyon ¢alismasi ile incelenmistir.

Anahtar Kelimeler: Dogrusal olmayan maliyet fonksiyonu, Optimum dagitim,
Tabakal tesadiifi 6rnekleme.

1. GIRIS

Tabakali tesadiifi 6rneklemede en 6nemli problem kitleden secilen » hacimli 6rnegin,
Ornek ortalamasi istatistiginin varyansint minimum yapacak sekilde tabakalara
dagitilmasidir. Bu dagitim icin bazi temel yontemler verilmistir. Tabaka biiytikliikleri
esit oldugunda esit dagitim, tabaka biiytikliikleri farklilik gosterdiginde orantili dagitim,
tabaka biiyiikliikleri ve tabaka varyanslari birbirinden farkli ise Neyman dagitimi,
tabaka biiytikliikleri ve tabaka varyanslarinin farkli olmasinin yaninda her tabakadan
birim se¢me maliyeti ya da tabakadan tabakaya seyahat maliyeti farklilik gosteriyorsa
en uygun dagitim yéntemlerinin kullanilmasi 6nerilmektedir (Yamane, 1967). Iyi bir
dagitim ile, minimum maliyete karsin maksimum duyarliligin elde edilmesi
kastedilmektedir.

Bazi durumlarda sabit bir biitce ile alan caligmasi yapmak gerekebilir. En uygun
dagitim yontemi, » birimlik 6rnegi belli bir maliyet fonksiyonu altinda, varyansi
minimum yapacak sekilde tabakalara dagitim temeline dayanmaktadir. Ornek hacminin
tabakalara dagitimi i¢in genellikle dogrusal maliyet kisit1 kullanilmaktadir. Dogrusal
maliyet kisitinin kullanilmasinin temelinde, tabakadan secilecek bir birimin maliyet
fonksiyonu tizerine etkisinin bir birim artis olarak dikkate alinmasi yatmaktadir.
Bununla birlikte, her zaman her tabakadan bir birim se¢cmenin ya da her tabakaya
seyahat etmenin, maliyet fonksiyonu {izerine etkisi bir birim artis olarak
yansimayabilir. G6z oniine alinmasi gereken ek maliyetlerle tabakalardan bir birim
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segcmenin maliyet fonksiyonu iizerine etkisi, bir birim artistan fazla ya da bir birim
secmenin maliyet fonksiyonu tizerine etkisi, bir birim artistan az olabilir. Bu gibi
durumlarda, kitleden secilen » hacimli 6rnegi dogrusal maliyet kisit1 altinda tabakalara
dagitmak uygun olmayacaktir. Tabakalardan segilecek 6rnek hacimlerinin belirlenmesi,
esitlik kisith bir optimizasyon problemidir ve ¢oztim icin genellikle Lagrange
carpanlart yontemi kullanilir. Maliyet fonksiyonu dogrusal oldugunda, 6rnek
ortalamasi istatisti§inin varyansmi minimum yapacak #, degerlerinin belirlenmesi

olduk¢a kolaydir. Bununla birlikte, maliyet fonksiyonlar1 dogrusal olmadiginda n,
degerlerinin belirlenmesi olduk¢a karmasiktir. Bu ¢alismada, dogrusal olmayan maliyet
kisit1 altinda, ornek ortalamasi istatistifinin varyansini minimum yapacak #,

degerlerinin belirlenmesi ile ilgilenilecektir. Literatiirde onerilen ve bu c¢aligmada
kullanilacak dogrusal olmayan maliyet fonksiyonlar1 asagidaki yapidadir:

¢ : Arastirma i¢in ayrilan toplam biitge
¢,: Sabit biitge

t,: h. tabakaya seyahat maliyeti

¢, h. tabakadan bir birim segme maliyeti
n,: h. tabakadan secilecek ornek hacmi

«a . Tabakalara seyahat etmenin ya da tabakalardan bir birim se¢gmenin maliyet
fonksiyonu tizerine etkisi

olmak tizere;

L
1. c:c0+Zthn,f‘,a>0

h=1
bicimindedir (Cochran, 1977, Bretthauer vd., 1999). Tabakalardan bir birim se¢me
maliyeti ¢ok farkli degil fakat tabakadan tabakaya seyahat maliyeti 6nemli derecede
farklilik gosteriyorken, bu maliyet fonksiyonunun kullanilmasi uygun olur.

L
2. c=c0+Zchn,‘f,a>0

h=1
bi¢cimindedir (Chernyak, 2001). Tabakadan tabakaya seyahat maliyeti 6nemli derecede
farkli degil fakat tabakalardan bir birim se¢me maliyeti farklilik gosteriyorken, bu
maliyet fonksiyonunun kullanilmasi uygun olur.

L
3. c=co+2th In(n,)
h=1

bi¢imindedir (Chernyak, 2001). Tabakalardan bir birim segme maliyeti ¢ok farkli degil
fakat tabakadan tabakaya seyahat maliyeti ¢ok farklilik gosteriyorken, bu maliyet
fonksiyonunun kullanilmasi uygun olur.

L
4. c:co+Zch In(n,)

h=1
bi¢cimindedir (Chernyak, 2001). Tabakadan tabakaya seyahat maliyeti 6nemli derecede
farkli degil fakat tabakalardan bir birim se¢me maliyeti ¢ok farklilik gosteriyorken, bu
maliyet fonksiyonunun kullanilmasi uygun olur.
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Literatirde uzun yillardir tabakali tesadiifi 6rneklemede, 6rnek hacminin tabakalara
dagitimi problemiyle ilgili calismalar yapilmaktadir. Bununla birlikte, yapilan
calismalarin ¢ogu dogrusal maliyet kisiti altinda 6rnek ortalamasi istatistiginin
varyansini minimum yapacak ornek hacimlerinin bulunmasi tizerinedir (Bretthauer ve
Shetty, 1995; Valliant ve Gentle, 1997; Bretthauer vd., 1999; Clark ve Steel, 2000;
Chernyak, 2001; Bosch ve Wildner, 2003; Khan vd., 2003; Khan ve Ahsan, 2003;
Semiz, 2004; Diaz-Garcia ve Garay-Tapia, 2005; Diaz-Garcia, 2006; Judez vd., 2006).

2. YONTEM

Bu béliimde, calismada kullanilan optimizasyon teknikleri tanitilmis ve dogrusal
olmayan maliyet kisitlar1 altinda 6rnek ortalamasi istatistiginin varyansint minimum
yapacak ornek hacimleri simiilasyon deneyi yardimi ile elde edilmistir.

2.1 Optimizasyon Teknikleri

Amag fonksiyonu ya da kisitlardan herhangi birisi dogrusal degil ise bu problem
dogrusal olmayan programlama problemidir. Ele almman c¢aligmada, hem 6rnek
ortalamasi istatistiginin varyansi, hem de maliyet fonksiyonlari dogrusal degildir.
Dogrusal olmayan problemlerin ¢6ziimiinde kullanilan pek ¢ok optimizasyon yontemi
bulunmaktadir (Hamdy, 1982; Rao, 1991; Bal, 1995). Ornek hacminin tabakalara
dagitimmda Lagrange carpanlart yontemi kullanildiginda bazi olumsuzluklarla
karsilasildigindan, bu ¢aligmanin simiilasyon deneyinde Kuhn-Tucker yo6ntemi
kullanilmaistir.

Lagrange c¢arpanlari yontemi, ister amag ister kisit fonksiyonu dogrusal olsun ya da
olmasin esitlik kisitli optimizasyon problemlerinin ¢dziimiinde kullanilan en yaygin
yontemdir (Bal, 1995). Kuhn-Tucker yontemi ise, esitsizlik kisitli optimizasyon
problemlerinin  ¢oziimiinde kullanilmaktadir. Kuhn-Tucker yontemi esitsizlik
kisitlarini, esitlik kisit1 haline getirerek, genel Lagrange fonksiyonu olusturma temeline
dayanir (Bal, 1995).

Kisit olarak dogrusal olmayan maliyet fonksiyonlar1 kullanildiginda, 6rnek ortalamasi
istatistiginin varyansinit minimum yapacak Ornek hacminin Lagrange c¢arpanlari
yontemiyle elde edilmesi asagidaki teoremlerde verilmistir. Bununla birlikte, Lagrange
carpanlar1 yontemi esitlik kisith bir optimizasyon yontemi oldugundan n, < N, kisitini

g6z Oniine alamadig icin elde edilen ¢6ziimlerde n, > N, ya da n> N gibi sonuglarla
karsilasmak miimkiindiir. Kuhn-Tucker yonteminde n, <N, (h=1, 2, ..., L) esitsizlik

kisitida g6z oniine alindigindan bu olumsuzluk ortadan kalkmis olur. Bu sebeple, bu
calismanin simiilasyon kisminda Kuhn-Tucker yontemi kullanilmustir.

L
Teorem 1: c:co+ZchnZ’ , a>0 olmak fzere, tabakali tesadiifi &rneklemede
h=1
belirlenmis bir maliyet icin bir baska ifadeyle kisit olarak maliyet fonksiyonu
alindiginda, 6rnek ortalamasi istatistiginin varyansi minimumdur ve her tabakadan
secilmesi gereken 6rnek hacmi (1) esitliginden elde edilir.
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C =c'=c—c,: Arastirma i¢in ayrilan biitceden, sabit giderler ¢ikarildiktan sonra geriye

kalan biitce
w, . h. tabakanin agirhg
S; . h. tabakanin varyansi olmak {izere;
L 1
ey (wesi re,) 0
n= L (1)

h=1

{i(WiS,fc% )%W)rz

Elde edilen » 6rnek hacmi, 6rnek ortalamasi istatistiginin varyansini minimum yapacak
sekilde tabakalara;

_ (VVhZS;/ch)%Ha) )
i(VVhZS;/ch)%Ha)
h=1

olarak dagitilir (Chernyak, 2001).

n 2

L

Teorem 2: c=c, + Zch In(n,) olmak tizere, tabakali tesadiifi drneklemede belirlenmis
h=l1

bir maliyet(C=c—c,) icin bir baska ifadeyle kisit olarak maliyet fonksiyonu

alindiginda, 6rnek ortalamasi istatisti§inin varyans1 minimumdur ve her tabakadan
sec¢ilmesi gereken drnek hacmi (3) esitliginden elde edilir.
L
C-Ye,m(WS;/c,)|
n=exp = x> WiSi /e, (3)

L
h=1
Z Ch
h=1

Elde edilen #n 6rnek hacmi, 6rnek ortalamasi istatistiginin varyansini minimum yapacak

sekilde tabakalara;
2¢Q2
nh = M Xn (4)
Z W:S; /e,
h=1

olarak dagitilir (Chernyak, 2001).

2.2 Simiilasyon Deneyi

Simiilasyon ¢alismast MATLAB programi kullanilarak yapilmustir.
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L L
221 c¢'= Zthln(nh) ve ¢'= Zthn}‘f Kisitlar1 Altinda V' (x) ’larin Karsilastirilmasi

h=1 h=1

L L
Bu boliimde, C':thln(”h) ve c':Z:thn;Z kisitlar1 g6z ontine alinarak olusturulan
h=1 h=1
modellerde hangi maliyet kisitinin, 6rnek ortalamasi istatistiginin varyansini nasil
etkiledigi, arastirma i¢in ayrilan biitgenin ne kadarinin kullanildigi ve problemlerin
¢Oziilme stireleri incelenmistir. Bu arastirma i¢in 1000 tekrarli Monte Carlo
simiilasyonu kullanilmistir. Simiilasyon ¢alismasinda kitle hacmi (N ), kitleden
segilecek drnek hacmi (n), biitge (¢ = c —c,), tabakadan tabakaya seyahat maliyeti (7, )

ve « baslangicta verilmistir. Her zaman her tabakadan bir birim se¢menin ya da her
tabakaya seyahat etmenin, maliyet fonksiyonu iizerine etkisi bir birim artis olarak
yansimamaktadir. « degeri, tabakalara seyahat ya da tabakalardan bir birim se¢menin
maliyet fonksiyonu iizerine etkisini yansitmaktadir. Bu bolimde, o >0 olmak iizere;
a’ya bagli maliyet kisitina iliskinde simiilasyon deneyi yapilarak, o ’nin hangi
degerleri i¢in yapilan 6rnek hacmi dagitimmin 6rnek ortalamasi istatistiginin varyansini
minimum yaptig1 da incelenmistir. Belirlenen dogrusal olmayan maliyet kisitlar1 altinda,
ornek ortalamasi istatistiginin varyansiin minimum yapilmasi i¢in kullanilan modeller
asagidaki gibidir.

Model 1:
Min V()_c)1

L
2 =n
h=1

L
> tn(n,)<c
h=1

r,<m, <k, h=1,...,L

Model 2:
Min V()?)2

L
2 m=n
h=1

r,<m <k, 6 h=1,...,L

Bu ¢alismada, modelde tabaka varyanslarimin ve tabakalara dagitilacak 6érnek hacminin
onceden bilindigi varsayilmaktadir. Bununla birlikte kitle hacmi biiyiik oldugunda
tabaka varyanslarin ve kitleden seg¢ilecek 6rnek hacminin belirlenmesi zordur. Bunun
icin kitleden segilen bir pilot 6rnek yardimu ile tabaka varyanslart tahmin edilip, kitleden
secilecek ornek hacmi belirlenebilir (Hansen vd., 1953; Yamane, 1967; Bretthauer vd.,
1999). Model kisitlarinda bulunan 7, <n, <k, kisitinda alt sir », =2 alinmustir.

. —\2 . .
Bunun nedeni s; = > (x, —%,)  olmasi ve n,=1 durumunda s; 'nin belirsiz
n, —14

h i=1
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olmasidir. Ust sinir icin ise 4. tabakadaki drnek hacminin alabilecegi en biiyiik deger
k, = N, verilmistir. Bundan sonraki islemler asagidaki adimlara gore yapilmistir.

Adim I: Tabaka biiyiikliiklerinin belirlenmesi i¢in Normal dagilimdan, N birimlik say1
uretilip, kullanilan Normal dagilimin ortalamasi ve kag tabaka oldugu dikkate alinarak
belirlenen tabaka sinirlari ¢ercevesinde tabaka biiyiikliikleri ve tabakalardaki birimler
elde edilmistir.

Adim 2: Belirlenen tabakadaki birimler yardimi ile tabaka varyanslar1 hesaplanmaistir.

Adim 3: 1ki farkli maliyet kisit1 altinda olusturulan Model 1 ve Model 2’nin ¢oziimleri
yapilmis, varyans degerleri ve CPU time degerleri elde edilmistir. Burada modellerin
¢Oziimii i¢in gerekli olan baslangi¢c noktasi, 6rnek hacmi i¢in belirlenen alt ve tist sinir
arasinda ortalama bir deger olarak segilmistir.

Adim 4: Adim 1-2-3 1000 defa tekrar edilmistir.

Adim 5. Sonuglarin genellenebilmesi i¢in 1000 tekrardaki varyans ve CPU time
degerlerinin ortalamasi alinarak, tabakalardan secilecek optimum 6rnek hacimleri,
varyans ve CPU time degerleri elde edilmistir.

Simiilasyon c¢aligmas1 maliyetlerin farkli degerleri altinda yapilmistir. Simiilasyon
calismasi iki, {ig, dort ve bes tabaka igin yapilmis, sonug¢lar dort tabaka igin
genellenebildiginden daha fazla tabaka dikkate alinmamustir. Sonuglar Tablo 1- Tablo
10 arasinda 6zetlenmistir. Tablolarda yer alan »,, gosterimi, i. modelden elde edilen /.

tabakadaki ornek hacmini ve i. Kul. Biitge ise i. modelden elde edilen optimum
¢ozlimler yerine yazildiginda arastirma igin ayrilan toplam biitgenin ne kadarmin
kullanildigimi ifade etmektedir. Tablolarda koyu olarak gosterilen yerler ise, miimkiin
¢Oziimiin saglanmadig1 durumlart ifade etmektedir.
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Tablo 1. iki tabaka olmasi durumu N =500, n =100, ¢'=500, t,=1vet,=1

a n, n, n,, ny V()_c)l V(,?)2 cpu, cpu, 1.Kul. 2.Kul.
Biitce Biitce

0,2 50,3630 49,6370 50,3630 49,6370 1,1739  1,1739 94,2500 94,4844 7,8240  4,3734
0,4 50,2000 49,8000 50,2000 49,8000 1,1603  1,1603 92,0156 95,0313 7,8240  9,5635
0,5 50,0630 49,9370 50,0630 49,9370 1,1469  1,1469 91,8594 94,2969 7,8240 14,1421
0,6 50,0650 49,9350 50,0650 49,9350 1,1561 1,1561 91,8750 93,7813 7,8240 20,9128
0,8 50,3190 49,6810 50,3190 49,6810 1,1640  1,1640 923125 94,6406 7,8240 45,7304
1 50,4640 49,5360 50,4640 49,5360 1,1648 11,1648 92,6094 95,2188 7,8240 100
1,2 50,0300 49,9700 50,0300 49,9700 1,1599  1,1599 96,3438 97,2813 7,8240  218,6724
1,5 50,0400 49,9600 39,6710 39,6360 1,1520  1,5275 92,1563 95,8438 7,8240  499,4043
1,8 49,6090 50,3910 21,3610 21,5810 1,1777  3,1344 98,5781 98,6094 7,8240  499,3123
2 50,2090 49,7910 15,8450 15,7740 1,1677  4,3291 92,3281 103,2013 7,8240  499,8831
Tablo 2. iki tabaka olmasi durumu N =500, n =100, ¢'=1000, t,=1vet,=50
o4 n, n, 1y, My, V()_C)l V()?)2 cpu, cpu, 1.Kul. 2.Kul.

Biitce Biitce
0,2 49,9370 50,0630 49,9370 50,0630 1,1720  1,1720 92,3438 92,7969 199,5740 111,5499
0,4 50,1970 49,8030 50,1970 49,8030 1,1616  1,1616 90,8594 92,0781 199,3197 243,5002
0,5 499160 50,0840 49,9160 50,0840 1,1580  1,1580 89,0469 90,5938 199,5954 360,9154
0,6 50,5650 49,4350 50,5650 49,4350 1,1605  1,1605 91,0156 93,1094 198,9562 529,7941
0,8 50 50 59,0010 40,9990 1,1654 11,2199 92,9063 96 199,5132 1001,5
1 49,4820 50,5180 82 18 1,1812  2,2021 92,4688 99,0156 200,0118 982
1,2 49,6180 50,3820 62,6420 10,8570 1,1777  3,7888 92,5000 96,4688 199,8861 1017,9
1,5 50,0280 49,9720 31,1210  6,4740 1,1758  6,5564 90,7031 110,8281 199,4857 997,2363
1,8 49,8440 50,1560 18,8400  4,9810 1,1627  9,4628 92,5156 108,4844 199,6658 1097,1
2 50,1550 49,8450 14,6730  4,0000 1,1565 11,2856 91,2031 113,1250 199,3610 1015,3
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Tablo 3. iki tabaka olmasi durumu N =500, n=100, ¢'=1000, t,=50 ve t,=1

« y 1y Ny "y V(x) V(x), cpu, cpu, 1.Kul. 2.Kul.
Biitce Biitce
0,2 50,3630 49,9370 50,3630 49,9370 1,1739 1,1739 96,4688 96,8281 199,8676 111,6780
0,4 50,2000 49,8000 50,2000 49,8000 1,1603 1,1603 92,5469 96,2500 199,7088 244,2443
0,5 50,0630 49,9370 50,0630 49,9370 1,1469 1,1469 92,2831 95,0781 199,5749 360,8427
0,6 50,0650 49,9350 50,0650 49,9350 1,1561 1,1561 92,6250 95,3750 199,5768 533,6757
0,8 50,3190 49,6810 41 59 1,1640 1,2210 90,5000 108,4063 199,8248 1001,5
1 50,4640 49,5360 18 82 1,1648 2,1679 93,8281 112,9219 199,9657 982
1,2 50,0300 49,9700 10,8310 63,2780 1,1599  3,6934 98,5625 103,2344 199,5426 1017,2
1,5 50,0400 49,9600 6,4880 31,0560 1,1520 6,4384 97,2969 101,7813 199,5524 999,3658
1,8 49,6090 50,3910 4,9810 19,0560 1,1777  9,4695 99,9063 104,0469 199,1284 1101,2
2 50,2090 49,7910 4,0000 14,5670 1,1677 11,4727 94,4844 113,7031 199,7175 1012,2
Tablo 4. iki tabaka olmasi durumu N =500, n=100, ¢'=1500, ¢, =25 ve 1, =35
@ , My 1y, Ty, V(x) V(x), cpu, cpu, 1.Kul. 2.Kul.
Biitce Biitce
0,2 50,3630 49,6370 50,3630 49,6370 1,1739 1,1739 95,7188 96,4375 234,6472 131,1711
0,4 50,2000 49,8000 50,2000 49,8000 1,1603 1,1603 92,5938 95,2188 234,6809 286,8287
0,5 50,0630 49,9370 50,0630 49,9370 1,1469 1,1469 92,8594 94,7031 234,7087 4242194
0,6 50,0650 49,9350 50,0650 49,9350 1,1561 1,1561 92,6094 94,8281 234,7083 627,3020
0,8 50,3190 49,6810 50,3190 49,6810 1,1640 1,1640 92,2500 96,9219 234,6564 1370,7
1 50,4640 49,5360 27,7030 23,0460 1,1648 2,5970 97,1563 106,0313 234,6260 1499,2
1,2 50,0300 49,9700 15,9240 13,6540 1,1599  4,6389 93,0625 100,5781 234,7154 1498,6
1,5 50,0400 49,9600 9,2250 8,0330 1,1520 8,0915 91,9844 103,8438 234,7134 1497,3
1,8 49,6090 50,3910 6,3150 5,8250 1,1777 11,9776 92,6406 106,0156 2347977 1524,5
2 50,2090 49,7910 5,1940 4,9190 1,1677 14,2485 92,7656 106,9063 234,6791 1521,3

NIHVS eqbny 's



Tablo 5. I"Jc; tabaka olmasi durumu N =10000, »=500, c'=550, 7, =1, ¢, =1 ve ¢, =1

a ny, 1y, n, 7y, Ty, My, V()?) V()?) cpu, cpu, 1.Kul. 2.Kul.
| 2 . .
Biitce Biitce

02 1865460  127,0060  186,4490  186,5460  127,0060  186,4490 13,8894 13,8894 107,6094 1154375 153011 83256
04 1866440  126,7940  186,5600  186,6440  126,7940  186,5600 13,9021 13,9021 106,3594  114,0469 15,3015 23,1337
0,5 1862860  126,9890  186,7600  186,2860  126,9890  186,7600 13,8790 13,8790 1059063 1133281 153012 38,5836
0,6 1861960  126,8870  186,9200  186,1960  126,8870  186,9200 13,8953 13,8953 104,9844 1153281 15,3008 64,3637
0,8 1863820  127,0230  186,6150  186,3820  127,0230  186,6150 13,8931 13,8931 105,8750  114,6094 153012  179,2967
1 186,7010 1269830  186,3440  186,7010  126,9830  186,3440 13,8871 13,8871 106,3906  113,0469 15,3012 500

1,2 1865460  127,0060  186,4490 85,1090 60,0120 85,0800 13,8894 31,0984 103,0156  110,6875 153011  550,0242
1,5 1866440  126,7940  186,5600 35,2420 258930 35,2280 13,9021 75,5283 101,9375  108,7188 15,3005  550,0604
1,8 186,6570 1269600  186,3600 19,5890 14,9600 19,5370 13,9029 1357264  101,0156  108,5000 15,3008  552,5732
2 1866550  126,7820  186,5790 14,6180 11,0410 14,6220 13,8988 181,7803  101,6563  111,7969 153006  549,3925

Tablo 6. I"Jg: tabaka olmasi durumu N =10000, » =500, c¢'=5000, t, =15, ¢, =75 ve t, =50

(%), cpu, cpu, 1.Kul. 2.Kul.

« ny, My, My ny, My Py V(?C)
Biitce Biitce

1

02 186,5450  127,0060  186,4490  186,5450  127,0060  186,4490 13,8894 13,3894 102,0781  110,3438  703,1556  382,5599
04 186,6440  126,7940  186,5600  186,6440  126,7940  186,5600 13,9021 13,9021 100,5313  108,2500  703,0680  1046,7
0,5 186,6980 127,0310  186,2950  186,6980  127,0310 1862950 13,8839 13,8839 102,4512  106,1094  703,1412  1732,7
0,6 1870180 1268370  186,1330  187,0180  126,8370  186,1330 13,9213 13,9213 91,0221 99,0313 703,0088 28675
0,8 186,1960 1268870  186,9200  206,0660 55,0040 1059530 13,8953 22,4292 103,5469  133,8125  703,1833  5000,5
1 1863820  127,0230  186,6150 76,6070 23,3190 42,0140 13,8931 57,1487 99,7969 117,0156  703,1970  4998,7
1,2 186,7010 1269830  186,3440 39,1470 13,1250 22,6180 13,8871  106,0763  106,9063  112,8750  703,1263 49802

1,5 1863340 1268900  186,7890 19,7020  7,8140 12,0280 13,8912 197,4272 1042031  105,6094  703,1611  5035,7
1,8 186,7360  126,8540  186,3740 12,1950  5,0000 $,0000 13,9086 2992560  104,6406  113,8438  703,0610  4822.9
2 1863810 1268910  186,7240  9,9520 4,0330 6,6120 13,8840  368,1473  100,0313  120,8125  703,1481 48914
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Tablo 7. Dort tabaka olmasi durumu N =10000, »=2000, ¢'=1000, #, =1, ¢,=1, t,=1 ve ¢, =1

a oy, My, ICE on My My My Moy V(?C)I V(?C)z o, cpu, L.Kul. 2.Kul.
Biitce Biitce
0,2 734,6620 265,9080 266,4560 732,9460 734,6620 265,9080 266,4560 732,9460 1,8033 1,8033 104,1563  111,7969 24,3648 13,5946
0,4 733,8060 266,0760 266,5110 733,5850 733,8060 266,0760 266,5110 733,5850 1,8031 1,8031 104,5156  115,1250 24,3654 46,6763
0,5 731,4390 266,3930 267,3550 734,8250 731,4390 266,3930 267,3550 734,8250 1,8010 1,8010 101,1094 111,1543 24,3681 86,8253
0,6  733,2090 266,3770 266,3230 734,0870 733,2090 266,3770 266,3230 734,0870 1,8048 1,8048 104,2344  114,6250 24,3657 161,8467
0,8  732,2990 266,2620 267,1280 734,3090 732,2990 266,2620 267,1280 734,3090 1,8020 1,8020 101,3128 112,3048 24,3673  566,4926
1 733,6430 266,0110 267,0500 733,3050 325,2410 174,7210 174,9070 325,1120 1,7996 3,9576 95,5000 115,5781 24,3666  999,9810
1,2 729,6830 267,1610 266,8520 736,2820 125,6260 71,7640 71,7200 126,2900 1,8019 10,8237  100,8906 138,1406 24,3688  999,9309
1,5 730,9580 266,3950 266,2990 736,3470 48,5340 29,5870 29,5890 48,7080 1,8004 28,2064  102,8750 112,5625 24,3657  999,9442
1,8 733,4450 266,9660 266,1480 733,4540 25,6970 16,5090 16,4830 25,7080 1,8010 52,9544  102,1406 110,8594 24,3667 1000,9
2 731,4930 267,0650 266,7760 734,6510 18,6860 12,2100 12,2030 18,7240 1,7995 72,3973 103,5156 104,2188 24,3684  997,7521
Tablo 8. Dort tabaka olmasi durumu » =10000, »=2000, ¢'=10000, #, =75, ¢, =80, ¢, =65 ve ¢, =90
a oy, My 3 ny "y L) y3 Moy V(f)l V(f)z cpu, cpu, L.Kul. 2.Kul.
Biitce Biitce
0,2 736,3190 266,6310 266,8390 730,1810 736,3190 266,6310 266,8390 730,1810 1,8008 1,8008 118,0469 129,6563 1898.5 1060,5
0,4 732,5030 266,2610 266,9820 734,2270 732,5030 266,2610 266,9820 734,2270 1,8049 1,8049 118,6563 130,1406 1898,6 3664.,4
0,5 730,9740 267,8410 266,0630 735,1490 730,9740 267,8410 266,0630 735,1490 1,7980 1,7980 117,4321 128,1680 1898,7 6837,5
0,6  733,6580 266,2380 267,1600 732,9820 447,0330 205,5350 235,8910 426,2130 1,7999 2,8969 131,4219 163,0938 1898,6 10001
0,8 735,2740 266,1030 266,3980 732,2580 104,5720 50,4880 56,7730 94,2600 1,8016 14,1587 142,2969 187,9375 18984 10001
1 736,9780 266,3710 266,1370 730,4870 42,4210 22,0570 24,4110 38,5350 1,8045 34,8088 130,9219 138,8750 18984 10001
1,2 734,3160 266,6700 266,3120 732,6820 23,0830 12,8290 13,9980 21,2110 1,8040 62,9522 133 148,2344  1898,5 10012
1,5  734,5230 266,1310 265,6360 733,7180 12,5300 7,2690 8,0020 11,7520 1,8044 113,6566 136,4844 140,5313 1898,3 9991,5
1,8  735,0850 265,4700 266,2340 733,1950 8,0690 5,0000 5,8720 7,9940 1,8048 168,5614 101,1250 115,3281 18983 10034
2 734,7510 266,9310 267,1540 731,1570 6,9920 4,0290 4,9940 6,0510 1,7984 204,4272  128,9531 146 1898,6 9881,6
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Tablo 9. Bes tabaka olmasi durumu N =12000, »=3000, ¢'=10000, 7, =1, ¢,=1, 7, =1, ¢t,=1 ve £, =1

« m, My, UH My s My Py M3 My s V()?)l V(x) cpu, cpu, 1.Kul.  2.Kul.
Biitce  Biitce
0,2 801,1160 237,8970 457,9500 700,4690 802,5070 801,1160 237,8970 457,9500 700,4690 802,5070 1,6389 1,6389 128,4063  138,1875 31,5241 17,7182
0,4  801,5010 237,8610 459,4280 700,8340 800,3640 801,5010 237,8610 459,4280 700,8340 800,3640 1,6377 1,6377 126,8906  138,5469 31,5255 63,2877
0,5 801,1000 238,0790 458,1730 702,6940 799,9360 801,1000 238,0790 458,1730 702,6940 799,9360 1,6352 1,6352 126,5156  137,1719 31,5253  119,9300
0,6  804,3730 237,6020 458,8380 701,0330 798,1500 804,3730 237,6020 458,8380 701,0330 798,1500 1,6368 1,6368 123,0156  134,5781 31,5242  227,6424
0,8  803,1290 237,1700 458,5760 701,6080 799,5120 803,1290 237,1700 458,5760 701,6080 799,5120 1,6373 1,6373 131,9531 1453125 31,5228  824,0469
1 799,7370 237,9840 459,0290 702,7100 800,5340 799,7370 237,9840 459,0290 702,7100 800,5340 1,6362 1,6362 132,3281 143,0781 31,5258 3000
1,2 801,5740 237,6820 458,0160 701,4630 801,2520 712,2130 219,7880 493,4960 643,0620 712,1830 1,6367 1,8228 126,7344  191,7031 31,5238 9994,3
1,5 801,5320 238,2760 458,9450 699,9500 801,3040 191,3360 73,5740 143,1050 177,3550 191,3240 1,6358 8,2653 132,7969  183,6250 31,5261 9998
1,8 801,4120 237,7730 458,7060 699,6910 802,4330 80,1930 34,1640 61,8270 75,3460 80,2360 1,6400 20,4113 132,8750  155,2031 31,5244 99972
2 801,2420 237,8470 458,6550 701,6660 800,6120 51,8990 23,3900 40,7140 49,0570 51,8710 1,6372 31,6146 132,3438  135,0469 31,5249 99954
Tablo 10. Bes tabaka olmasi durumu N =12000, »=3000, c'=25000, #, =40, ¢, =50, ¢, =30, 7, =45 ve t, =60
a o My 3 My s 3 My M3 My s V()?)l V()T?)Z cpu, cpu, 1.Kul. 2.Kul.
Biitce  Biitce
0,2 801,0610 238,0080 458,4530 702,4570 800,0170 801,0610 238,0080 458,4530 702,4570 800,0170 1,6362 1,6362 132,8594  144,5000 14209  799,2649
0,4  801,9430 238,4310 459,1970 702,3660 798,0370 801,9430 238,4310 459,1970 702,3660 798,0370 1,6342 1,6342 132,8438  143,4688 1420,9  2863,3
0,5  799,5520 238,0970 460,4520 701,9960 799,8810 799,5520 238,0970 460,4520 701,9960 799,8810 1,6339 1,6339 132,4515  145,1571 14209 5435,5
0,6  802,3910 237,9440 458,6230 700,2310 800,8220 802,3910 237,9440 458,6230 700,2310 800,8220 1,6366 1,6366 133,9219  143,5000  1420,9 10336
0,8 811,2830 237,6450 456,5170 697,8410 796,6690 511,3880 119,8740 403,2700 433,8070 410,0150 1,6425 3,0752 132,3125  196,0938  1420,7 25000,2
1 803,0120 238,0120 459,2530 700,4850 799,2040 150,9310 40,9740 121,0600 131,2320 122,9620 1,6362 11,6874 131,9219  153,2656  1420,9 25001
1,2 801,3360 237,5270 459,1040 700,7820 801,2410 66,6160 20,2960 54,4930 58,3930 55,3510 1,6362 26,8085 132,2500  172,9219  1420,9 24999
1,5 801,7120 237,8420 458,9440 700,3260 801,1970 29,2090 10,1650 24,4820 26,0150 24,8270 1,6383 60,5735 134,1875  153,5625 14209 24962
1,8  800,1830 237,9560 459,5050 704,4500 797,9020 16,8500 6,8250 14,2760 15,0760 14,5080 1,6323 103,4399  133,5625 148,0156  1420,9 24976
2 802,4740 237,8370 458,0980 700,8240 800,7540 12,8600 5,0500 11,0000 11,6840 11,0160 1,6362 135,8243  134,1563 141 1420,9 24945
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S. Tugba SAHIN

Simiilasyon ¢aligmasindan elde edilen sonuglardan goriildiigi gibi Tablo 1 i¢in yapilan

L
genellemeler, diger Tablolar i¢in de gegerlidir. ¢'= Zthnf kisitinin kullanildigi Model
h=1

2’de « degeri biiyiidikkee elde edilen miimkiin ¢6ziimlerin sayis1 azalmakta veya
> n,=n kisiti ya da maliyet kisiti saglanmamaktadir. Ayrica, arastirma igin ayrilan

biit¢e ¢ok fazla degilken, « ’nin bilyiik durumlar ¢6ziim vermemektedir. o biiyiik iken
mimkiin ¢6ziim elde etmek icin maliyet kisitinin sag taraf sabiti, arastirma i¢in ayrilan
biitge miktar1 arttirilmalidir. Tablolardan goriildiigti gibi miimkiin ¢oztimleri saglayan
o degerleri iginde Ornek ortalamasi istatistifinin varyansini minimum yapan

L
a=0.5’tr. ¢'= Zthln(nh) kisitinin kullamldig1 Model 1, ¢6ztim olan o degerleri i¢in

h=1
Model 2 ile ayn1 sonuglari vermektedir. Ayrica, 1. maliyet kisiti, 2. maliyet kisitt ile
miimkiin olmayan ¢oztimleri de saglamaktadir. & 'nin kii¢iik oldugu durumlar igin 2.
maliyet kisit1 biitgenin daha azin1 kullanmakla birlikte, o biiytidiikge 2. maliyet kisitt
neredeyse saglanmamaktadir. 1. maliyet kisit1 ise, tabakalara seyahat maliyetinden
etkilenmemekte ve biitce kisitini saglayarak, arastirma igin ayrilan biit¢enin ¢ok azini
kullanmaktadir. Ayrica, Model 1 kullanildiginda elde edilen ¢oziimler, Model 2
kullanildig1 duruma goére daha kisa stirede tamamlanmaktadir. Kuhn-Tucker algoritmasi
ile 1. maliyet kisit1 kullanildiginda, 2. maliyet kisitina gére daha fazla miimkiin ¢6ziim
elde edildigi, arastirma i¢in ayrilan biitgenin daha az1 kullanildig1 ve ¢6ziimler daha kisa
stirede elde edildigi i¢in 6rnek ortalamasi istatistiginin varyanst minimum yapilirken

L
c'= Zthln(nh) kisitinin kullanilmasi daha avantajli olacaktir. Ciinkii bu kisit, o ’ya
h=1

L
bagli degildir ve tabakalara seyahat maliyetinden c':z:thn,fZ kisiti  kadar
h=1

etkilenmemektedir. Tablolardan gortildigi gibi, Model 2’nin miimkiin ¢6ziimlerini

L L
saglayan a degerleri igin, ¢'=)7,In(n,) ve c¢'=Y 1,7 maliyet kisitlar altinda
h=1 h=1
olusturulan Model 1 ve Model 2’den elde edilen ¢6ziimler biiyiik ¢cogunlukla aynidir.
Bu durumun neden boyle oldugu asagidaki 6rnekle gosterilmistir.

Ornek: Kitle iki tabakadan olussun. 1. tabakada 11, 2. tabakada 9 birim oldugu ve
yapilan bir pilot ¢alismayla 1. tabakanin varyansinin 81659, 2. tabakanin varyansinin
60942 olarak tahmin edildigi varsayilsin. 1. ve 2. tabakaya seyahat maliyetlerinin 1 TL.
oldugu disiiniilirse, arastirma i¢in 10 TL. ayrilmigsken, 5 hacmindeki Ornek

L L
c'=2thln(nh) ve c':Zthn,‘f maliyet kisitlar1 altinda tabakalara dagitilsin. o =1

h=1 P
durumu i¢in Kuhn-Tucker algoritmasi kullanilsin.

N=20, N,=11, N,=9, n=5, ¢'=10, t,=1,=1, 57 =81659, 55 =60942 ve a =1
olmak tizere 6rnek ortalamasi istatistiginin varyanst;

V(x)=

1 &G LN, —n 50 1| &Ns &
- N h hPh o~ hPh NS2
N% " N, n, N ; n, ; e

sabit
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The Allocation of Sample Size into Strata in Stratified Random Sampling under Tabakali Tesadiifi Gmeklemede Dogrusal Olmayan Maliyet Kisitlan

Non-linear Cost Constraints Altinda Ornek Hacminin Tabakalara Dagitilmasi
2 2
V(x) = % 11°(81659) N 9°(60942) _sabit
20 n, n,
V(F) = 24701,8475 N 12340,755 _ sabit

nl nZ
L
Model 1: c’=Zthln(nh) kisiti altinda 6rnek ortalamasi istatistifinin varyansinin
h=1
minimum yapilmasi (Kolaylik olmasi agisindan problem maksimum problemine

doniisttrtilmiistiir) .

max(V (%)) = ma){_ 24701,8475 _12340,755 Sabit}
n, n,

n+n,=5 = n+n,=5

IxIn(m)+1xIn(n,) <10 = In(n)+In(n,)+s; =10

n <11 = n+s =11

n, <9 = n+s; =9

Lagrange fonksiyonu asagidaki gibi yazilir.

24701,8475 12340,755
n

L(n,n,,A,s)=— +sabit —A,(n, +n, —9)

| n,

— A, (In(n) +In(n,) + 57 —10) = A, (n, + 53 —11)

—A,(n, +53-9)
Lagrange fonksiyonunda A, serbest, A,, 4,, A, 20 ’dwr. Lagrange fonksiyonunun, #,,
ny, A, 4,, 4;, A,, 8,, 5, ve s, e gore tiirevi alinip, sifira esitlendikten sonra Kuhn-
Tucker algoritmasinda miimkiin ¢oziimler aranirken Lagrange ¢arpanlar1 A, ’lerin farkli

degerleri incelenir.

*A#20, 4, =4, =4,=0 olsun.

24701,8475 157,168214

ST =0 =p =2t
nl N

12340,755 _ 111,0889508

-4 =0 n, =
PR = N

157,168214 111,0889508
n+n,=5 = + =5

o
\/Z =53,65143297 = A, =2878,47
n, =2,929431803=3
n, =2,070568197 = 2

Buradan, Model 1’in miimkiin ¢6ziimii

(2,929431803 = 3; 2,070568197 = 2; 2878,47; 0; 0; 0) olarak elde edilir.
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S. Tugba SAHIN

L
Model 2: c'=Zthn,f‘ kisit1 altinda o6rnek ortalamasi istatistifinin varyansinin
h=1

minimum yapilmast (a =1).
24701,8475 12340,755 }
- - + sabit

max(V (X)) = max[

n, n,
n+n,=5 = n+n,=5
Ixn +1xny, <10 = n+n,+s’ =10
n <11 = n+s; =11
n, <9 = n,+s;=9

Lagrange fonksiyonu asagidaki gibi yazilir.

24701,8475 12340,755
n, n,

— A, (n +n,+s. =10)= A, (n, +55 —11)

—2,(n, +5; -9)

L(nl,nz,/”t,s) ==

+ sabit — A (n, +n, —5)

Model 1’de oldugu gibi, Model 2°’de de Lagrange fonksiyonunda A, serbest, 4,, 4,,
A, 20°dir. Model 2 i¢in olusturulan Lagrange fonksiyonunun, »,, n,, 4,, 4,, 4;, 4,,
s, §, ve s;’e gore tiirevi alinip, sifira esitlendikten sonra Kuhn-Tucker algoritmasinda

miimkiin ¢6ztimler aranirken Lagrange carpanlar1 4, ’lerin farkli degerleri incelenir.

*,#20, 4, =4,=4,=0 olsun.

24701,8475 157,168214

——4=0 =>n=—
" N

12340,755 111,0889508

R =0 =p =
m \/Z

157,168214  111,0889508 _
N3

JA =53,65143297 = 4, =2878,47

n =2,929431803 =3

n, =2,070568197 =2

n+n,=5

Buradan, problemin miimkiin ¢6ziimii
(2,929431803 = 3; 2,070568197 = 2; 2878,47; 0; 0; 0) olarak elde edilir.

Gortldugi gibi, her iki modelde de ayni sonuglar elde edilmistir. Bunun nedeni, her iki
modelde de maliyet kisitlarina karsi gelen Lagrange carpami A, ’nin 0 olmasidir.

Maliyet kisitlarina karsi gelen 4, =0 oldugu durumlarda Kuhn-Tucker algoritmas ile
her iki maliyet kisit1 kullanilarak ayn1 miimkiin ¢oziimler elde edilir. Bununla birlikte,

TUIK, Istatistik Arastirma Dergisi, Temmuz 2010
TurkStat, Journal of Statistical Research, July 2010



The Allocation of Sample Size into Strata in Stratified Random Sampling under Tabakali Tesadiifi Gmeklemede Dogrusal Olmayan Maliyet Kisitlan
Non-linear Cost Constraints Altinda Ornek Hacminin Tabakalara Dagitiimasi

miimkiin ¢6ziimii saglayan Lagrange c¢arpanlarinda, maliyet kisitlarina karsi gelen
carpan A4,, 0’dan farkli oldugunda her iki modelden elde edilecek ¢oziimler birbirinden

farkli olacaktir. Bu durum Tablo 2’nin 6. ve Tablo 3’iin 6. satirlarinda =1 oldugu
durumda goriilmektedir. Maliyet kisitlarina karsi gelen Lagrange carpanlart farkli
oldugu icin, Tablo 2 ve Tablo 3’1in 6. satirlarinda, Model 1 ve Model 2’den elde edilen
¢ozlimler ve Ornek ortalamasi istatistiginin varyans degerleri olduk¢a farkli
bulunmustur. Ayrica, A,, 0’dan farkli oldugunda elde edilen c¢oziimlerde

V(x), <V(x), oldugu gorilmektedir.
4. TARTISMA VE SONUC

Bu calismada, tabakali tesadiifi 6rneklemede dogrusal olmayan maliyet fonksiyonlari
altinda kitleden secilen » hacimli 6rnegin, optimum sekilde tabakalara dagitilmasi ve
ornek ortalamasi istatistiginin varyansinin minimum yapilmasi ile ilgilenilmistir. Bu
amacla ele alman iki farkli dogrusal olmayan maliyet fonksiyonundan

L L
c=c,+ Zch In(n,) bi¢iminde ifade edilen maliyet fonksiyonu, ¢ =¢, + ZIhn,j’ a>0
A=l =
seklinde ifade edilen maliyet fonksiyonuna goére daha fazla miimkiin ¢6ziim vermekte,
biitce kisitlarindan ¢ok fazla etkilenmemekte, c¢oziimler daha kisa siirede
tamamlanmakta, 6rnek hacmini tabakalara daha optimum sekilde dagitmakta ve
miimkiin ¢6ziimler icinde 6rnek ortalamasi istatistiginin varyansini ya ayni ya da daha
kiicik olarak elde etmektedir. Elde edilen simiilasyon deneyi sonuglarindan, 6rnek
hacmini tabakalara optimum sekilde dagitan ve Ornek ortalamasi istatistiginin

L
varyansini minimum yapan dogrusal olmayan maliyet kisitinin c=co+2th In(n,)
h=1
oldugu gorilmiistiir.
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The Allocation of Sample Size into Strata in Stratified Random Sampling under Tabakali Tesadiifi Gmeklemede Dogrusal Olmayan Maliyet Kisitlan
Non-linear Cost Constraints Altinda Ornek Hacminin Tabakalara Dagitiimasi

THE ALLOCATION OF SAMPLE SIZE INTO
STRATA IN STRATIFIED RANDOM SAMPLING
UNDER NON-LINEAR COST CONSTRAINTS

ABSTRACT

In this study, optimum allocation of N sized sample, which is selected from a
population by Stratified Random Sampling under fixed budget, is examined.
While doing this allocation, two different non-linear cost functions are used.
Besides the situations, in which the variance of sample mean statistics is
minimum under two different non-linear cost constraints are examined. The
allocation of sample size into strata is harder and more time consuming when
non-linear cost constraints rather than linear cost constraints are used. In this
study, by taking into consideration of the situations in which neither objective
function nor cost constraints are linear, the allocation of N sized sample that
is selected from a population and its effect on the variance of sample mean
statistics are examined by a simulation study.

Keywords: Non-linear cost function, Optimum allocation, Stratified random sampling.
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