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COKLU DOGRUSAL REGRESYONDA ETKILIi
GOZLEM GRUPLARININ SAPTANMASI ICiN
KULLANILAN TANI YONTEMLERININ
KARSILASTIRILMASI

Irmak ACARLAR" Hamza GAMGAM ™"

OZET

Regresyonda etkili gozlem ve gozlem gruplari, tahmin degerlerinde onemli
derecede farklilasmalara neden olabilir. Bu farklilagmalar modelin
agiklanabilirligini azalttigi icin veri kiimesindeki etkili gézlem veya gozlem
gruplarimin saptanmasi regresyon analizinin verimliligi agisindan onemlidir.
Bu  ¢alismada etkili  gozlem gruplarmmin  saptanmast i¢in  kullanilan
COVRATIO, Cook Uzaklig: istatistikleri ve grafik yontemi incelenmistir. Bu
yontemler, iki gozlemden olusan etkili bir gozlem grubu iceren veri kiimesinde
bu gozlem grubunu etkili olarak saptama orani bakimindan karsilastirilmistir.

Anahtar Kelimeler: Etkili gozlem, Simiilasyon, Tam istatistikleri.
1. GIRIS

Regresyonda, gozlemlerden biri veya birkagi veri kiimesinin geneline uymayabilir. Bu
tip gozlemler aykir1 gézlemler (outliers) olarak adlandirilir. Bazi aykir1 gozlemler ise
mutlak degerce anormal biiyiikliikte artiklara sahip olabilir ve bunlar regresyon
sonuglarint  olumsuz yonde etkileyebilir. Bir veri kiimesinde, regresyon
parametrelerinin - En  Kiigiikk Kareler (EKK) tahminlerinde ©6nemli derecede
farklilasmalara neden olan gozlemler, etkili goézlemler olarak tanimlanir. Etkili
gozlemler i¢in bir bagka tanim ise, veri kiimesinde bir etkili gdzlem mevcutken ilgili
gozlemin veri kiimesinden ¢ikartilmasi sonucu regresyon tahminleri farklilagiyorsa bu
gozlem etkili gézlemdir bigiminde verilebilir (Cook, 1977; Montgomery vd., 2001).

Etkili gbzlemlerin artiklar1 mutlak degerce oldukga biiyiik olduklart i¢gin, bunlar artik
kareler toplami degerinin biiylimesine neden olur. Bundan dolayr bu gozlemler,
belirleme katsayist ve regresyon katsayilarinin standart hatalari gibi modele iliskin
istatistikler tizerinde olumsuz yo6nde etkide bulunur. Bu yiizden etkili gozlemlerin
saptanmasi ve saptandiktan sonra, bu gozlemlerin etkisinin azaltilmasi i¢in gerekli
agirliklandirmalarin  yapilmasi, yapilan regresyon analizinin daha verimli olmasi
acisindan onemlidir.

Etkili gozlemler tizerinde ilk kez Cook (1977) tarafindan ¢alisilmistir. Son otuz yilda bu
alanda bir¢ok calisma yapilmistir. Bu siirec igerisinde etkili gdzlemlerin saptanmast i¢in
birimlerin tek tek incelenmesinin yani sira birimlerin gruplar halinde incelenmesinin de
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O6nemi ortaya ¢ikmigtir. Literatiirde etkili gozlemlerin saptanmasi i¢in Onerilen tani
istatistikleri bes baslik altinda toplanabilir. Bunlar
o Artiklara dayali,
Sapka (Projeksiyon, Hat) matrisine dayali,
Giiven elipsoitlerinin hacmine dayali,
Etki egrisine dayali ve
Kismi etkililige dayali tani istatistikleridir (Chatterjee ve Hadi, 1986).

Bu tani istatistiklerinin ¢ogunda gozlem silme teknigi kullanilmaktadir. Gozlem silme
tekniginde, bir gozlem veya gozlem kiimesi veri kiimesinden c¢ikartildiktan sonra
regresyon modeline iligkin istatistiksel sonug¢larin nasil etkilendigi incelenir.

Bilinen e, artiklarina dayali olan ve aykir1 gozlemlerin saptanmasinda kullanilan tam

istatistiklerinden biri Student-Tiirt Artiklar’dir. Student-Tiirt Artiklar, aykiri gézlemleri
belirlemenin yaninda, etkili gozlemlerin belirlenmesi i¢in de kullanilir. Bu yontemde
o6nemli derecede biiyiik degerli Student-Tirti Artiklar’a sahip gozlemler etkili gézlemler
olarak degerlendirilebilir. Dahili ve R-Student Tiirti olarak ikiye ayrilan Student-Tiirli
Artiklar, Margolin (1977) ve David (1981) tarafindan tartisilmstir.

Hoaglin ve Welsch (1978) aykir1 gozlemlerin ve etkili gézlemlerin belirticisi olan
yiiksek dereceli kaldirag noktalarini (high leverage points) saptamak icin projeksiyon
matrisi olarak da bilinen, Sapka Matrisi’nin kdsegen elemanlarinin kullanilabilecegini
belirtmiglerdir. Bu matrisin kosegen elemanlart /4, ile gosterilir ve kaldirag degeri

olarak bilinir.

Giiven elipsoitlerinin hacmine dayali tani istatistiklerine Andrews-Pregibon (1976)
tarafindan onerilen Andrews-Pregibon istatistigi 6rnek verilebilir. Ayrica Belsley vd.
(1980) tarafindan oOnerilen kovaryans oranlarina dayali COVRATIO istatistigi de
olduke¢a kullanighdir. Cook ve Weisberg (1982) tarafindan gelistirilen iki tani istatistigi
olan; Engok Olabilirlik Uzakhigi ve Cook-Weisberg Istatistigi de giiven elipsoitlerin
hacmine dayali istatistiklerdendir.

Uygulamada sik¢a kullanilan ve Cook (1977) tarafindan 6nerilen Cook Uzakligi, etki
egrisi (influence curve/function) kavramimin 6rnek uyarlamasi olan 6rnek etki egrisi
(sample influence curve/function) kavramina dayali bir istatistiktir. G6zlem silme
teknigine dayali olan Cook Uzakligi hem tek basina etkili olan gézlemleri, hem de
ortak etkililige sahip gozlem kiumelerini saptamada kullanilir. Ayrica bu tam
istatistiginin degistirilmis bir bi¢imi olan Dizeltilmis Cook Uzakligi da etkili
gozlemlerin tespit edilmesinde kullanilan diger bir istatistiktir (Cook ve Weisberg,
1982). Bunlara ek olarak etkili gézlemlerin saptanmasinda Belsley vd. (1980)
tarafindan gelistirilen ve gbzlem silme teknigine dayali iki kullanish tani istatistigi olan
DFBETAS ve DFFITS istatistikleri de etki egrisinden tiiretilmis istatistiklerdir.

Yiiksek dereceli kaldirag noktalarinin ve etkili gozlemlerin incelenmesinde, sapka
matrisinin ayristirilmasiyla elde edilen j. degiskenin, i. gézlemin %, degerine katkisini
6lemeye yarayan kismi kaldirag degeri (partial leverage) ve bu katkinin goérsel olarak
incelenebildigi kismi artik grafigi (partial residuals plot) de kullanilmaktadir. Hoaglin
ve Welsch (1978) ve Chatterjee ve Hadi (1986) kismi kaldira¢ degerleri ve kismi artik
grafigi ile etkili g6zlemlerin bulunmasi konusu tizerine ¢caligmiglardir.
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Altunkaynak ve Ekni (2002), ¢ok degiskenli dogrusal regresyonda etkili gozlem
vektorlerinin saptanmasi i¢in, dogrusal sinirlamalar, izdiistim teorisi ve genellestirilmis
Cook Uzaklig’ndan olusan ii¢ asamali bir yontem onermislerdir. Bu yonteme dayali
olarak Altunkaynak (2003) ¢oklu dogrusal regresyonda etkili gézlemlerin saptanmast
icin yeni ve hesaplama kolaylig1 saglayan bir yontem gelistirmistir.

Etkili gozlemlerin saptanmasi i¢in bir bagka yontem de bagimli degiskene karsi
bagimsiz degisken icin olusturulan serpme diyagraminin incelenmesidir. Basit dogrusal
regresyonda bu serpme diyagrami iki boyutlu oldugu icin etkili gézlemler acik bir
sekilde belirlenir. Fakat bagimsiz degisken sayist iki oldugunda, bagimli degiskene
kars1 bagimsiz degisken icin olusturulan ti¢ boyutlu serpme diyagramindan,
gozlemlerin genel egilimine uymayan noktalar gorsel olarak saptanamayabilir. Ciinkii
bu ti¢ boyutlu diyagramda bir hacim s6z konusudur. Ba gimsiz degisken sayisinin ikiden
fazla oldugu durumlarda ise serpme diyagrami boyut sorunundan dolay1 olusturulamaz.
Bu zorlulugu gidermek i¢in Li vd. (2001) coklu dogrusal regresyonda etkili gozlemlerin
saptanmasi i¢in bir grafiksel yontem gelistirmislerdir. Bu yontemdeki ana fikir yiiksek
boyutlu bir regresyon problemini iki boyutlu tan1 grafiklerinin bir setine indirgeyerek,
bu grafiklerin gorsel olarak incelenmesine dayanir. Li vd. (2001) bu metodolojiyi hem
daha kolay bir yorumlamayi elde etmek, hem de hesaplamalarla diger yontemlere gore
daha az ugrasmak amaciyla gelistirmislerdir.

Etkili gozlem gruplar1 incelenirken veri kiimesinde regresyon tahminleri tizerinde ortak
etkisi olan gozlemler mevcut olabilecegi gibi bu tahminler tizerinde kosullu olarak
etkili olan gozlemler de bulunabilir. Son yillarda ortak etkililik (joint influence) ve
kosullu etkililik (conditional influence) kavramlarina bagli olarak maskeleme
(masking) ve siirikleme (yanilgiya-diistirme, swamping) sorunlari tzerinde
durulmaktadir. Maskeleme, iki ya da daha fazla etkili gézlemin bulundugu bir veri
kiimesinde, bu etkili gozlemlerden birinin, diger etkili gdzlem veya gozlemleri veri
kiimesinden tamamen atmadan etkili olarak saptanamamasi durumudur. Siiriikleme ise
etkili bir gézlemle, verinin geneline uyan bir bagka gézlemin etkili gézlem grubu olarak
saptanmasidir. Lawrance (1995) etkili gozlemlerin analizinde maskelemeyi ve
siirikleme sorunlarint incelemistir ve etkili gozlemler i¢in bu sorunlarin aykiri
gozlemlerdeki orijinal tanimlartyla ayni olmadigini vurgulamistir.

Calismanin ikinci boliimiinde regresyonla ilgili temel kavramlara yer verilmistir.
Ugiincii boliimde etkili gozlem gruplarmin saptanmasi i¢in kullanilan Cook uzakligi,
COVRATIO tani istatistikleri ve yeni bir yontem olan grafik yontemi tanitilmustir.
Dordiincti boliimde ise bu yontemler, literatiirde tan1 yontemlerinin incelenmesi igin
siklikla kullanilan bir veri kiimesi {izerinde incelenmistir. Cook Uzakligi, COVRATIO
istatistikleri ve grafik yonteminin simiilasyon c¢aligmasiyla karsilastirilmasi besinci
boliimde verilmistir. Son olarak altinci boliimde de sonug ve 6neriler sunulmustur.

2. YONTEM

Bu bolimde ¢oklu dogrusal regresyon modeli, tani yontemlerine iliskin temel
kavramlar ve bazi tan1 yontemleri verilmistir.
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2.1 Coklu Dogrusal Regresyon Modeli

Hata terimi ile ilgili bilinen varsayimlar altinda regresyon modeli Esitlik (1)’de verilen
bigimde tanimlanir.

Y=Xf+¢ S

Bu modelde nx1 boyutlu yanit vektorii ¥, nx p boyutlu ve p rankli tasarim matrisi X,
px1 boyutlu parametre vektorii B ve nx1 boyutlu 0 ortalamali ve o varyansl hata

vektorii de ¢ ile gosterilir. 4 parametre vektoriiniin EKK tahmin edicisi olan /3 i¢in,
P 7 v\ T
p=(X"x) X"y ()

oldugu bilinir. Tahmin degerlerinin vektorii ¥ olmak iizere, artik vektorii olan e
asagidaki gibi tanimlanir.

e=Y-Y=Y-Xj3
=(I-XX"X)'x")yY 3)
=(I-H)Y

Burada H, sapka matrisi olarak bilinir. »xn boyutlu olan sapka matrisinin kosegen
elemanlar1 (/) aykir1 ve etkili gézlemleri saptamada kullanilir (Hoaglin ve Welsch,

1978). Boylece sapka matrisi,
H=XX"xX)"'x" )]

ile verilir. Simetrik ve esgiiclii bir matris olan A matrisinin i. kosegen elemanina
karsilik gelen deger A, ile gosterilir ve kaldirag degeri olarak adlandirilir. Hoaglin ve

Welsch (1978) i. gozleme karsilik gelen kaldirag degerinin 2p/n’den biiyiik olmasi
durumunda, bu gézlemi yiiksek dereceli kaldira¢ noktasi olarak tanimlamislardir.

i. gozleme karsilik gelen kaldira¢ degerinin hesaplanmasi igin alternatif bir formiil,
h,=x(X"X)"'x (i=1,2,...,n) %)

olarak verilir. Burada x, vektorii, X matrisinin i satiridir. %, degerlerinin 6zelligi
toplamlarinin tahmin edilecek parametre sayisi olan p ’ye esit ve 0 </, <1 olmasidir
(Hoaglin ve Welsch, 1978).

Veri kiimesinin geneline uymayan gozlemlerin belirlenmesinde kullanilan diger
istatistiklerden ikisi Dahili ve R-Student Tiirli Artiklar’dir. Bunlardan Dahili Student-
Tirt Artik, r, ile gosterilir ve
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pe—9__ (i=1,2,..,n) (6)
s (-,

ile verilir. Dogrusal bir modelde, Dahili Student-Tiirti Artiklar ortalamasi 0 ve varyansi
1 olan normal dagilima sahiptir (Margolin, 1977).

R-Student Tiirti Artiklar ise gézlem silme teknigine dayalidir. Hatalarin normalligi
varsayimi altinda i. gézlemin silinmesiyle hesaplanan varyansin tahmin edicisi 6'(2,.)

olmak tizere bu gozleme iliskin R-Student Tiirti Artik degeri,

f=—G (i=1,2,...,n) (7

I \ 6-(i) (1 - hii)

ile verilir. ¢ istatistigi »—p serbestlik dereceli Student-t dagilir. Bu durumda bu

istatistik i¢in kritik deger olarak 7, ,  kullamlir (David, 1981).

2.2 Etkili Gozlem Gruplarinin Saptanmasi icin Tam Yontemleri

Etkili gozlemlerin saptanmasi i¢in kullanilan tan1 yontemlerinden tigti, Cook Uzakligi,
COVRATIO istatistikleri ve yeni bir yontem olan grafik teknigidir. Bu tani
yontemlerinden Cook Uzakligi ve COVRATIO istatistikleri gozlem silme teknigine
dayalidir. Ayrica bu istatistikler, veri kiimesindeki gozlemleri teker teker inceleme
imkan1 saglamasinin yani sira veri kiimesindeki gozlemleri gruplar halinde de inceleme
imkani saglamaktadir. Bu boliimde bu ti¢ yontem tanitilmustir.

2.2.1 Cook Uzakhg Istatistigi

Tiim veri kiimesine dayali EKK tahmin vektorii ﬁ ile i. gézlemin veya veri kiimesinin
bir alt kiimesinin veri kiimesinden atilmasiyla elde edilen EKK tahmin vektorii ﬁ(i)

arasindaki karesel uzakligin bir 6l¢iisii olan Cook Uzakligi istatistigi, Cook (1977)
tarafindan onerilmistir. Cook Uzaklig1, D, ile gosterilir ve

A ~AN\T A A
D(X"X,p6)= A, -F) X:X(ﬁ‘” /) i=1.2,..n ®)
pé

ile verilir. Veri kiimesinin m biiytikligiinde bir alt kiimesi olan ve [ ile gosterilen
gozlem gruplari incelenmek istenirse bu istatistik,

B(I) _/é)r XTX(ﬁ([) _ﬁ)

A2
po

D,(X"X,p6*)= ( ©)
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ile verilir. Literatirde D, istatistigine iliskin kritik deger F, olarak bilinir. Bu

50,p.n—p

durumda D, >F,, ., kosulunun saglanmasi, i. gdzlemin veya / ile gosterilen gozlem

grubunun etkili oldugunu isaret eder.
2.2.2 COVRATIO Istatistigi

Etkili gozlemlerin saptanmasinda kullanigh olan bir diger tani istatistigi, i. gozlemin
silinmesiyle geri kalan veriden elde edilen varyans-kovaryans matrisinin
determinantinin, tim veriden elde edilen varyans-kovaryans matrisinin determinantina
orant olan COVRATIO, istatistigidir. X, , i. gdzlemin silinmesiyle geri kalan veriyi
temsil eden tasarim matrisi olmak tizere COVRATIO,,

det {&5) (x2.x, )1}

COVRATIO, =
b det{6’ (X" X))

(i=1,2,..,n) (10)

olarak tamimlanir. det (X X (i)) =(1-h,)det ( X'x ) oldugundan dolay1 COVRATIO,
istatistigi, Student-Ttrii artiklar cinsinden de yazilabilir (Belsley vd., 1980).

&2\ (1
COVRATIO, =| -2 | | ——
c 1-h,

1 ) (11)

_ —
(”‘P‘H’f] (1-h,)

n-p n-p

Veri kiimesinin m biiyiikligiinde bir alt kiimesi olan ve [ ile gosterilen gozlem gruplari
incelenmek istenirse bu istatistik,

~2 T -1
det{am (XmXu)) }

COVRATIO, =
" det{e’ (X X))

(12)

ile verilir. Belsley vd. (1980), |COVRATIOi —1| >3p/n olmasi durumunda, i. gozlemin

etkili oldugunu 6ne stirmiislerdir.
2.2.3 Grafik Teknigi

Etkili gozlem veya gbzlem gruplarmin saptanmasi i¢in kullanilan bir diger yontem Li
vd. (2001) tarafindan Onerilen grafik teknigidir. Bu yontemin benzer grafiksel
yontemlere gore iki avantaji; hem daha kolay yorumlayabilmeyi saglamak, hem de
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hesaplamalarla daha az ugragmaktir. Bu yontem adimsal bir yontemdir ve her bir 6z
degere karsilik gelen tami grafiginin belli bir algoritmaya gore olusturulup, ayr ayri
incelenmesine dayanir. Tani grafiklerini elde etmek i¢in Onerilen algoritma /=1,2 ve

J=12,..,p i¢in, j. dzdeZer a; olmak iizere asafidaki gibidir.

Adim I: X matrisinin fakt6ériyel QR ayristirmasi, nxn boyutlu Q=[Q1,Q2]
matrisi i¢gin X = QR bi¢iminde elde edilir. Burada tiim elemanlar1 sifir olan

matris O olmak tlizere R = [R]T,OT

T b . . ..
k- p)e p} matrisi #nxn boyutlu bir st tiggen

matrisi, R, tekil olmayan px p boyutlu bir iist tiggen matrisi ve O, matrisi
nx p boyutlu bir dik matristir.

Adim 2: px p boyutlu R, matrisinin tekil deger ayristirmasi,

R] = Pdiag {af”z,..., a"”z} P/

P

ile hesaplanir. Burada px p boyutlu B, ve P, matrisleri dik matrislerdir.

Adim 3: ¢ = Qdiag {Opo’](n—p)X(n—p)} Q'Y ve ¢, =¢/(¢"$)"* hesaplanur.

Adim4:  Keyfi olarak belirlenen s,x1  boyutlu 7  vektdrii igin,

A
u, =0, [G/.T,OR] 7; hesaplanir. Burada G, vektérii £ matrisinin j. siitunudur.

Adim 5: W = (4, +u, )/2”2 hesaplanir.

Jj. tani grafigi, bu adimlar dogrultusunda elde edilen w{”’ ve w!" vektorleri igin serpme

diyagramu olusturularak elde edilir. Ozdeger sayis1 kadar olan tam grafiklerinden etkili
gozlemi veya etkili gozlem gruplarini en agik bir sekilde sunan grafigi belirlemek i¢in
Li vd. (2001) tarafindan onerilen bir karar degiskeni Goreli Duyarlilik Faktorii (Relative
Sensitivity Factor, RSF) olarak tanimlanir ve

1/2
a

W= (=12,p) (13)

N 1/2
Zaj

J=1

ile verilir.

Li vd. (2001) tan1 grafiklerinde veri kiimesinin geneline uymayan goézlemlerin tespit
edilebilmesi i¢in p yarigapli deneysel giiven elipslerinin olusturulabilecegini

belirtmislerdir. Deneysel giiven elipsleri,

(w—wf)j))T [M(j)]fl(w—wéf))zp (14)
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ile elde edilir. Burada 2x1 boyutlu olan w” vektoriiniin elemanlart w” ve w!’
vektorlerinin elemanlarinin konum parametrelerinden olusmaktadir. M ise bu iki

vektoriin elemanlari i¢in olusturulan kovaryans matrisidir.

3. BULGULAR

Bu boliimde etkili gozlem gruplarmin saptanmast i¢in kullanilan Cook Uzakligi,
COVRATIO istatistikleri ve grafik teknigine iligkin bir uygulamaya yer verilmistir.
Sonra bu {i¢ tan1 yontemi, bir simiilasyon ¢alismasiyla karsilastirilmistir.

3.1 Uygulama

Etkili gozlemlerin saptanmasi i¢in dnerilen bu ti¢ yontem kiictik bir uygulama tizerinden
gosterilmek istenirse, literatiirde etkili g6zlemlerin saptanmast i¢in kullanilan
yontemlerin degerlendirilmesi i¢in yaygin olarak kullanilan ve etkili gézlem igeren Fare
Verisi (Rat Data) ele almabilir (Cook ve Weisberg, 1982). Veri kiimesi, farelerin
karacigerine uygulanan bir ilacin miktarinin incelenmesi suretiyle yapilan bir deneyden
elde edilmistir. 19 fare rastgele secilmistir ve yanit degiskeni karacigerdeki dozun orani
(y) ve li¢ bagimsiz degisken viicut agirlig (x,), karaciger agirligi (x;) ve viicuda verilen
doz orani (x3) olarak belirlenmistir. Cook ve Weisberg (1982) bu veri kiimesi i¢in
asagidaki dogrusal modeli olusturmuslardir.

Vi =B+ Bxy + Boxy + fixy & i=L..19 (15)

Gozlemlerin, Cook Uzakligi ve COVRATIO degerleri Tablo 1’de verilmistir. Tablo 1
incelendiginde tiglincii gozleme iliskin Cook Uzaklig1 degeri olan D, degerinin, diger
gozlemlere iligskin Cook Uzaklig1 degerlerinden oldukga biiylik oldugu gozlenmektedir.
Ayrica D, > F, oldugundan dolay1 ilgili gozlem etkili gozlem olarak saptanir. Bu

veri kiimesindeki gozlemlerin COVRATIO degerleri, ilgili karar kuralina gore
incelendiginde ise tiglincii gdzlemin etkili gézlem oldugu saptanir.

50,3,16
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Tablo 1. Fare verisi icin hesaplanan Cook Uzakliklar: ve

COVRATIO degerleri
Gozlem No D, COVRATIO,

1 0,16883 0,63100
2 0,08854 1,01641
3 0,92962 7,40080
4 0,05718 0,8599

5 0,20292 1,52416
6 0,00049 1,56674
7 0,02462 1,28928
8 0,04686 1,52005
9 0,00049 1,40225
10 0,00005 1,49636
11 0,04144 1,06564
12 0,01890 1,44373
13 0,27260 0,97225
14 0,00537 1,46055
15 0,00373 1,35882
16 0,05099 1,37492
17 0,00425 1,60711
18 0,03163 1,27008
19 0,19994 0,51736

m hacimli etkili bir gézlem grubu, o grubu olusturan etkili gézlemlerin genellestirilmis
bir haline karsilik geldigi i¢in bu gozlem grubunu saptamada ayni islemler dizisi
uygulanir.

3. gozlemi etkili olan bu veri kiimesi i¢in serpme diyagramlar1 Sekil 1°de verilmistir.
[lk ti¢ diyagram, bagimsiz degiskenlerin ikili kombinasyonlari ile yanit degiskeni
dikkate alinarak olusturulan ti¢ boyutlu diyagramlardir. Bu diyagramlarin tiglinde de
tctincli gozlem etkili gézlem olmasindan ziyade, aykirt gozlem olarak goriilmektedir.
Iki boyutlu serpme diyagraminda ise bu gézlemin etkili veya aykir1 gozlem olduguna
kesin olarak karar vermek zordur.
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(a) x1.x2 ve y i¢in serpme diyagrami (b) x1.x3 ve y igin serpme diyagrami

() x2,x3 ve yigin serpme diyagram {d) x1 ve yigin serpme diyagrami
3
« 3
2
1 o A
= o & o
o] P
o
-1 o .
-2

-2 -1 o 1 2
x1

Sekil 1. Fare Verisi icin Serpme Diyagramlari

Tami grafikleri olusturulmadan 6nce ham veri standartlastilmistir. Li vd. (2001)
tarafindan onerilen algoritmaya gore olusturulan tani grafikleri Sekil 2’deki gibi elde
edilmistir. Grafikler incelendiginde RSF degeri en biiylik olan grafik birinci grafiktir.
Bu durumda etkili gézlemleri en agik sunan grafigin, bu grafik oldugu sonucuna varilir.

(a) Birinci tani grafigi (rsF-0.84) (b) ikinci tami grafigi (rsr=o.11)
1 1
05 0.5
¥ o0 ¥ o
-05 . 3 -0.5
-1 -1
-1 -0.5 1] 0.5 1 —1 0.5 0 0.5 1
w1 wi
(¢) Uglineii tani grafigi (rsF=o.05) (d) Std. artiklar grafigi
1
3
0-5_ |Ef 2_0._._._._._._._._.?.
5 1 .
@ ® e LR
N E . o,
¥ o £ 0 . . e
N B
g -1 . .,
-05 E P P
-3
=1
=1 =0.5 1] 0.5 1 Q0 5 10 15 20
wi birim no

Sekil 2. Fare Verisi icin Tam Grafikleri
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Birinci grafik incelendiginde w(" ve w!" arasinda dogrusal iliski oldugu agik bir

sekilde goriilebilir. Ayrica bu grafikteki noktalar incelendiginde 3. gozlem veri
kiimesinin geneline uymadigi gézlenmektedir. Li vd. (2001) tarafindan onerilen karar
kuralina goére, bu nokta olusturulan deneysel giiven elipsinin disinda oldugu igin
regresyon tahminlerini degistirme potansiyeline sahiptir. Diger grafiklerde ise gézlemler
diizgiin bir yayilim gostermektedir. Bir baska ifade ile diger grafiklerde 3. g6zlem
disinda veri kiimesinin geneline uymayan bagka gozlem yoktur. Bu durumda 3.
gozlemin veri kiimesindeki tek etkili gdzlem oldugu sonucuna varilir.

3.2 Simiilasyon Calismasi

Bu bolimde once etkili gozlemlerin saptanmasi i¢in kullanilan Cook Uzakligi,
COVRATIO istatistikleri ve grafik yontemi, 6rnek hacminin ve bagimsiz degisken
sayisinin farkli durumlart i¢in simiilasyon kullanilarak, etkili gézlem grubu iceren veri
kiimesindeki etkili gozlem grubunu saptama orani bakimindan karsilastirilmistir. Sonra
ornek hacmi ve bagimsiz degisken sayisi sabit iken bu gézlemlere iligkin hata terimleri
mutlak deger olarak daha da biiyiitiilerek bunlarin verinin merkezinden uzaklastirildigi
durumda, bu yontemler etkili gozlem grubu igeren veri kiimesindeki etkili gozlem
grubunu saptama orani bakimindan karsilastirtlmistir.

Simiilasyon c¢alismasinda veri kiimesini tiretmek i¢in Hadi ve Simonoff (1993)
tarafindan yapilan ¢alismadaki veri tretme yonteminden yararlanilmistir. Hadi ve
Simonoff (1993) tarafindan yapilan ¢alismada veri kiimesi aykirt gozlem icermek
amaciyla tiretildigi i¢in bu caligmada, ayn1 yontemle veri kiimesi etkili gézlem igerecek
bicimde MATLAB2008a programi kullanilarak tiretilmistir.

Birden fazla etkili gézlemin bulundugu bir veri kiimesinde etkili gdzlem veya gozlem
gruplan tam istatistikleri kullanilarak saptanirken karsilagilabilecek sorunlardan ikisi
maskeleme ve siiriiklemedir. Bu g¢alismada, simiilasyon maskeleme ve siiriiklemeyle
karsilasilmayacak bi¢cimde tasarlanmugtir.

Etkili bir gozlemin kaldira¢ degeri etkili olmayan gozlemlerinkine gore daha biiytiktiir.
Bu tanimdan yararlanarak 1 ve 2 indisleri ile gosterilen ve veri kiimesindeki etkili
gbzlem grubunu olusturan iki etkili gézlem i¢in kaldirag degerlerini biiyiitmek amaciyla
bu gozlemlerin p—1 sayida bagimsiz degiskenlerin degerleri, veri kiimesinin geneline
uyan gozlemlere iliskin bagimsiz degiskenlerin degerlerinin tekdiize dagilimdan
tiretildigi [0,15] araligmin en ug¢ degeri olan 15 olarak belirlenmistir. Bu gézlemlerin

hata degisken degerleri ise swrasiyla & =-5 ve ¢, =-5.5 olarak alinmstir. Buradaki

ama¢ bu gozlemlerin hata degisken degerini mutlak degerce arttirarak, bunlarin artik
degerlerini de mutlak degerce bilytitmektir. Sonra parametrelerinin degerleri 1 olan,

Y =1+ X, +.+X,  +& (16)

ip-1 i
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modeline gore etkili grubunu olusturan go6zlemlerin bagimli degisken degeri
turetilmistir. Simiilasyon boyunca bu gozlemlere iligkin bagimsiz degiskenlerin
degerleri ve bagimli degisken degerleri sabit kalmustir.

Veri kiimesinin geneline uyan n—2 sayida gozlem igin p —1 sayida bagimsiz degisken
degerleri  [0,15] araliginda tekdiize dagilimdan tiiretilmistir. Sonra simiilasyon
asagidaki adimlar dogrultusunda yapilmistir.

Adim_1: Bagimsiz degisken sayist p—1 olmak tizere, px1 boyutlu g
parametre vektoriiniin tiim elemanlaria 1 degeri atanir.

Adim_2: Veri kiimesinin geneline uyan goézlemler i¢in hata degiskenlerinin
degerleri, &, N (0,1) dagilimindan tretilir.

Adim 3: p—1 sayida bagimsiz degiskenlerin degerleri ve hata degiskenlerinin
degerleri kullanilarak,

Yi:ﬂo"'ﬂlXil+"'+:Bp—1Xip—1+‘9 (i=3,4,....n) a7

i

modeline gore veri kiimesinin geneline uyan gozlemler i¢in bagimli degisken
degerleri tiiretilir.

Adim_4: Turetilen veri kiimesindeki her bir gozlem icin COVRATIO ve D,

istatistiklerinin degerleri hesaplanir ve her bir tani istatistigine iliskin karar
kuralina gore 1 ve 2 indisi ile gosterilen gézlemlerin etkili bir gézlem grubu olup
olmadigina karar verilir.

Adum 5: Ayni veri kiimesi i¢in grafik yontemine gore tan1 grafikleri olusturulur.
(13) esitliginde verilen ve goreli duyarlilik faktorii olarak tanimlanan karar
degiskenine gore etkili gdzlem grubunu belirleme giicii en yiiksek olan grafik
almir. Bu grafikte etkili gézlem grubunu olusturan gézlemler haricindeki diger
gozlemlere iligskin noktalarin merkeze uzakliklari,

. (W_W(()j) )T [MmT (w—wf)”)

ile hesaplanip en biiyiik uzaklik deneysel giiven elipsinin yarigap uzunlugu olan
p olarak alinir. Eger 1 ve 2 indisleri ile gosterilen gézlemlere iligkin noktalarin

elipsin merkezine uzakliklari, p degerinden biiyiik ise bu noktalar deneysel

giiven elipsinin digsindadir ve grafik yontemine gore bu gozlem grubu etkili bir
gbzlem grubudur.

Her 1 000 tekrarda veri kiimesinin geneline uyan gézlemler i¢in bagimsiz degiskenlerin
degerleri yeniden iiretilmek tizere bu deneme 100 000 kez tekrarlanmistir. Sonra etkili
gozlem grubu igeren veri kiimesinde, bu tan1 yontemlerinin etkili bir gdzlem grubunu
tespit etme oranlar1 hesaplanmustir.
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3.2.1 Bagimsiz Degisken Sayis1 ve Ornek Hacminin Farkh Degerleri icin Etkili
Gozlem Gruplarini1 Saptamaya Dayali Tan1 Yontemlerinin Karsilastirilmasi

Bagimsiz degisken sayisinin iki oldugu, p =3 olan durum i¢in etkili gézlem grubu

iceren bir veri kiimesinde etkili gozlem gruplarini saptamak i¢in kullanilan {i¢ tani
yontemine iliskin simiilasyon sonuglart Tablo 2’de verilmistir.

Tablo 2. p=3 iken Tam Yontemlerinin Veri Kiimesinde Etkili Gézlem
Grubunu Saptama Oranlar1

p=3

n=20 n=30 n=40
D{l 2 0,9989 0,9997 0,9998
COVRATIO, ,, 0,9790 0,9991 0,9995
Grafik Yontemi 0,7450 0,8913 0,9253

Tablo 2’deki sonuglar incelendiginde Cook Uzaklig1 ve COVRATIO{ I istatistiklerinin

bu etkili gbézlem grubunu saptama oranlarinin ele alman tiim o6rnek hacimlerinde
oldukga biiyiik oldugu goriilmektedir. Bununla birlikte tiim 6rnek hacimleri igin diger
yontemlere nazaran grafik yontemin etkili gézlem grubunu saptama oraninin diisiik
oldugu gozlenmektedir. Ayrica drnek hacmi arttikga grafik yonteminin, bu etkili gézlem
grubunu saptama orani da artmaktadir.

Bagimsiz degisken sayisinin {i¢ oldugu durumda, p=4 durumu i¢in etkili gézlem

gruplarin1 saptamaya dayali tam1 yontemlerine iligkin simiilasyon sonuglar1 Tablo 3’te
verilmistir.

Tablo 3. p=4 iken Tam1 Yontemlerinin Veri Kiimesinde Etkili G6zlem
Grubunu Saptama Oranlari

p=4

n=20 n=30 n=40
D{1,2} 0,9992 0,9996 0,9998
COVRA TIO{l,z} 0,9389 0,9937 0,9993
Grafik Yontemi 0,3130 0,5917 0,7232

Tablo 3’teki sonuglar incelendiginde Cook Uzaklig: istatistigine iliskin etkili gozlem
grubunu saptama oraninin 6rnek hacminin tim durumlan i¢in yiiksek oldugu acikga
goriilmektedir. COVRATIO{]} istatistigi ve grafik yontemine iligskin etkili gézlem

grubunu saptama oranlar1 ise 6rnek hacmi arttikga artmaktadir. Buna ek olarak grafik
yontemi n =20 iken etkili gozlem grubunu olduke¢a kiigiik bir oranla saptamaktadir.

Bagimsiz degisken sayisinin dort oldugu, p =5 durumu igin etkili gozlem gruplar i¢in
tan1 yontemlerine iliskin simiilasyon sonuglar1 Tablo 4’te verilmistir.
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Tablo 4. p=5 iken Tam Yontemlerinin Veri Kiimesinde Etkili Gozlem
Grubunu Saptama Oranlari

p=5

n=20 n=30 n=40
D{l ) 0,9986 0,9991 0,9996
COVRATIO, 0,8733 0,9855 0,9980
Grafik Yontemi 0,1826 0,3340 0,5654

Tablo 4’teki sonuglar incelendiginde, farkli 6rnek hacimleri altinda Cook Uzakligi
istatistiginin etkili gézlem grubunu saptama oraninin dikkate deger bigimde biiyiik
oldugu goriilmektedir. Bununla birlikte COVRATIO{ I istatistigi ve grafik yontemine

iligkin oranlar farkli 6rnek hacimleri altinda Cook Uzaklig: istatistigi i¢cin elde edilen
oranlara gore daha kiictiktiir. Ayrica bu iki yontem i¢in elde edilen etkili gézlem
grubunu saptama oranlar1 6rnek hacmi arttikga sayisal olarak biiytimektedir.

Ornek hacmi n=20 iken etkili gozlem gruplarini saptamak igin kullanilan tan
yontemlerine iliskin Tablo 2, Tablo 3 ve Tablo 4’teki sonuglar incelendiginde bagimsiz
degisken sayisi arttikca, COVRATI IO{ I istatistigi ve grafik yontemi i¢in bulunan etkili

bir gozlem grubunu saptama oranlarmmin kiiciildiigii gozlenmektedir. Ozellikle bu
kiigiilme grafik yontemi i¢in daha da agik bir sekilde goriilmektedir. Bununla birlikte ele
alman tim Ornek hacimleri ve bagimsiz degisken sayilart i¢in Cook Uzaklig
istatistigine iligkin etkili gozlem grubunu saptama oranlar1 diger yoOntemler gore
biiyiiktiir.

Cook Uzaklig istatistiginin etkili bir gézlem grubunu saptama oraninin ele alinan tiim
ornek hacimleri ve bagimsiz degisken sayilari i¢in yiiksek olmasi, m hacimli etkili bir
gozlem grubunun bulundugu veri kiimesinde bu etkili gdzlem grubunun silinmesiyle

geri kalan gézlemlerden elde edilen EKK tahmini ﬁ( ;, ile tiim gozlemlere dayali olarak

elde edilen ﬁ arasindaki  karesel uzakligin olduk¢a biiyilk olmasindan
kaynaklanmaktadir. Dolayisiyla bu istatistik, S parametre vektorinin EKK
tahminindeki biiytik degisimi sayisal olarak diger iki yonteme nazaran agik¢a
gostermektedir. Bagimsiz degisken sayisi sabitken, 6rnek hacmi arttikca COVRA TIO{ 5

istatistigi icin bulunan etkili gézlem grubunu saptama oranlarinin artmasinin nedeni ise
bu istatistige iligkin karar kuralinda yer alan kritik degerin 6rnek hacminin azalan bir
fonksiyonu olmasidir.

Grafik yontemi, ¢cok boyutlu bir regresyon problemini iki boyutlu bir probleme
doniistirmek suretiyle olusturulan p sayida tani grafikleri setinin, her bir grafikteki
noktalar i¢in olusturulan giiven boélgesi kriterine bagli olarak incelemesine dayalidir.
Veri kiimesinde bir etkili gozlem grubu bulundugunda bu etkili gozlem grubunu
saptama orant bakimindan grafik yonteminin incelenmesi, bu yontemin regresyon
problemini nasil doniistiirdiigiinii degerlendirmek acgisindan 6nemlidir. Bagimsiz
degisken sayis1 sabitken grafik yontemiyle etkili gdzlem grubunu saptama oranlarina
iligkin sonuglar incelendiginde 6rnek hacminin artmasiyla bu yontemin etkili gdzlem
grubunu daha iyi saptadigi acike¢a goriilmektedir. Fakat 6rnek hacmi sabit iken bagimsiz
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degisken sayisi arttikca, grafik yonteminin etkili gézlem grubunu saptama orani
diismektedir. Buna bagli olarak regresyon probleminin boyutu arttik¢a, grafik
yonteminin regresyon problemini doniistiirme egiliminin azaldigi sonucuna vartlir.

3.2.2 Bagmmsiz Degisken Sayis1 ve Ornek Hacmi Sabitken Etkili Goézlem
Gruplarim Saptamaya Dayali Tan1 Yontemlerinin Karsilastirilmasi

Bu simiilasyonda, bagimsiz degisken sayisi ve 6rnek hacmi sabit iken etkili gézlem
grubunu olusturan goézlemlerin hata degiskenlerinin degerleri mutlak degerce
arttirllarak, bunlarin  verinin  merkezinden uzaklastirildigi  durumlarda, tami
yontemlerinin etkili gézlem grubu igeren veri kiimesinde bu gézlem grubunu saptama
oranlar1 elde edilmistir. Buradaki amac¢ etkili gozlem grubundaki gozlemlerin, hata
degisken degerlerinin daha da arttig1 durumlarda tan1 yontemlerini karsilagtirmaktir.

n=20 ve p=3 iken etkili gézlem gruplarint saptamak i¢in kullanilan tani
yontemlerine iligkin simiilasyon bir 6ncekine benzer bigimde boliimiin baginda belirtilen
adimlar dogrultusunda yapilmistir. Simiilasyon yapilirken etkili gézlem grubunu
olusturan iki g6zlemin hata degiskeni degerleri sirastyla s, =-5 ve ¢, =-5,5 almip bu
gozlemlerin bagimsiz degisken degerleri de kullanilarak bagimli degisken degerleri elde
edilmistir. Sonra b6liimiin baginda verilen adimlar dogrultusunda, her 1 000 tekrara da
verinin geneline uyan gozlemlerin bagimsiz degiskenlerinin degerleri yeniden tiretilmek
tizere,

Yl.:ﬁo+/3’1X,.1+...+/3p_1X,.p_1+g[ (i=3,4,...,n)

modeli dikkate alinip, bu deneme 100 000 kez tekrar edilmistir ve etkili bir gézlem
grubu iceren veri kiimesinde etkili gozlem gruplarmi saptamak i¢in kullanilan tani
yontemlerinin bu etkili gozlem grubunu saptama oranlart elde edilmistir. Ayni
simiilasyon bu iki gozlemin hata degiskeni degerleri 6nce ¢, =7, &, =—7,5 i¢in sonra

g =-10, &, =-10,5 icin yapilip sonuglar Tablo 5’te verilmistir.

Tablo S. n=20 ve p=3 iken Tam1 Yontemlerinin Farklh Hata Degisken

Degerlerine gore Uretilen iki Etkili Gozlemin Olusturdugu Etkili
Gozlem Grubunu Saptama Oranlar1

n=20, p=3
§=-5 g =1 g =-10
& =-5,5 & =-15 &, =-10,5
Dy, 0,9989 1 1
COVRA TIO{I,Z} 0,9790 0,9987 1
Grafik Yontemi 0,7450 0,8829 0,9094

TUIK, istatistik Arastirma Dergisi, Temmuz 2010 97

TurkStat, Journal of Statistical Research, July 2010



98

Irmak ACARLAR, Hamza GAMGAM

Tablo 5’teki sonuglar incelendiginde veri kiimesindeki etkili gézlem grubunu olusturan
gozlemlerin hata degiskeni degerlerinin artmasiyla COVRATIO( e Cook Uzaklig1

istatistikleri ve grafik yonteminin bu gézlem grubunu saptama oranlarinin arttigi
gozlenmektedir. COVRAT. IO( 5 Ve Cook Uzakligi istatistiklerinin etkili gézlem grubunu

saptama oranlarmin ele alian tiim 6rnek hacimlerinde yiiksek olmasiyla birlikte grafik
yontemi i¢in deneysel olarak elde edilen oran bu iki istatistige gore daha kiigtiktiir.

4. TARTISMA VE SONUC

Sonug olarak Cook Uzaklig Istatistigi etkili gézlem gruplarim saptamak icin kullanilan
yontemler i¢inde bu gézlem gruplarini saptama bakimindan en iyi yontemdir. Bundan
baska COVRATIO istatistigi de etkili gozlem gruplarina duyarlidir. Yiiksek boyutlu bir
regresyon probleminin iki boyutlu bir probleme indirgenmesi amaciyla veri kiimesine
bir dontisiimiin uygulandigi grafik yontemi ise regresyon probleminin boyutu arttikca
etkili gézlem gruplarini saptama bakimindan duyarliligi azalmaktadir.
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COMPARISON OF DIAGNOSTIC METHODS
FOR DETECTING INFLUENTIAL SETS IN
MULTIPLE LINEAR REGRESSION

ABSTRACT

In regression, an influential observation and influential sets would cause
noticeable differentiations on fitted values. Since these differentiations
decrease explicability of model, detecting the influential observation or the
influential sets in data is important for efficiency of regression analysis. In
this study COVRATIO, Cook Distance statistics and graphical technique used
for detecting influential sets are examined. These methods are compared with
regard to ratios of detecting influential set in data which includes two
influential observations.

Keywords: Influential observation, Simulation, Diagnostics.
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