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Tribonacci-Lucas Dizi Uzaylar

Murat KARAKASY, Ugurcan SEVIK?
OZET:

Bu arastirmada, temel olarak Tribonacci-Lucas sayilarini kullanarak yeni dizi uzaylari
tanimliyoruz. Daha sonra bu uzaym bazi topolojik 6zelliklerini inceleyerek, bazi
kapsama bagintilann veriyoruz. Ayrica uzayimzin Kothe-Toeplitz  duallerini
hesaplayarak, bazi matris smiflarin1 karakterize ediyoruz. Son olarak, uzayimizin
diizgiin konvekslik, kesin konvekslik, siiper yansimalilik gibi geometrik 6zelliklere
sahip olup olmadigini inceliyoruz.

Tribonacci-Lucas Sequence Spaces
ABSTRACT:

In this work, we basically define new sequence spaces using Tribonacci-Lucas
numbers. Then, we give some inclusion relations by examining some topological
properties of these spaces. We also characterize some matrix classes by calculating the
Kothe-Toeplitz duals of our space. Finally, we examine whether our space has
geometric properties such as uniform convexity, strict convexity, and super-
reflexivity.
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GIRIS

Tribonacci sayilari, ilk olarak Amerika’da daha heniiz 9. Simif 6grencisi iken Mark Feinberg
(Feinberg, 1963) tarafindan kesfedilmis olup kendisine Gen¢ Bilim Akademisi Sampiyonlugunu
kazandiran projenin iginde yer alan 0zel bir say1 dizisidir. Mark Feinberg’in Bilim Senligi igin
hazirlamis oldugu ve gonderdigi bu ¢alisma Fibonacci Quarterly dergisi tarafindan yayinlanmaya
deger bulunmus ve kendisi gelecek vadeden 6grenci ddiiliine layik goriilmiistiir.

Tribonacci sayilarmin dagilimi incelendiginde, belli bir terimden sonraki her bir sayinin,
kendisinden Onceki ardisik ii¢ saymnin toplami seklinde oldugu goriilmektedir. Boylece bu yeni dizi
Oy =0,+0,,+0,, » N=2 seklinde tanimlanmustir. Dizinin baslangi¢ terimleri @, =1, q, =1,

0, =2 olarak verilmis olup bu tanimlama Mark Feinberg tarafindan baslangigta q, dizisi olarak

tanimlanmistir. Ancak daha sonra bu sayilar Tribonacci dizisi olarak adlandirilmis ve terimleri T, ile
gosterilmistir. Bu dizideki ilk birkag say1; 1, 1, 2, 4, 7, 13, 24, 44, 81, 149, 274, 504 seklindedir.

Tribonacci say1 dizisinde ardisik iki sayinin T, orant 0.54368901... degerine yaklnsar,h

n+l n
orani ise 1.83928675... irrasyonel degerine yakinsar. Bu deger Tri-Phi (®3) olarak adlandirilmustir.
Daha sonra, elemanlar1 Tribonacci tekrarlama bagintisiyla elde edilen ve Fibonacci sayilarinin
bir genellestirmesi olan Tribonacci-Lucas sayilar1 Catalani (2002) tarafindan arastirilmistir. Baslangig
kosullar1 V, =3, V, =1, V,=3 olanve V_,, =V, +V, , +V, , bagintisi ile verilen sayilara Tribonacci-
Lucas sayilar1 denir. Baz1 Tribonacci-Lucas sayilann 3,1,3,7,11,21,39,71,131,241,... seklindedir.

Tribonacci ve Tribonacci-Lucas sayilarina iliskin asagidaki 6zdeslikleri verebiliriz (Frontczak, 2018):
n T ,+T -1

ZT — _n+2 ’
k=1
n +T,, -1
T 2n+l ,
kZ:; 2 =
" (2T ()" (T =To) +1
‘ 2 ’
. v = Vo2 TV -6
=i 2
n . 1)”+l( Vo )+2
1 k=1 =~ ( n+1 n-1
k:l( ) Vi 5

Son zamanlarda Yaying ve Hazarika (2020), Yaying ve Kara (2021), Karakas (2021) Tribonacci
ve Tribonacci-Lucas sayilarint  kullanarak toplanabilme teorisinde ¢aligmalar yapmaktadir.
Toplanabilme teorisinde, Fibonacci, Lucas, Padovan, Catalan ve Tribonacci gibi tekrarlama bagintist
kullanilarak tanimlanan tamsay1 dizileri yardimiyla regiiler matrisler olusturarak bu matrislerin etki
alanin1 kullanarak yeni dizi uzaylar1 tanimlama fikri Kara ve Basarir (2012), Karakas ve Karakas
(2017; 2018), Ercan ve Bektas (2017), Yaying ve ark. (2021), Dagh ve Yaying (2022), Gokge ve
Sarigél (2020), Kara ve ilkhan (2015; 2016; 2019; 2021), Gokge (2022), Kara (2013), Basarir ve ark.
(2016), Candan ve Kara (2015) ve ilkhan ve ark. (2021) gibi cesitli yazarlar tarafindan ¢alisilmistir. Bu
caligmalarda yazarlar, Fibonacci, Lucas, Padovan ve Catalan sayilar1 ve c¢esitli 6zelliklerini
vermislerdir. Ancak Tribonacci-Lucas sayilari bu amagla heniiz toplanabilme alaninda
kullanilmamustir.
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Bu bilgiler 151¢inda makalemizin amaci regiiler Tribonacci-Lucas matrisinin yakinsaklik alan
yardimiyla yeni bir dizi uzay1 tanimlayip bu uzayn topolojik yapisini aragtirmak, Schauder bazini elde
etmek, a—, B—,y — duallerini hesaplamak, bu uzay iizerinde bazi matris siniflarin1 karakterize etmek

ve diizgiin konvekslik, kesin konvekslik gibi bazi geometrik 6zelliklerini incelemektir.
MATERYAL VE METOT

Tiim reel degerli dizilerin kiimesi olan @ 'nin lineer bir alt uzay1 dizi uzay olarak adlandirilir.
Literatiirde bilinen en klasik dizi uzaylar sirasiyla yakinsak diziler uzayr c, sifira yakinsak diziler
uzay1 C,, sinirhi diziler uzay1 £, ve p. mertebeden mutlak yakinsak seri olusturan diziler uzay1 /  dir.

1Up
Ik ii¢ uzay ”U”oc =Sup|ui| normuna gore ve son uzay ||u||p = (Z|ui|pj , 1< p <o normu ile Banach
i i

uzayidirlar. V bir Banach uzay olmak iizere Viell i¢in t,:V — 0, t;(u)=u, fonksiyoneli siirekli ise

bir BK-uzay1 adin1 alir.
Bazi durumlarda, iki dizi uzay1 arasindaki en genel lineer operator bir sonsuz matrisle verilebilir.
Bu nedenle, matris doniisiimleri teorisi, dizi uzaylar1 alaninda daima biiyiik ilgi gérmiistiir. Kabul

edelim ki G =(g; ) reel terimli bir sonsuz matris ve u=(u; ) € @ olsun. O halde
(Gu), =2 gyu; (1)
j

olmak tizere (1) esitliginin sag tarafindaki seri yakinsak ise u dizisi Gu ={(Gu)} dizisine

doniisiir. Bu durumda Gu dizisine u dizisinin doniisiim dizisi denir.
U ve V herhangi iki dizi uzay1 olsun. Yu €U i¢in Gu €V oluyorsa, bu takdirde G, U ’dan V
icine bir matris donilisiimii tanimlar ve bu G:U —V seklinde gosterilir. Bu sekilde tanimhi tim G

matrislerinin smnifi i¢in (U : V) semboliinii kullaniriz. G matrisinin etki alan:
U; ={uew:GueU} (2)
seklinde tanimlidir ve bir dizi uzayidir. Eger G matrisi ticgensel ise U ve U, uzaylarinin lineer
izomorf olduklar1 gosterilebilir (Basar, 2011).
Tammm 1. U ve V dizi uzaylari i¢in S (U ,V) cumlesini
S(UV)={z=(z):xz=(xz2)eV,vxeU} (3)
seklinde tanimlayalim. (3) notasyonu ile bir U dizi uzaymnm U*,U” ve U’ seklinde gdsterilen
a, 3 ve y dualleri
U*=S(U,,),U”=5(U,cs) ve U” =S(U,bs)
seklinde gosterilir (Basar, 2011).
Simdi sonsuz bir matrisin regiiler olmasi i¢in gerek ve yeter kosullar1 veren, ¢alismanin

devaminda yararlanacagimiz ve Silverman-Toeplitz teoremi olarak bilinen asagidaki teoremi ifade
edelim:

Yardimc1 Teorem 1. G = (gij )matrisinin regililer olmasi i¢in gerek ve yeter sart asagidaki ii¢

sartin saglanmasidir:

1.Vi=123,... igin Z‘gij‘ <M esitsizligi saglanacak sekilde M >0 vardir,
=1
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ii. Vj=12,3... igin lim g; =0 dur,
iii. lim> g, =1
I—>0 j:1

dir (Wilansky, 1984).

U lineer topolojiye sahip bir dizi uzay1 olsun. Viel i¢in g :U —0,q;(u)=u, doniisimi
stirekli ise U ’ya K-uzay1 adi verilir. U uzay1 hem tam lineer metrik uzay hem de bir K-uzayi ise bu
takdirde FK-uzay1 adin1 alir. K-uzay1 ayni1 zamanda bir Banach uzay1 ise bu durumda BK-uzay1 olarak
adlandirilir (Choudary ve Nanda, 1989).

Genellikle p - tipi uzaylar /(p) ve ¢ uzaylarinin 6zelliklerinden dolay1 birgok uygulamaya

sahiptir. Kamthan ve Gupta, (1981), zengin geometrik Ozelliklere sahip Orlicz uzaylarinin alt
uzaylarinin £ uzayma izomorf oldugunu gostermistir. Ayrica /; uzayr 1< p <oo ig¢in yansimali ve
konveks oldugundan bu uzaylarin geometrik yapisinm diisiinmek dogaldir.

Topolojik ve diger bazi alisiimis 6zelliklerine ilaveten dizi uzaylarinin geometrik 6zelliklerinin
arastirilmasi uzun zamandir biiyiik ilgi gérmektedir. Literatiirde farkli dizi uzaylarinin geometrik
ozellikleriyle ilgili bir¢ok ¢alisma bulunmaktadir. Simdi ¢alismamizda kullanacagimiz bazi geometrik
ozelliklerin tanimini verelim:

Tamm 2. Normlu bir U wuzayma; uyveUigin |u|=1, |v|=1 ve |u-v|>¢ iken

H%(u +V)

denir, (Chidume, 1965).
Tamm 3. Normlu bir U uzayma Vu,veU ig¢in u=v,|u|=|v|=1 iken VAe(0,1) igin

|4u+(1-2)v| <1 ise kesin konveks denir, (Chidume, 1965).

<1-& olacak sekilde herhangi bir ¢ €(0,2] i¢in 5 =5(&)>0 meveut ise diizgiin konveks

Tamm 4. Diizgiin konveks olmayan ya da diizgiin kare olmayan bir Banach uzayina izomorfik
olan Banach uzayina siiper-yansimali (super-reflexive) denir, (James, 1972).

BULGULAR VE TARTISMA

Simdi Tribonacci-Lucas sayilarmin ozelliklerini  kullanarak V =(Vij) sonsuz matrisimizi

asagidaki sekilde tanimlayalim:

2v;
Vz(vij): Vi, +V,—6 .
0
Bu matrisin terimlerini agtigimizda asagidaki matrisi elde ederiz:
1 0 0 O
13 45 o
4 4
v=| Lt 32 T
11 11 11
1 3 7
22 22 22 22
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Bu matrisin liggensel oldugu yani j<i i¢in v; #0 ve j>i i¢in v; =0 oldugu aciktir. Ayrica
Teorem 1’den matrisimizin regiiler oldugu kolayca goriilmektedir. Bu matris yardimiyla V -
doniistimleri / ve ¢, uzaymnda bulunan tiim dizilerin kiimesi olacak sekilde ¢ (V) (1< p<o) ve

¢, (V) Tribonacci-Lucas dizi uzaylarimizi asagidaki gibi tanimlayalim:
0,(V)={x=(x)ew:Vxe s jver, (V)={x=(x)ew:Vxer,}.
(2) gosterimini kullanarak yukaridaki dizi uzaylarmi
(V)=(4,), ve L(V)=(2.), @
seklinde yeniden ifade edebiliriz.
Simdi X = (xj ) dizisinin V —doniisiimii olarak sik¢a kullanacagimiz y =(y,) dizisini
i 2V,
=Vx=) —L—x., iell 5
Y, =Vix =2, —— — 5)

[ER
seklinde tanimlayalim. Ayrica ¢alismamiz boyunca negatif indisli herhangi bir terim 0 olarak
kabul edilecektir.

Teorem 1. 7 (V ) uzay1 toplama ve skaler ¢arpim islemlerine gore bir lineer uzaydir ve
i. £,(V) uzay ||X||l,p v = |[\/X||l,‘p p-normuna gore bir p-normlu uzaydir. Burada p-norm su sekilde

tanimlanir:
”X“(,’p(v) =Z‘vi(x)‘p,0< p<1, (6)
ii. £,(V) ve 7, (V)uzaylan sirasiyla asagida verilen normlara gore BK-uzayidur.
Yo
[ MO | "5 p <o )
vy =SupN; (X)) ®)

Ispat. p-norm aksiyomlarmin saglandigini gdstermek rutin bir uygulama oldugundan sadece

[

(ii)’nin ispatin1 verecegiz. ¢, uzayl kendi alisilmis normuna gére bir BK-uzayidir ve V matrisi

liggenseldir. Dolayistyla Teorem 4.3.12, (Wilansky, 1984), 7 (V) (1< p<w) ve 7, (V) uzaylarmmn

verilen normlara gére BK-uzaylari oldugu sonucunu verir.
Teorem 2. 7 (V) uzay1 bir i¢ ¢arpim uzay1 degildir. Dolayisiyla p =2 hari¢ 1< p <o igin bir

Hilbert uzay1 degildir.

Ispat. X=(Xi)=(1,1,—;,0,0,...j ve y=(yi)=(l,—§,;,0,0,...j dizilerini alalim. O halde

(Vx). =(11,0,0,...) ve (Vy). =(1,-1,0,0,...) buluruz. Bdylece

2
B B 84 2 = ). (02

ifadesi elde edilir. O halde 7, (V) uzaymim normu p#2 i¢in paralelkenar esitligini saglamaz.

Bu ise goz Oniine alinan normun bir i¢ ¢arpimdan elde edilemeyecegini ifade eder. Boylece ispat
tamamlanir.
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Sonug 1. /_ (V) uzay: bir Hilbert uzay: degildir.
Sonug 2. 0< p<oo olmak iizere £, (V) uzay bir Frechet uzayidir.

Ispat. 7 (V) ve ¢, (V) uzaylan lineer uzaylardir ve bu uzaylar iizerinde cebirsel islemlerin

stirekli oldugu kolayca goriilebilir. Ayrica bu uzaylarin tamligin1 Teorem 1’den biliyoruz. Dolayisiyla
bu uzaylar Frechet uzaylaridir.

Sonu¢ 3. O<p<oo olmak iizere /,(V) uzay: iizerinde mutlak deger ozelligi (absolute
property) saglanmaz.

Ispat. 1< p<oo icin / 0 (V) tizerindeki normu kullanarak bu uzayin mutlak deger 6zelligine

sahip olmadigini |x| = (‘x i ‘) olmak iizere agsagidaki esitsizlikten sdyleyebiliriz:

N %
> 1,

2V Z
Buradan 0< p <1 ve p=oo i¢in benzer sekilde ispat yapilabilir.

>

=1 V|+2 +Vi

2v

[
+V,—6

||X||(:p(V) (Z

i+2

Teorem 3. 7 (V) uzay: £ uzayma izometrik olarak izomorftur. Yani ¢ (V )=/ “dir.

Ispat: (5) esitligini kullanarak @:/ (V) —> /¢, , x>y =X doniisiimiinii goz 6niine alalim. Bu
takdirde ¥xe/ (V) i¢in px=y=Vxe/ ’dir. Ayrica ¢ 'nin lineer oldugu agiktir. Bununla birlikte
Vx=0 iken x=0 oldugu asikardir. Buradan ¢ doniisiimii birebirdir. Simdi y=(y;)e/, verilmis
olsunve x = (x j) dizisini agagidaki gibi tanimlayalim:

v, +v, -6

- Zj]:l(‘l) 12

K=ij—

o, yk;(je[l). ©)

O halde (9)’u kullanarak 1< p <o igin

P )b

2V
k
Xk

M., {Z\v J ]

= OvJ+2+v -6

AV

] k V.,+V. -6
= D R s A B
Zj: kZ::; vJ+2 +Vv; -6 nzkgl( ) 2v, Yo
o
B J Vi, +V;—6 Vi, +V;—6 ’
- Z]:Z(;VJ )+, 6( 2v, Ya® 2v, Ye
,- o
= Zkzc;()’k_ykl ] [Z‘y‘] —”y” <o,
=

olup, 7 ac(V) ve /_ uzaylarinin lineer izomorf oldugunu gostermek icin de benzer islemler

yapilir ve

..y =supVix|=suply; [ =]y], <<
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elde edilir. O halde xe (V) (1< p<w) “dir. Dolayisiyla ¢ ortendir ve normu korur. Boylece

ispat tamamlanir.
Teorem4. ¢, </, (V)ve 1< p<oo igin £ </ (V) bagmtisi saglanr.

Ispat. Tk olarak p =1 icin teoremi ispatlayabiliriz. X = (X. ) e ¢, olsun. Bu takdirde
M= S 00 3B 3o bl = Sl 32— < AT - Al <
i=1 |+2 =] Yi+2

Buradan xe/,(V) ve Elczl( ) elde edilir.

Simdi 1< p<oo Ve X= (x i ) €/, alahm. Viell igin Holder esitsizliginden yararlanirsak

i 2v Pl 2v ‘ 2V; "
Ni(X)‘pS[Z;m‘X ‘:| |:z;-vl+2+v G‘X ‘ :||: lV|+2+\;i_6j|
:#ivi‘xi‘p

Vi +V, =65
buluruz.

Ayrica A= Sup( Jz j<oo olmak iizere

i= JV|+2+V
,Z“ ‘ ; ,+V — 6ZV ‘X‘ _Z‘X ‘ V‘, <V, ,+V.—6
Ve

o p
I < A3 b = Al <o

buluruz. Bu xe/ (V) olmasi demektir. Dolayisiyla 1< p<oo olmak iizere £, </ (V)
bagintis1 saglanir.

Simdi p=oo ve x=(x;)e’, olsun. O halde Vj e igin |x|<B olacak sekilde bir B>0

sabiti vardir. Béylece Viell i¢in

Vo, +V, — ZV‘X‘_vHZJrv— Zlv_B

i+2

Vi (x)] <

olur. BuV, ( ) €/, olmasi anlamia gelir. Sonug olarak ¢/ </ (V) bagmntist saglanir.

Teorem 5. 1< p<oo i¢in £ (V ) c (, bagintisi saglanir.

Ispat. Teoremin ispat: Sonug 4.7, (Mursaleen ve Noman, 2010) ve Sonug 4.9, (Mursaleen ve
Noman, 2011)’den kolayca elde edilebilir.

Teorem 6. 0< p <o olmak iizere £ (V)< cy(V)cc(V)c/, (V) bagmtist kesindir.

Ispat: ¢, (V)={x=(x)ew:Vxec,} ve c(V)={x=(x)ew:Vxec}olmak iizere, Vjell i¢in

2 Zvj =1 elde edilir. Bu ise Vx ec

X. =1 ve Xx=(x.) dizisiicin i €[] olmak iizere V. (x)=
J (x)) ¢ (%) V6

V.

i+2
ve Vxgc, oldufunu gosterir. Yine buradan xec(V) ve xgc, (V) dir. Dolayisiyla ¢,(V)c=c(V)
kapsama bagintis1 kesin olarak saglanir.
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(—1)j(vj+2+vj+1+v +V,_ 6)

2V.

J

Simdi x =(x;) dizisini jel igin X, =

seklinde tanimlayalim.

Buna gore Viell igin

5 i 1) (Vj,p +Vy0 +V, +V,, —6)
V. = X
(%) Vi, +V, — BZV %= Vi, +V, — GZV 2v,

1

‘m( 1) (%, +Y, —6) =(-1)

i+2

elde edilir. Bu ise Vxe/_ ve Vxgc oldugunu gosterir. Buradan xe/_ (V) ve xgc(V) olur.

Dolayistyla ¢(V)</, (V) bagmtist kesin olarak saglamir. Sonug olarak ¢,(V)cc(V)c/, (V)
oldugu agiktir.

Simdi X = (xj ) e/, (V) olsun. Bu takdirde Vxe/, ve dolayisiyla Vxec, dir. Buradan
xeC, (V) iken 7 (V)ccy(V) kapsamasi gecerlidir. Simdi O<p<oco iken Vjel igin

X; = —Y seklinde tanimlanan x = (x j) dizisini diistinelim. O halde
(1+j)>

‘Vi (X)‘

2 L, 2(1+])%° ' v 1

Vi tVi— -6 =1 (1+ J)}/p Vip tVi— 6 (1+ j)}/p
dir. Dolaysiyla Vxe ¢, ve xe/ (V) olur. Boylece xec,(V) fakat xe/ (V) ‘dir. Bu

nedenle 0< p <oo igin £ (V)< ¢, (V) bagmntist kesin olarak saglanur.

Teorem 7. 0< p <s<oo ise bu takdirde 7, (V)< ¢, (V) bagmtisi kesindir.

Ispat. O<p<s<oo alahm. ¢ </, oldugundan ¢ (V)< (V) bagmtisi saglamr. Bu
durumda x= (xj ) el (V) ancak x= (Xj ) ¢/, (V) oldugunu gostermeliyiz. Bunun igin y = (yj )
dizisini, x = (x i ) dizisini kullanarak asagidaki gibi tanimlayalim:

X; (Vi +V; =6) =Xy (V1. +V,, —6)

j+l

2v. '

]

y; = Vjel .

Buradan VieD icin

Vi(y)= v 62 Y, = v 62)(‘(”2 ) X; . (vj+1+v 6)=xi

=1

olur. Bu V;(y)=x olmas: demektir ve buradan Vye/ /¢ ’dir. Béylece ye/ (V) ancak
y ¢/, (V)olur. Sonug olarak ¢, (V)< £, (V) kapsamasi kesindir.

Teorem 3’iin ispatinda tanimlanan ¢@:/ (V)—> £, donlisimi bir izomorfizmdir. Bu nedenle

£, uzaynin {e(j)}jE bazinin ters gorilintiisii ﬁp(V) uzayinin bazini olugturur. O halde asagidaki

sonucu verebiliriz:

Teorem 8. 1< p<oo ve Vjell igin /, (V) uzayinin elemanlarinin olusturdugu
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_ (-1’ (Vj.o v, —6)
d) = oV

0, (0< j<i-1)veya(j>i)

(i-1<j<i)

seklinde tanimlanan {d(j)} dizisi /,(V) uzay: i¢in bir Schauder bazidir ve Vxe/ (V)

jed
eleman

X= ZVJ. (x)d () seklinde bir tek gdsterime sahiptir.
J

Sonug 4. 1< p < oo olmak iizere £ (V) uzay: aynlabilirdir.

Ispat. Teorem 1 ve Teorem 8’den agikca goriiliir.
¢,(V) Uzaymm a—,S— ve y— Dualleri

Calismamizin bu boliimiinde Ep(V) uzaymin «-—,f— y— duallerini hesaplayacagiz. Dual

hesaplama ftizerine ilk arastirma Kothe ve Toeplitz, (1934), tarafindan baslatilmistir ve elemanlari
diziler olan a —dual (K&the-Toeplitz dual) elde edilmistir. Daha sonra Chandra ve Tripathy, (2002),
tarafindan dizi uzaylarinin Kothe-Toeplitz duali kavrami genellestirilmistir.

Simdi hesaplarimiz i¢in gerekli olan, Stieglitz ve Tietz, (1977), tarafindan verilen asagidaki
yardimci teoremlerle baslayalim. Calismamiz boyunca &4, [l 'nin tiim sonlu alt kiimelerinin
toplulugunu gdésterecektir.

Yardimer teorem 2. B =(l;) (¢, :,) ancak ve ancak

q
i.supd > b <wol<p<oo (10)
Ved i liev
ii.sup D [o;| <0, p=1. (11)
i 5
Yardimci teorem 3. B =(bij)e(£p :C) ancak ve ancak sirasiyla 1< p<oo, p=1 ve p=o0 igin
i.limb,, Vjell (12)
squ‘bij‘q <o . (13)
P
ii.limb,, Vjell,
sup|o;| < oo . (14)
ij
ii. limb, |, Vj el
squ‘bﬁ‘ <o, (15)
P

fm2

Yardimci teorem 4. B = (bij ) € (Zp :fw) ancak ve ancak 1< p <o i¢in (13) ve p=1 i¢in (14)

b —Iinjbij‘ _o. (16)
saglanir.
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py

ieV

Teorem 9. d ={b =(o;)ew:sup’

Ved i

q
<oo}, d2={b:(bj)ew:sqp'2—'_

olmak iizere {/, (V )}a =d, ve {ép \Y )}a =d] , 1< p<oo dir,

ispat. b=(b;)ew ve 1<p<oo olsun. Bu takdirde (5) ve (9)'u kullanarak Vi, jel igin
U =(u; ) matrisi
iV.,+V.—6
()72 hi-1<j<i
i 2v,

0

seklinde tanimli olmak tizere Viell i¢in

,J<i1-1 veyaj>i

i Iy, 4V —6
biXi = Z (_1) JZijiyj =V (y) (17)

j=i-1 i

buluruz. Boylece (17)'den x=(x;)e?,(V) iken bx=(bx)e¢, olmasi ancak ve ancak

y= (yj ) e ¢, iken Uy e/, olmasi ile miimkiindiir. Bunun anlami b = (bj ) € {ﬁ o (V )}a olmas1 ancak ve

ancak U e(ﬁp :fl) olmast halinde miimkiindiir. Yardimci Teorem 2’de Byerine U alirsak

2.

ievV

q
be{ép(V )}a olmasi igin gerek ve yeter sartn sup .

Ved i

<oo oldugunu goriiriiz. Simdi p=1

alalim. (17)’den b:(bij)e{ﬁl(v )}a olmasi i¢in gerek ve yeter sart Be(/,:/¢,) ya da buna denk
olarak (11)’den

sup Y |uy| <0 (18)
j .
vj+2 +v; - 6 ] ] 5
olmasidir. Ayrica Vjell ig¢in Z‘u”‘— > b.| dir. Dolayisiyla (18)’in saglanmasi
i=j V'
. Vi, +Vv;—6
icin gerek ve yeter sart sup > b;| <o olmasidir. Bu ise {fl } =d, olmasi demektir.
i Vj
. . b; Vi +V; -6 i vJ+2 )
Teorem 10. Vj ell i¢in A| — > olmak lizere
V. .
J J
b. \(v.,,+V. -6 V., +V. -6
di =ib=(b)ew:> |a| L ”2—‘ b=(b;)ew: Ilm”z—‘bjzo
i v, 2 2v;
kiimelerini tanimlayalim. Bu takdirde {fl(V )}ﬂ =d, , { - —d Nd, ve { o (V )}ﬂ =d,Nd; ,

1< p<oo’dir.
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b.\(v.,+Vv.—6
A i j+2 j . .
[Vj j( 2 j A=t
Ispat. icll veT =(tij) matrisi t; = V”Z;—Vi_Gbi , ] =1 olmak tizere
Vi
) >
0 J
i b i j & Vieo +V, —6 b
Z i%; :Z Z (-1) v Y P; (19)
j=1 j=1| k=j-1 i

i1 (b (v, ,+V.—6 V. .+V. —6
=NA 220 Ty p T2t Phy =T
2 {Vj)[ > jy, oy Y =Ti(Y)

denklemini gz Oniine alalim. Bu takdirde T matrisinin siitunlar1 acik¢a yakinsaktir, ¢iinkii

] bj Vi, +V;—6 )
Ilmtij =A V_ T ,Vj ell (20)

]

dir. Boylece Yardimer Teorem 3 ve (19) denkleminden x=(x;)e ¢, (V) iken bx=(b;x;)ecs
olmasi ancak ve ancak y = (yj ) €/, iken Ty ec olmasi ile miimkiindiir. Buradan b = (bj ) € {E A (V )}ﬁ

olmasi ancak ve ancak T e(ép :C), 1< p<o olmast ile miimkiindiir. Simdi sadece 1< p<ow

A b_J Vi, tV,—6
v, 2

ise 1< p <o olmak iizere {ép (v )}'B =d, Nd; sonucunu verir. p=1 icin (14)‘den ve p =co igin (15),

q

Viea TV -6

durumunu verecegiz. (13)’den Z
i

b.| < wyazariz. Bu

<o Ve sup
i

(16) ve (20yden {¢,(V)}" =d, ve {¢, (V)" =d}Nd,oldugu kolayca goriilebilir.

Teorem 11. {¢,(V)}" =d, ve {¢,(V)}" =d,Nd; , 1< p<oo dir.

Ispat. Teorem 10’da verilen benzer yolla ve Yardimci Teorem 4 kullanilarak kolayca
ispatlanabilir.

¢, (V) Uzayr Uzerinde Matris Déniisiimleri

Bu kisimda 1< p<o ve X uzay:r /_,C,C, uzaylarindan herhangi biri olmak tizere (f o (V ), X )

smiflarini karakterize edecegiz. Kolaylik olmasi acisindan Vi, jell icin

~ bij bi j+ Vj+2 +Vj -6 < .
bij =| ——— yazacagiz. Ayrica y=Vx olacak sekilde X,y ew alalim. O halde

Vi Vi, 2v,
(19)’dan
m U PN V..,+V,—6
Zbijxj = Zbijyj + -t > =By Y (21)
=1 i=1 Vin

olur. Simdi asagidaki kosullar1 g6z oniine alalim:
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2V.

]

Vi, +V;—6 ) .
2T p| er, Viel
j=1
sup‘ﬁij‘q <o,
ij

SUPZ‘BUF <%
i

.V, +V;—6 .
lim—————b, =0 ,Viell
i 2v;
SUF’Z\@;\@O 1

P

Iiimlt;ij =a; ,Vjel
lim"Jo, —a,[=0,vjer
j
lim 3 [5,[ =0
i

limb, =0 ,vj el

(22)

(23)

(24)

(25)
(26)

(27)

(28)
(29)

(30)

Boylece (21) denklemi, Teorem 10 ve Stieglitz ve Tietz, (1977), tarafindan verilen sonuglar

kullanarak asagidaki ifadeleri elde ederiz:
Teorem 12.

i. Be (fl (V ) : éw) < Viell ig¢in (22) ve (23) sartlar1 saglanir.
ii. 1< p<oo olsun. O halde B e (ﬂp (V ) : Zm) < (22) ve (24) sartlar1 saglanir.
iii. Be (E (V)i w) < (25) ve (26) sartlar1 saglanir.
Teorem 13.
i. Be (ﬁl (V ) : C) < Vj el ig¢in (22), (23) ve (27) sartlar1 saglanir.
ii. 1< p<oo olsun. O halde B e (ép \Y ) : C) < (22), (24) ve (27) sartlar1 saglanur.
iii. Be (ﬁm (V): C) < (25)-(28) sartlar1 saglanir.
Teorem 14.
i. Be (Zl (V): CO) < Vjell igin (22), (23) ve (30) sartlar1 saglanir.

ii. 1< p<oo olsun. O halde B e (fp (V ) : CO) < (22), (24) ve (27) sartlar1 saglanir.

Be (EOO (V ) : CO) < (25) ve (29) sartlar1 saglanir.
¢, (V) Uzaymm Bazi Geometrik Ozellikleri

Bu kisimda EP(V) uzayimnin diizgiin konvekslik, kesin konvekslik, yansimalilik ve siiper

yansimalilik gibi bazi geometrik 6zelliklerini aragtiracagiz.

Teorem 15. El(V) ve /7 (V) uzaylar1 diizglin konveks degildir. Aslinda bu uzaylar kesin

konveks de degildir.
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Ispat. x=(xi):(1,—%,0,0,...j ve y=(yi)=(0,—%,;,

Buradan x,ye/,(V) oldugu agiktir ve ||x||ll(v) =1= ||y||ll(v) x- y||é1(v) =2>¢g dir. Ayrica

0,0,...j dizilerini géz Oniine alalim.

XEV 1 ve bdylece £,(V) uzay: diizgiin konveks ve kesin konveks degildir. Benzer sekilde

2 6(V)

u= (1,1, —;,0,0, j ve z2= (1,—2,;,0,0,...] dizilerini gz oniine alalm. u,ze/_ (V) oldugu agiktir

u+z

=2> g’dir. Ancak

ve u W)

=1 olup buradan /,, (V) uzaymn

Ve |lu-z
l(V)

%) =1=|z

(v

diizglin konveks ve kesin konveks olmadigi goriiliir.
Teorem 16. /, (V) uzayi diizgiin konveksdir.
Ispat. u,ze ¢, (V) olsun. ¢, (V) uzay: Hilbert uzay: oldugundan

2 2

1/ ) |
5(V) ) 5(”u||fz(V) +||Z||pz(v)) dir.

ts

2
||u||jz(v) <1, ||z||i(v) <1 ve |u —Z||[v2(v) >¢ ise, A :1—1/1—% olmak iizere

oldugu goriiliir.

u+z

2

u-—z

2

(V)

Buradan 7, (V) uzaymin diizgiin konveks uzay oldugunu elde ederiz. Ayrica Chidume, (1965),

syt 9’dan asagidaki sonucu verebiliriz.

Sonug 5. 7, (V) uzay1 kesin konveks ve yansimali uzaydur.
Teorem 17. 7 (V) , 1< p <oo uzayi siiper-yansimali uzaydur.
Ispat: Teorem 3’e gore / o (V) uzay1 /£, uzayina izomorf oldugundan ve Diestel, (1976)’e gore

£, uzay1 diizgiin konveks oldugundan istenen sonug elde edilir.

SONUC

Tribonacci-Lucas sayilar1 gegmiste ve gilinimiizde bir¢ok yazar tarafindan g¢alisiimaktadir.
Tribonacci-Lucas 6zdeslikleri, tekrarlama bagintilari, {ireteg fonksiyonlari, binet formiili ve
genellestirilmis Tribonacci-Lucas sayilar1 yazarlar tarafindan aragtirllmigtir. Ancak bu calismada

l, (V), 1< p<oo Tribonacci-Lucas dizi uzay: tanitilarak farkli bir yone odaklanilmistir. Bu nedenle

bu caligmanin toplanabilme teorisinde yapilacak g¢alismalar i¢in bir yol gosterici niteligi tagimasi

beklenmektedir. Bu ¢alismadan yararlanarak Tribonacci-Lucas fark uzaylari, £ (V) uzayinin
kompaktlik 6l¢iisii, farkli geometrik 6zellikleri ile ¢ ve ¢, uzaylarinda V, Tribonacci-Lucas matrisinin

yakinsaklik alani ile ilgili benzer sonuglar arastirmacilar tarafindan dikkate alinabilir.

Cikar Catismasi
Makale yazarlar1 aralarinda herhangi bir ¢ikar catismasi olmadigini beyan ederler.

Yazar Katkisi
Yazarlar makaleye esit oranda katki saglamis olduklarini beyan eder.
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