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BEHRENS-FISHER PROBLEMIi VE COZUM

YONTEMLERI
Siileyman GUNAY" Semra TURKAN"
OZET

N(},ll , Glz ) N(,u2 , 0'22 ) seklinde normal dagilan iki kitlenin

ortalamalart arasindaki farklilik arastiriirken, bu iki kitlenin varyanslart
bilinmiyorsa ve esit degilse s6z konusu iki kitlenin ortalamalarimin testi,
Behrens-Fisher problemi olarak bilinir. Behrens-Fisher probleminin
¢oziimiinde ¢ok sayida yontemler gelistirilmistir. Welch-t testi, permiitasyon
testi v.b. bu testlerden bazilaridir. Bu ¢alismada Behrens-Fisher probleminin
¢oziimiinde kullanilan Welch-t testi, permiitasyon testi ve sayisal yontemler
tartisimistir.  Monte Carlo sonuglarima deginilerek Welch-t testi ve
permiitasyon testi karsilastirimigtir. Son olarak  sayisal ydontemler igin
Cressi ve Whitford tarafindan onerilen istatistikleri iireten bir bilgisayar
yazilimi uygulanmistir.

Anahtar Kelimeler: Behrens-Fisher Problemi, Permiitasyon Testi,
Welch-Testi.

1. GIRiS

iki kitlenin dagilimi konum, dlcek ve sekil bakimindan kitlelerin ortalamalari arasindaki
farkliligin testini etkileyebilir. Bu nedenle iki kitlenin ortalamalar1 arasindaki farklilik
aragtirilirken, oncelikli olarak kitlelerin dagilimlar arasinda fark olup olmadig: test

edilir. Bu testin sonucunda dagilimlar arasinda fark olmadig ve kitlelerin N(],L1 ,Go ),
N (,u2,022 ) seklinde normal dagildig1 varsayilsin. Bu durumda ele alian kitlelerin

varyanslari  bilinmiyorsa ve esit degilse (o’ #0.) sozkonusu iki kitlenin

ortalamalarinin testi, Behrens-Fisher problemi olarak bilinir. Hata degiskenleri farkl ve
bilinmeyen varyanslara sahip oldugunda iki ortalamanin esitligini test eden
genellestirilmis Behrens-Fisher problemi bilinen bir 6rnektir ve bu ortalamalara iliskin
hipotezler Behrens-Fisher probleminin ¢oziimiine iliskin yontemler yardimiyla test
edilebilir. Parametrik olmayan iki kitlenin ortalamalar test edilirken ise permiitasyon
test istatistigi kullanilabilir.

Behrens-Fisher probleminin ¢oziimiinde ¢ok sayida yontem gelistirilmistir. Bunlar
icinde en ¢ok kullanilanlari; Fisher (1936), Welch (1947), Wald-Romanovskaja (Wald,
1955; Romanovskaja, 1965) tarafindan gelistirilen yontemlerdir. Ancak Wald ve
Romanovskaja tarafindan gelistirilen yontemler sadece esit drneklem biiyiikliikleri i¢in
gegerlidir. Bu yontemler icinde Welch’in gelistirdigi Welch-t testinin asimtotik olarak
en giicliisii oldugu tanitlanmistir (Pfanzagl, 1974).
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2. WELCH-T TESTi

Ortalamalari, varyanslari bilinmeyen ve varyanslari esit olmayan N (,u1 ,o! ) ve
N (,u2 , O, ) normal dagilimlardan sirastyla m ve n biiyiikliikte iki bagimsiz drneklem

{X . ¢ m} ve {Y1 ,...,Yn} olsun. Bu 6rneklemlerin ortalamalari sirastyla X ve ¥
ile gosterilsin. Buna gore,

Hy:p, = p,
H,:p, <p,yada p, >up, yada p, # 1,

hipotez testlerinde en sik kullanilan yaklasim Welch-t testidir. Welch-t test istatistigi,
X-Y

T=
\/Sf/m+Sy2/n

~t (1)

v

seklinde yazilir. Burada v serbestlik derecesi ,

. (S /m+S2 /n) o
(S,2 /m)2 . (Si /n)2

m-1 n-1

dir. S7, S, sirasiyla birinci ve ikinci 6rneklem varyanslaridir. Buna gére r=m-+n ise
Welch-t test fonksiyonu,

L T>1, 3)
(Pr,Welch - 0’ T < tt

seklinde yazilabilir. Bu test fonksiyonunda T, Esitlik (1)’de verilmistir. Bu testi
aciklayan asagidaki 6rnek 1 ele alinsin (Lehmann, 1959; Mehta ve Srinivasan, 1970).

Ornek 1

Yeni Zelanda’nin degisik bolgelerinde yagmur suyunun igerdigi siilfiir miktarina karar
verebilmek i¢in, alman yagmur suyu Ornekleri laboratuvar ortaminda analiz
edilmektedir. Arastirma kapsamindaki bolgeler dogu ve bati olmak iizere iki gruba
ayrilmaktadir. Buna gore yagmur suyundaki ortalama siilfiir yogunlugu Yeni
Zelanda’nin batisinda ve dogusunda farklilik gosterir mi (Jay ve Roxy, 1993)?

Bati: 1.15, 1.20, 0.43, 0.46, 0.44, 0.25, 0,43, 0,43, 0,25, 0,43, 0,83, 0.11, 0.60, 0.43,
0.23, 0.30, 0.22, 0.08, 0.07, 0.28

Dogu: 0.26, 0.13, 0.62, 0.40, 0.28, 0.23, 0.80, 0.32, 0.08, 0.09, 0.19, 0.21, 0.58, 0.17,
0.61
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Esitlik (1) ve Esitlik (2)’den,

0,431-0,3313

= =1,1078, v =33 elde edilir.
0,097 /20+0,0492 /15

T=1,1078 < T(0,025, 33) =2,04 oldugu i¢in, yagmur suyundaki siilfiir yogunlugunun Yeni
Zelanda’nin batisinda ve dogusunda farklilik gostermedigi o =0,05 ile sdylenebilir.

Welch-t testi, veriler normal dagilima sahip oldugunda ve kitle varyanslarn esit
olmadiginda kullanilir. Carpik veriler i¢in ise permiitasyon testi kullanilabilir
(Lehmann, 1975).

3. PERMUTASYON TESTI VE GENELLESTIRILMIS BEHRENS-FISHER
PROBLEMi

Iki kitleden sirastyla m ve n biiyiiklikte iki bagimsiz orneklem X,,...,X  ve

Y,,..., Y, verilsin. Bu érneklemlerin ortalamalari sirastyla X ve Y ile gosterilsin.

Omeklemlerin alindigi kitlelere ait hipotez testi,
H()Z F](X):FQ(Y)
seklinde yazilir. Bu hipoteze iliskin uygun test istatistigi,

T=X-Y “4)

m+n
dir. Hy hipotezi altinda m+n tane gézlemden m tane Orneklem secilirken [ J
m

sayida farkli se¢im yapilir. Her secilen m Orneklem igin yeni bir T degeri bulunur.
Bunun sonucunda T’nin dagilima,

#(t,m, n)
m+n
m

m+n
olarak elde edilir. #(t,m,n), ( j sayidaki tiim alt kiimelerin i¢cinde T=t olan alt
m

P(T=t)=

kiime sayisini gosterir. Eger T >t ise P degeri,
#(t>t,, m,n)
m+n
m
Permiitasyon testi parametrik olmayan sira testlerine ¢ok benzer. Ancak permiitasyon

testinde sira testlerinde oldugu gibi, gozlemlere sira sayist verilmez (Good, 1994).
Permiitasyon testi asagida verilen 6rnek 2 ile agiklanabilir.

P(T=ty)= olur. Burada t, 6rneklemden elde edilen degerdir.

TUIK, istatistik Arastirma Dergisi, Temmuz 2007
TURKSTAT, Journal of Statistical Research, July 2007

Behrens Fisher Problemi ve Coziim Yontemleri

27



28

Siilleyman GUNAY, Semra TURKAN

Ornek 2

Her bir grupta 3 6grencinin bulundugu bir sinifta belli bir ders i¢in yapilan sinavdan
Ogrencilerin aldig1 puanlar asagida verilmistir.

X: 76 80 85
— Egsitlik (4)’ten, T=48,67 olur.
Y: 17 30 48
6
6 tane Ol¢lim degerinden, 3 tane Olglim degeri (3) = 20 farkli sekilde secilebilir. Bu

Olciimlere iligskin elde edilebilen tiim kombinasyonlar Tablo 1’de verildigi bigimdedir.

Tablo 1. Ol¢iim degerlerine iliskin sonuclar

X Grubu Y Grubu Test Istatistigi
1 76 80 85 17 30 48 48,7
2 76 80 17 85 30 48 3,33
3 76 80 30 17 85 48 12
4 76 80 48 17 30 85 24
5 76 17 85 80 30 48 6,67
6 76 30 85 17 80 48 15,3
7 76 48 85 17 30 80 27,3
8 17 80 85 76 30 48 9,33
9 30 80 85 17 76 48 18
10 48 80 85 17 30 76 30
11 17 30 85 76 80 48 -24
12 17 80 30 76 85 48 -27,3
13 76 17 30 80 85 48 -30
14 17 48 85 76 30 80 -12
15 17 80 48 76 30 85 -15,3
16 76 17 48 30 80 85 -18
17 30 48 85 76 17 80 -3,33
18 30 80 48 76 17 85 -6,67
19 76 30 48 17 80 85 -9,33
20 17 30 48 76 80 85 -48,7

Tablo1’den elde edilen 20 farkli 6rnekleme ait tablonun dordiincti kolonundaki 20 farkli
test istatistiginden sadece bir tanesi T degerine esittir. Bu durumda P olasiligi1 1/20=0,05
olur.

Genellestirilmis Behrens-Fisher problemi ve bu problemin ¢dziim ydntemi olarak
kullanilan permiitasyon testi asagidaki ornek 3 ile kisaca agiklanabilir.

Ornek 3

Z; ortalamast E(Z;)=0 ve varyans1 Var(Z;)=1 olan hata degigkenleri dizisi, o, ve o, ise
keyfi olarak verilen bilinmeyen standart sapmalart gostersin. Toplam &rneklem

biiyiikligii =m+n olan iki 6rneklem olsun.

Xi=u, +o,Z; 1 <i<m g4 €R
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Yi= p,t0,Zmii 1 <i<n u, €R
Hoo p, = p, (%)

olsun. Kisitlh Hy hipotezi ise ﬁ(,: {y, = u,,0,=0,} seklinde verilir. Ortalamalara
dayali olan testler,

1/2
T;(mnj (X-Y), yada T=T/V'"?, (6)
T
V. =0(S2 /m+S2 /n) )
T

seklinde yazilir (Janssen, 1997).

"T“r = i (X)), X rastgele degiskenlerine bagh keyfi test istatistigidir. X,i’nin
sabit x,; degerleri ve tek bigimli P-rastgele permiitasyon dagilimlart igin, v, €[0,1] ve

P, ¢, ,(a) 'min ¢oziimiidiir. Burada permiitasyon test fonksiyonu,

1 ’Tr >c, (o)
(pr,Perm = ’Yr T‘lr = Cr,p (a‘) (8)
0 T <c ()

seklinde yazilir. Esitlik (8)’deki ¢, (o) sabiti, Esitlik (9) saglanacak sekilde asagidaki

bigimde bulunur,
P(T((Xiier) > €, (@) + 7, P ((%0))ier) = €, (@) = @ )

Bu 6rnek dikkatli bir sekilde incelendiginde, sifir hipotezi Ho={ 4, = x,} asagidaki
dort parcaya boliinebilir.

Hi={y, = u,,0, = 0,,Z, standart normal},
Ho={ 4, = u,,Z; standart normal},

Hs={y = p,,0,=0,} ve
H4=Hy\ {H; W H,UH3}, Hj sinirl sifir hipotezidir.

Her alt hipotez H;j, j=1,2,3 i¢in, baz1 optimallik 6zelliklerine sahip klasik testler vardir.
¢, s Hi igin optimal olan iki drneklem t testidir. Esitlik (8)’deki permiitasyon testi

Esitlik (6)’daki pay degeri T,” ye bagh olursa, ¢, ., olarak gosterilen diger segeneklere

kars1 Pitman’in Hj hipotezi i¢in optimal iki 6rneklem testine ulasilir. H; hipotezinin test
edilmesi problemi, Behrens-Fisher problemi olarak ele alinabilir (Jansenn, 1997).
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4. MONTE CARLO SONUCLARI

Bu boliimde permiitasyon testi @, ,. . ile normal ve g¢arpik dagilimlarin testi olan
O, weien Welch testi karsilagtirilmigtir. Tablo 2, Tablo 3, Tablo 4’°te sirasiyla o =0,0498,

0,0485 ve 0,050 birinci tir hata olasiliklaridir. Tablo 2, Tablo 3 ve Tablo 4’te bulunan
degerler 6rnek 3’ te verilen normallestirilmis hata degiskenleri Z =(Z,), E(Z)=0 ve
V(Z)=1 igin elde edilmistir.

Tablo 2°de elde edilen degerler @, .. permitasyon test fonksiyonun her zaman
@, waen Welch test fonksiyonundan daha giiglii oldugunu gdstermektedir. Ozellikle,

Welch testi c¢arpik dagilimlarda gecgerli degildir. m=4 ve n=8 farkli Grneklem
biiyiikliiklerinde hatalarin normal dagildigi durumda, Welch testine bagvurulmalidir
(Tablo 3’tn ilk satir1). Diger durumlarda, permiitasyon testi tercih edilir.
o, =0, =1(Tablo 3’iin 3.kolonu) oldugunda Welch testi gecerli degildir (Janssen,
1997).

Tablo 2. L Tiir hata olasihklart m=6, n=6, 1, = u, , a = 0,0498

Dagilim ol 0} 1,0:1,0 Lo, 1,0:1,2
Normal O, weleh 0,0460 0,0458 0,0459
O, e 0,0501 0,0500 0,0500
Log-normal d)r’Welch 0,0251 0,0254 0,0261
O, perm 0,0496 0,0500 0,0507
Ustel O, weren 0,0291 0,0297 0,0302
O: perm 0,0494 0,0501 0,0504
Tek bigimli e 0,0489 0,0487 0,0490
O, perm 0,0500 0,0500 0,0502

Tablo 3. I. Tiir hata olasihklari m=4, n=8, y4, = 1, , ¢ =0,0485

Dagilim ol o} 1,2:1,0 1,1:1,0 1,0:1,0 1L0:1,1 1,0:1,2
Normal O, weien 0,0509 0,0495 0,0497  0,0488  0,0478
O, perm 0,0523 0,0497 0,0481  0,0456  0,0436
Log-normal — { yuen 0,0453 0,0416 00379 0,346  0,0316
O, perm 0,0555 0,0516 0,0486 0,045  0,0429
Ustel O, weren 0,0518 0,0478 00442 00402  0,0377
O, perm 0,0556 0,0518 0,0481 0,047  0,0426
Tek bigimli ), e 0,0663 0,0646 0,0627 0,606  0,0589
O, perm 0,0538 0,0508 0,0482  0,0452  0,0430
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Tablo 4. I. Tiir hata olasihklart m=8, n=8, x4, = 4,, a =0,050

Dagilim ol o) 1,0:1,0 1,0:1,1 1,0:1,2 1,0:1,5
Normal O, weieh 0,0478 0,0476 0,0480  0,0479
dr perm 0,0506 0,0503 0,0508 0,0510
Lognormal e 0,0291 0,0292 0,0299 0,0339
O perm 0,0504 0,0504 0,0515 0,0555
Ustel O, weien 0,0342 0,0344 0,0350  0,0382
O, perm 0,0507 0,0504 0,0513 0,0541
Tek bigimli @, e 0,0502 0,0497 0,0501 0,0506
O, perm 0,0506 0,0502 0,0505 0,0514

5. SAYISAL YONTEMLER

iki normal dagilimin ortalamalar test edilirken klasik iki 6rneklem t-testine basvurulur.
Ele alian kitlelerin varyanslar esit degilse ve bilinmiyorsa ya Welch’in t istatistigi ya
da Satterhwaite’in yaklasik F testi onerilir. Welch (1974)’in y6ntemi normal dagilim
durumunda gii¢liidiir. Normallik kosulunun saglanmamasi durumunda carpiklik ve
basiklik katsayilarinin test istatistik degerlerini nasil etkiledigi arastirilmalidir. Bunun
icin Cressi ve Whitford, Yuen ve Dixon tarafindan Onerilen istatistikleri iireten bir
bilgisayar yazilimi1 kullanilmistir (Reed I11, 2003).

Iki orneklem t-testinde &rneklemlerin bagimsiz oldugu varsayilir. Buna gore
Xi~ N(u,,0°), i=1,2,....,m ve YjNN(/Uy,O-z), j=1,2,...,n(csf(:cf,=62), dir. Bu
kosullar altinda,

Ho: 1y = py Ho: p1y = 1y Ho: 1y = py
Hl:“x <Hy Hl:/ux > Hy Hl:“x F Uy

hipotezleri kurulur. Hipotezlerin testinde,

T= X-v) (10)

[aea=me =]

istatistigi kullanilir. Esitlik (10) ile bulunan T degeri, T,

yada T

karsilastirilir. Ancak varyanslarin homojenligi saglanmadiginda, Welch-Aspin T test
istatistigi kullanilir. Burada T test istatistigi;

2 ) 1/2
T*=(X—Y/(SX+SYJ ~t (11)

o,m+n—2 a/2,m+n-2 lle

m n
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seklinde yazilir.

T veya T  istatistikleri dagilimlar normal oldugunda gecerlidir. Dagilimlarin normal
olmamasi durumunda ise Orneklemlerin ¢arpiklik ve basiklik katsayilarmin T ve T"
istatistik degerlerini nasil etkiledigi arastirilmalidir. Cressi ve Whitford (1986)
carpikligin etkisini yok edecek U ve U” test istatistiklerini bulmuslardir. Bulunan U, t
tablosundaki (m+n-2) serbestlik derecesine ve U" isev serbestlik derecesine karsilik
gelen degerle, karsilastnhir. T veya T  testi segenekleri arasinda iki Srneklem
diizeltilmis T veya T istatistikleri vardir (Reed III, 2003). Bu test istatistik
degerlerini hesaplamada kullanilan bir bilgisayar yazilim programi asagidaki ornek4
icin uygulanabilir.

Ornek 4

X ve Y gibi iki tiir madde verilmektedir. Bu maddelerden X’in asitlik derecesinin Y nin
asitlik derecesinden daha fazla oldugu iddia edilmektedir. Bu iddianin dogrulugunu
aragtirmak i¢in yapilan deney sonucunda 20 tane X ve 19 tane Y maddesi i¢in elde
edilen asitlik dereceleri asagida verilmistir.

X maddesi i¢in asitlik dereceleri: 33, 81, 57, 86, 33, 36, 34, 8, 70, 34, 97, 30, 39, 17, 7,
25,36, 133,192, 4

Y maddesi i¢in asitlik dereceleri: 17, 20, 19, 30, 48, 13, 44, 25, 14, 4, 5, 26, 18, 34, 118,
9,11,8,10

Tablo 5. Normallik testi

Kolmogorov-Smirnov
Test istatistigi s.d P
X Maddesi 0,265 20 0,001
Y Maddesi 0,220 19 0,016

Tablo5’te P=0,001<a=0,05 ve P=0,016<0a=0,05 oldugundan veriler normal dagilim
gostermemektir. Normallik saglanmadigi i¢in Cressi ve Whitford’un ¢arpikligi yok
eden test istatistikleri kullanilir. Bu test istatistik degerlerini hesaplayan bilgisayar
yazilimi (Reed III, 2003) ¢iktis1 asagida Tablo 6’da verilmistir.

Tablo 6. Bilgisayar yazilim ciktisi

Test istatistigi | Tek yanli P | iki yanli P

Student-t testi (varyanslar esit) T=2,2813 0,01348 0,02696
Welch-Aspin (varyanslar esit degil) T*=2,3136 0,01252 0,02505
Cressi-Whitford (varyanslar esit) U=2,6317 0,00594 0,01188
Cressi-Whitford (varyanslar esit degil) U*=2,6263 0,00602 0,01203
0,20 kesilmis ortalama [X'(T20)=152,723,Y"(T20)=86,098]

Yuen-Dixon (varyanslar esit) T'=2,5272 0,00938 0,01876
Yuen (varyanslar esit degil) T'*=2,6176 0,01024 0,02047

Tablo 6’daki sonuglara gore P=0,01252<0=0,05 oldugu i¢in, X’in asitlik derecesinin
0=0,05 ile Y’nin asitlik derecesinden daha fazla oldugu sdylenebilir.
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Veriler normal dagilmadigi 191n carpikligin etkisi aragtirmalidir. Carplkhgln sifir
olmadigim dogrulamak i¢in U test istatistigi varyanslar esit olmadigindan U =2,6263
ve tek yonlii P degeri 0,00602°dir. Varyanslar esit olmadigindan 0,20 diizeltilmis
ortalama test istatistigi T’*:2,6176 ve tek yonlii P degeri 0,01024°diir. Daha sonra
yapilan her iki test de X’in asitlik derecesinin Y’nin asitlik derecesinden daha fazla
oldugunu dogrulamistir. Bu sonuglar kullanilan bilgisayar yazilimi sonucunda elde
edilmistir.

6. TARTISMA VE SONUC

Bugiine kadar Behrens-Fisher probleminin ¢6ziimii ile ilgili ¢ok sayida aragtirma
yapilmis ve ¢ok sayida Oneri sunulmugtur. Thomasse (1974) Fisher’in pratik
yontemlerini 6zetlemis, Banerjee, Pagurova, Wald, Hajek, Welch ve Aspin bu konu ile
ilgili gesitli testler gelistirmistir. Bu ¢calismada Behrens-Fisher probleminin ¢éziimii igin
kullanilan Welch-t testi ve permiitasyon testlerine yer verilmistir. Monte Carlo
sonuglarindan yararlanilarak elde edilen tablolar yardimiyla Welch-t ve permiitasyon
testleri karsilagtirllmistir. Bu karsilastirma sonucunda Welch-t testinin normal dagiliml
veriler i¢in daha gii¢lii, ¢arpik dagilimli veriler i¢in ise zayif oldugu sonucuna
ulagilmigtir. Carpik dagilimlar i¢in ise permiitasyon testlerinin kullanilmasi
Onerilmektedir.
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BEHRENS-FISHER PROBLEM AND
SOLUTION METHODS

ABSTRACT

While difference of means of two population of which distiributions are
N(],l1 , ('512 ) and N(/Jz , 0'22 ) has been searched, if variances of the two

population aren’t known and equal, the test of means of two populations has
been known as Behrens-Fisher Problem. A lot of methods have been improved
for the solution of Behrens-Fisher problem. Some of those methods are Welch-
t test and permutation test. In this study, Welch-t test, permutation test and
numerical methods that are used for solution of Behrens-Fisher problem were
discussed Welch-t test and permutation test compared. Lastly, the computer
program that produced statistics proposed by Cressi and Whitford has been
carried out.

Key Words: Behrens-Fisher Problem, Permutation Test, Welch-t Test.
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