
TÜİK, İstatistik Araştırma Dergisi, Temmuz 2007          
TURKSTAT, Journal of Statistical Research, July 2007

25

BEHRENS-FISHER  PROBLEM  VE ÇÖZÜM 
YÖNTEMLER

     Süleyman  GÜNAY*           Semra TÜRKAN**

ÖZET

2
11 ,N , 2

22 ,N eklinde normal da lan iki kitlenin 
ortalamalar arasndaki farkllk ara trlrken, bu iki kitlenin varyanslar
bilinmiyorsa ve e it de ilse söz konusu iki kitlenin ortalamalarnn testi, 
Behrens-Fisher problemi olarak bilinir. Behrens-Fisher probleminin 
çözümünde çok sayda yöntemler geli tirilmi tir.  Welch-t testi, permütasyon 
testi v.b. bu testlerden bazlardr. Bu çal mada Behrens-Fisher probleminin 
çözümünde kullanlan Welch-t testi, permütasyon testi ve saysal yöntemler 
tart lm tr. Monte Carlo sonuçlarna de inilerek Welch-t testi ve 
permütasyon testi  kar la trlm tr. Son olarak  saysal yöntemler için 
Cressi ve Whitford tarafndan önerilen istatistikleri üreten bir bilgisayar 
yazlm uygulanm tr.

 Anahtar Kelimeler: Behrens-Fisher Problemi, Permütasyon Testi, 
Welch-Testi.

                                                          1. G R

ki kitlenin da lm konum, ölçek ve ekil bakmndan kitlelerin ortalamalar arasndaki 
farkll n testini etkileyebilir. Bu nedenle iki kitlenin ortalamalar arasndaki farkllk
ara trlrken, öncelikli olarak kitlelerin da lmlar arasnda fark olup olmad  test 
edilir. Bu testin sonucunda da lmlar arasnda fark olmad  ve kitlelerin 2

11 ,N ,
2
22 ,N eklinde normal da ld  varsaylsn. Bu durumda ele alnan kitlelerin 

varyanslar bilinmiyorsa ve e it de ilse ( 2
2

2
1 ) sözkonusu iki kitlenin 

ortalamalarnn testi, Behrens-Fisher problemi olarak bilinir. Hata de i kenleri farkl ve 
bilinmeyen varyanslara sahip oldu unda iki ortalamann e itli ini test eden 
genelle tirilmi  Behrens-Fisher problemi  bilinen bir örnektir ve bu ortalamalara ili kin
hipotezler Behrens-Fisher probleminin çözümüne ili kin yöntemler yardmyla  test 
edilebilir. Parametrik olmayan iki kitlenin ortalamalar test edilirken ise permütasyon 
test istatisti i kullanlabilir.

Behrens-Fisher probleminin çözümünde çok sayda yöntem geli tirilmi tir. Bunlar 
içinde en çok kullanlanlar; Fisher (1936), Welch (1947), Wald-Romanovskaja (Wald, 
1955; Romanovskaja, 1965) tarafndan geli tirilen yöntemlerdir. Ancak Wald ve 
Romanovskaja tarafndan geli tirilen yöntemler sadece e it örneklem büyüklükleri için 
geçerlidir. Bu yöntemler içinde Welch’in geli tirdi i Welch-t testinin asimtotik olarak 
en güçlüsü oldu u tantlanm tr (Pfanzagl, 1974). 
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                                                2. WELCH-T TEST

Ortalamalar, varyanslar bilinmeyen ve varyanslar e it olmayan 2
11 ,N  ve 

2
22 ,N  normal da lmlardan srasyla m ve n büyüklükte iki ba msz örneklem 

mXX ,...,1  ve n1 Y,...,Y  olsun.  Bu örneklemlerin ortalamalar srasyla X  ve Y
ile gösterilsin. Buna göre, 

210 :H
211 :H  ya  da 21  ya da  21

hipotez testlerinde  en sk kullanlan yakla m Welch-t testidir. Welch-t  test istatisti i,

T=
nSmS

YX

yx // 22
~ t                                                                                             (1)

eklinde yazlr. Burada   serbestlik derecesi , 

1n
n/S

1m
m/S

n/Sm/S
22

2
22

1

22
2

2
1                                                                                              (2) 

dir. 2
1S , 2

2S   srasyla birinci ve ikinci örneklem varyanslardr. Buna göre r=m+n ise 
Welch-t test  fonksiyonu, 

,0
,1

Welch,r
t

t

tT
tT

                                                                                                    (3) 

eklinde yazlabilir. Bu test fonksiyonunda T, E itlik (1)’de verilmi tir. Bu testi 
açklayan a a daki örnek 1 ele alnsn (Lehmann, 1959; Mehta ve Srinivasan, 1970). 

Örnek 1 

Yeni Zelanda’nn de i ik bölgelerinde ya mur suyunun içerdi i sülfür miktarna karar 
verebilmek için, alnan ya mur suyu örnekleri laboratuvar ortamnda analiz 
edilmektedir. Ara trma kapsamndaki bölgeler do u ve bat olmak üzere iki gruba 
ayrlmaktadr. Buna göre ya mur suyundaki ortalama sülfür yo unlu u Yeni 
Zelanda’nn batsnda ve do usunda farkllk gösterir mi (Jay ve  Roxy, 1993)? 

Bat: 1.15, 1.20, 0.43, 0.46, 0.44, 0.25, 0,43, 0,43, 0,25, 0,43, 0,83, 0.11, 0.60, 0.43,    
0.23, 0.30, 0.22, 0.08, 0.07, 0.28 

Do u: 0.26, 0.13, 0.62, 0.40, 0.28, 0.23, 0.80, 0.32, 0.08, 0.09, 0.19, 0.21, 0.58, 0.17,   
0.61
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E itlik (1) ve E itlik (2)’den, 

T= 1078,1
15/0492,020/097,0

3313,0431,0
, =33  elde edilir.   

T=1,1078 < T(0,025, 33) 2,04 oldu u için, ya mur suyundaki sülfür yo unlu unun Yeni 
Zelanda’nn   batsnda ve do usunda farkllk göstermedi i 0,05 ile söylenebilir.  

Welch-t testi, veriler normal da lma sahip oldu unda ve kitle varyanslar e it
olmad nda kullanlr. Çarpk veriler için ise permütasyon testi kullanlabilir 
(Lehmann, 1975).      

3. PERMÜTASYON TEST  VE GENELLE T R LM  BEHRENS-FISHER 
PROBLEM

ki kitleden srasyla m ve n büyüklükte iki ba msz örneklem m1 X,...,X  ve 

n1 Y,...,Y verilsin. Bu örneklemlerin ortalamalar srasyla X  ve  Y  ile gösterilsin.  
Örneklemlerin alnd  kitlelere ait hipotez testi, 

H0: F1(X)=F2(Y) 

eklinde yazlr. Bu hipoteze ili kin uygun test istatisti i,

T= YX                                                                                                                         (4) 

dr. H0 hipotezi altnda m+n tane gözlemden m tane örneklem  seçilirken 
m

nm

sayda farkl seçim yaplr. Her seçilen m örneklem için yeni bir T de eri bulunur. 
Bunun sonucunda T’nin da lm,

P(T=t)=

m
nm
n)m,(t,#

olarak elde edilir. n)m,(t,# ,
m

nm
 saydaki tüm alt kümelerin içinde T=t olan alt 

küme saysn gösterir. E er T t0 ise P de eri,

P(T t0)=

m
nm

n)m,,t(t# 0     olur. Burada t0  örneklemden elde edilen de erdir.

Permütasyon testi parametrik olmayan sra testlerine çok benzer. Ancak permütasyon 
testinde sra testlerinde oldu u gibi, gözlemlere sra says verilmez (Good, 1994). 
Permütasyon  testi  a a da verilen örnek 2 ile açklanabilir. 
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Örnek 2 

Her bir grupta 3 ö rencinin bulundu u bir snfta belli bir ders için yaplan snavdan 
ö rencilerin  ald  puanlar a a da verilmi tir.

X:  76   80   85 
  E itlik (4)’ten,   T=48,67   olur. 

Y:  17   30   48

6 tane ölçüm de erinden, 3 tane ölçüm de eri 20
3
6

farkl ekilde seçilebilir. Bu 

ölçümlere ili kin elde edilebilen tüm kombinasyonlar Tablo 1’de verildi i biçimdedir. 

Tablo 1. Ölçüm  de erlerine ili kin sonuçlar
X Grubu Y Grubu Test statisti i

1 76  80  85 17  30  48 48,7 
2 76  80  17 85  30  48 3,33
3 76  80  30 17  85  48 12
4 76  80  48 17  30  85 24
5 76  17  85 80  30  48 6,67
6 76  30  85 17  80  48 15,3
7 76  48  85 17  30  80 27,3
8 17  80  85 76  30  48 9,33
9 30  80  85 17  76  48 18
10 48  80  85 17  30  76 30
11 17  30  85 76  80  48 -24
12 17  80  30 76  85  48 -27,3
13 76  17  30 80  85  48 -30
14 17  48  85 76  30  80 -12
15 17  80  48 76  30  85 -15,3
16 76  17  48 30  80  85 -18
17 30  48  85 76  17  80 -3,33
18 30  80  48 76  17  85 -6,67
19 76  30  48 17  80  85 -9,33
20 17  30  48 76  80  85 -48,7

Tablo1’den elde edilen 20 farkl örnekleme ait tablonun dördüncü kolonundaki 20 farkl
test istatisti inden sadece bir tanesi T de erine e ittir. Bu durumda P olasl  1/20=0,05 
olur.

Genelle tirilmi  Behrens-Fisher problemi ve bu problemin çözüm yöntemi olarak 
kullanlan  permütasyon  testi a a daki  örnek 3 ile ksaca açklanabilir. 

Örnek 3 

Zi ortalamas E(Zi)=0 ve varyans Var(Zi)=1 olan hata  de i kenleri dizisi, 1  ve 2  ise 
keyfi olarak verilen bilinmeyen standart sapmalar göstersin. Toplam örneklem 
büyüklü ü  r=m+n    olan  iki  örneklem  olsun. 

Xi = 1 + 1 Zi       1  i  m, 1 R
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Yi = 2 + 2 Zm+i    1  i n, 2 R

H0: 21                                                                                                                    (5) 

olsun. Kstl H0 hipotezi ise 0
~H = { 2121 , } eklinde verilir. Ortalamalara 

dayal olan testler, 

rT = )YX(
r

mn 2/1

,  ya da rT~ = rT / 2/1
rV  ,              (6) 

)n/Sm/S(
r

mnV 2
Y

2
xr              (7)     

eklinde yazlr (Janssen, 1997). 

))X((T~T~ ririrr ,  Xri  rastgele de i kenlerine ba l keyfi test istatisti idir. Xri’nin

sabit xri de erleri ve tek biçimli P~-rastgele permütasyon da lmlar için, ]1,0[r  ve 

P~, )(c p,r  ' nn çözümüdür. Burada  permütasyon test fonksiyonu,  

)(cT~0
)(cT~
)(cT~1

p,rr

p,rrr

p,rr

Perm,r                                                                                   (8)

eklinde yazlr. E itlik (8)’deki )(c p,r  sabiti, E itlik (9) sa lanacak ekilde a a daki
biçimde bulunur, 

P~( ))())((~(~))()((~
,)(,)( prriirrrprriirr cxTPcxT                                 (9) 

Bu örnek dikkatli bir ekilde incelendi inde, sfr hipotezi H0={ 21 }  a a daki
dört parçaya bölünebilir. 

H1={ iZ,, 2121  standart normal}, 
H2={ iZ,21  standart normal}, 
H3={ 2121 , } ve 
H4= H0\ {H1 H2 H3},  H3  snrl sfr hipotezidir. 

 Her alt hipotez Hj, j=1,2,3 için, baz optimallik özelliklerine sahip klasik testler vardr.
Stud,r  H1 için optimal olan iki örneklem t testidir. E itlik (8)’deki permütasyon testi  

E itlik (6)’daki pay de eri Tr’ ye ba l olursa, Pitm,r  olarak gösterilen di er seçeneklere 
kar  Pitman’n H3 hipotezi için optimal iki örneklem testine ula lr.  H2 hipotezinin test 
edilmesi problemi, Behrens-Fisher problemi olarak ele alnabilir (Jansenn, 1997). 
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                                        4. MONTE CARLO SONUÇLARI 

Bu bölümde permütasyon testi Perm,r  ile normal ve çarpk da lmlarn testi olan 

Welch,r  Welch testi kar la trlm tr. Tablo 2, Tablo 3, Tablo 4’te srasyla =0,0498,
0,0485 ve 0,050 birinci tür hata olaslklardr. Tablo 2, Tablo 3 ve Tablo 4’te bulunan 
de erler örnek 3’ te verilen normalle tirilmi  hata de i kenleri )( iZZ , E(Z)=0 ve 
V(Z)=1  için elde edilmi tir.

Tablo 2’de elde edilen de erler Perm,r  permütasyon test fonksiyonun  her zaman 

Welch,r  Welch test fonksiyonundan  daha güçlü oldu unu göstermektedir. Özellikle, 
Welch testi çarpk da lmlarda geçerli de ildir. m=4 ve n=8 farkl örneklem 
büyüklüklerinde hatalarn normal da ld  durumda, Welch testine ba vurulmaldr
(Tablo 3’ün ilk satr). Di er durumlarda, permütasyon testi tercih edilir. 

121 (Tablo 3’ün 3.kolonu) oldu unda Welch testi geçerli de ildir (Janssen, 
1997).

Tablo 2. I. Tür hata olaslklar  m=6, n=6, 21 , 0498,0

Da lm              2
2

2
1 :              1,0:1,0            1,0:1,1        1,0:1,2           

Normal              Welch,r                0,0460            0,0458           0,0459 

                          Perm,r                  0,0501            0,0500           0,0500 

Log-normal       Welch,r                0,0251            0,0254           0,0261 

                          Perm,r                  0,0496            0,0500           0,0507 

Üstel                  Welch,r                0,0291            0,0297           0,0302 

                          Perm,r                  0,0494            0,0501           0,0504 

Tek biçimli       Welch,r                 0,0489            0,0487           0,0490 

                          Perm,r                  0,0500            0,0500           0,0502

Tablo 3. I. Tür hata olaslklar    m=4, n=8, 21 , 0485,0

Da lm             2
2

2
1 :              1,2:1,0           1,1:1,0          1,0:1,0          1,0:1,1        1,0:1,2 

Normal              Welch,r              0,0509            0,0495           0,0497          0,0488        0,0478    

                          Perm,r                0,0523            0,0497           0,0481          0,0456        0,0436 

Log-normal       Welch,r              0,0453            0,0416           0,0379          0,0346        0,0316 

                          Perm,r                0,0555            0,0516           0,0486          0,0455        0,0429 

Üstel                  Welch,r              0,0518           0,0478            0,0442          0,0402        0,0377 

                          Perm,r                0,0556            0,0518           0,0481          0,0447        0,0426 

Tek biçimli       Welch,r               0,0663           0,0646            0,0627          0,0606        0,0589 

                          Perm,r                0,0538            0,0508           0,0482          0,0452        0,0430 
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Tablo 4. I. Tür hata olaslklar    m=8, n=8, 21 , 050,0

Da lm             2
2

2
1 :               1,0:1,0            1,0:1,1           1,0:1,2          1,0:1,5         

Normal              Welch,r                0,0478            0,0476           0,0480          0,0479           

                          Perm,r                  0,0506            0,0503           0,0508          0,0510         

Log-normal       Welch,r                0,0291            0,0292           0,0299          0,0339         

                          Perm,r                  0,0504            0,0504           0,0515          0,0555         

Üstel                  Welch,r                0,0342            0,0344           0,0350          0,0382          

                          Perm,r                  0,0507            0,0504           0,0513          0,0541           

Tek biçimli       Welch,r                 0,0502            0,0497           0,0501          0,0506         

                          Perm,r                  0,0506            0,0502           0,0505          0,0514         

                                         5. SAYISAL YÖNTEMLER 

ki normal da lmn ortalamalar test edilirken klasik iki örneklem t-testine ba vurulur. 
Ele alnan kitlelerin varyanslar e it de ilse ve bilinmiyorsa ya Welch’in t istatisti i ya 
da Satterhwaite’n yakla k F testi önerilir. Welch (1974)’in yöntemi normal da lm
durumunda güçlüdür. Normallik ko ulunun sa lanmamas durumunda çarpklk ve 
basklk katsaylarnn test istatistik de erlerini nasl etkiledi i ara trlmaldr. Bunun 
için Cressi ve Whitford, Yuen ve Dixon tarafndan önerilen istatistikleri üreten bir  
bilgisayar yazlm  kullanlm tr (Reed III, 2003).  

ki örneklem t-testinde örneklemlerin ba msz oldu u varsaylr. Buna göre   
Xi~ ),( 2

xN , i=1,2,…,m ve Yj~ ,, 2
YN  j=1,2,…,n 22

Y
2
X , dir. Bu 

ko ullar altnda,

       H0: YX              H0: YX                 H0: YX

       H1: YX             H1: YX                 H1: YX

hipotezleri kurulur.  Hipotezlerin  testinde,  

T= 2122

2
1111

/

YX

nm
SnSm

nm

YX                                                                   (10) 

istatisti i kullanlr. E itlik (10) ile bulunan T de eri, 2nm,T  ya da 2nm,2/T  ile 
kar la trlr. Ancak varyanslarn  homojenli i  sa lanmad nda, Welch-Aspin  T*  test 
istatisti i kullanlr. Burada T*  test istatisti i;

T*=
2122 /

YX

n
S

m
SYX ~ t                                                                                    (11) 
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eklinde yazlr.

T veya T* istatistikleri da lmlar normal oldu unda geçerlidir. Da lmlarn normal 
olmamas durumunda ise örneklemlerin çarpklk ve basklk katsaylarnn T ve T*

istatistik de erlerini nasl etkiledi i ara trlmaldr. Cressi ve Whitford (1986) 
çarpkl n etkisini yok edecek U ve U* test istatistiklerini bulmu lardr. Bulunan U, t 
tablosundaki (m+n-2) serbestlik derecesine ve U* ise serbestlik derecesine kar lk
gelen de erle, kar la trlr. T veya T* testi seçenekleri arasnda iki örneklem 
düzeltilmi   T’ veya T’*  istatistikleri vardr (Reed III, 2003). Bu test istatistik 
de erlerini hesaplamada kullanlan bir bilgisayar yazlm program a a daki örnek4  
için uygulanabilir. 

Örnek 4 

X ve Y gibi iki tür madde verilmektedir.  Bu maddelerden X’in asitlik derecesinin Y’nin 
asitlik derecesinden daha fazla oldu u iddia edilmektedir. Bu iddiann do rulu unu
ara trmak için yaplan deney sonucunda 20 tane X  ve 19 tane Y maddesi için elde 
edilen asitlik dereceleri a a da verilmi tir.

X maddesi için asitlik dereceleri: 33, 81, 57, 86, 33, 36, 34, 8, 70, 34, 97, 30, 39, 17, 7, 
25, 36, 133, 192, 4 

Y maddesi için asitlik dereceleri: 17, 20, 19, 30, 48, 13, 44, 25, 14, 4, 5, 26, 18, 34, 118, 
9, 11, 8, 10 

Tablo 5. Normallik  testi
Kolmogorov-Smirnov 

Test istatisti i s.d P 
  X Maddesi 0,265 20 0,001
  Y Maddesi 0,220 19 0,016

Tablo5’te P=0,001< =0,05 ve P=0,016< =0,05 oldu undan veriler normal da lm
göstermemektir. Normallik sa lanmad  için Cressi ve Whitford’un  çarpkl  yok 
eden test istatistikleri kullanlr. Bu test istatistik de erlerini hesaplayan bilgisayar 
yazlm (Reed III, 2003) çkts  a a da  Tablo 6’da verilmi tir.

Tablo 6. Bilgisayar yazlm çkts       
 Test istatisti i Tek yanl P ki yanl P 
Student-t testi (varyanslar e it) T=2,2813 0,01348 0,02696 
Welch-Aspin (varyanslar e it de il) T*=2,3136 0,01252 0,02505 
    
Cressi-Whitford (varyanslar e it) U=2,6317 0,00594 0,01188 
Cressi-Whitford (varyanslar e it de il) U*=2,6263 0,00602 0,01203 
0,20 kesilmi  ortalama [X'(T20)=152,723,Y'(T20)=86,098]    
Yuen-Dixon (varyanslar e it) T'=2,5272 0,00938 0,01876 
Yuen (varyanslar e it de il) T'*=2,6176 0,01024 0,02047 

Tablo 6’daki sonuçlara göre P=0,01252< =0,05 oldu u için, X’in asitlik derecesinin  
=0,05  ile  Y’nin asitlik derecesinden  daha  fazla  oldu u söylenebilir.
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Veriler normal da lmad  için çarpkl n etkisi ara trmaldr. Çarpkl n sfr
olmad n do rulamak için U* test istatisti i varyanslar e it olmad ndan  U*=2,6263
ve tek yönlü P de eri 0,00602’dir. Varyanslar e it olmad ndan 0,20 düzeltilmi
ortalama test istatisti i T’*=2,6176 ve tek yönlü P de eri 0,01024’dür. Daha sonra 
yaplan her iki test de X’in asitlik derecesinin Y’nin asitlik derecesinden daha fazla 
oldu unu do rulam tr. Bu sonuçlar kullanlan bilgisayar yazlm sonucunda elde 
edilmi tir.

                                             6. TARTI MA VE SONUÇ 

Bugüne kadar Behrens-Fisher probleminin çözümü ile ilgili çok sayda ara trma 
yaplm  ve çok sayda öneri sunulmu tur. Thomasse (1974) Fisher’in pratik 
yöntemlerini özetlemi , Banerjee, Pagurova, Wald, Hajek, Welch ve Aspin bu konu ile 
ilgili çe itli testler geli tirmi tir. Bu çal mada Behrens-Fisher probleminin çözümü için 
kullanlan Welch-t testi ve permütasyon testlerine yer verilmi tir. Monte Carlo 
sonuçlarndan yararlanlarak elde edilen tablolar yardmyla Welch-t ve permütasyon 
testleri  kar la trlm tr. Bu kar la trma sonucunda Welch-t testinin normal da lml
veriler için daha güçlü, çarpk da lml veriler için ise zayf oldu u sonucuna 
ula lm tr. Çarpk da lmlar için ise permütasyon testlerinin kullanlmas
önerilmektedir.  
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BEHRENS-FISHER PROBLEM AND 
SOLUTION  METHODS 

ABSTRACT 

 While difference of  means of two population  of which distiributions are  
2
11 ,N   and 2

22 ,N  has  been searched, if variances of the two 
population aren’t known and equal, the test of means of two populations has 
been known as Behrens-Fisher Problem. A lot of methods have been improved 
for the solution of Behrens-Fisher problem. Some of those methods are Welch-
t test and permutation test. In this study, Welch-t test, permutation test and 
numerical methods that are used for solution of Behrens-Fisher problem were  
discussed  Welch-t test and permutation test compared. Lastly, the computer 
program that produced statistics proposed by Cressi  and Whitford  has been 
carried out. 

Key Words: Behrens-Fisher Problem, Permutation Test,  Welch-t Test. 
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