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BÜYÜME E R LER N N E TL NDE
PERMÜTASYON TEST

Ufuk EK Z*
§§                                Müslim EKN ** 

ÖZET

Anahtar Kelimeler: Büyüme E risi Modeli, Permütasyon Testi.

1. G R

Büyüme E risi Modeli ekonomi, biyoloji ve tp gibi alanlarda ksa zaman serileri 
üzerinden büyüme problemlerinin analizinde skça kullanlan, genelle tirilmi  çok 
de i kenli bir varyans analizi modelidir. Ayrca uzun-kesit (longitudinal) verilerin 
(özellikle ili kili tekrarl ölçümlerde) analizinde kullanlan temel bir araçtr.

Büyüme problemi ile ilgili ilk temel çal malar arasnda Wishart (1938), Box (1950) ve 
Rao (1958) yer almaktadr. Bu problemin, modellenmesine ili kin ilk kapsaml giri im
ve isimlendirme ise Pothoff ve Roy (1964) tarafndan yaplm tr.

Büyüme E risi Modeli, 

pxn pxm mxr rxn pxnY = X B Z + e                                                                                      (1) 

eklinde tanmlanmaktadr. Burada X ve Z ranklar srasyla m<p, r<n olarak bilinen 
tasarm matrisleri ve B’de bilinmeyen regresyon katsaylar matrisidir. Ayrca hata 
matrisi ’nun kolonlar ba msz p-de i kenli ortalamas sfr ve bilinmeyen kovaryans 
matrisi > 0  olan normal da lmdr. Bir ba ka ifade ile n,p nY ~ N (XBZ, , I ) ’dir. p,  n 
birimden her biri için gözlem alnan zaman noktalarnn saysn, (m-1) zamana ba l
polinomun derecesini ve r’de n birimin snflandrlabilece i grup saysn ifade 
etmektedir (Jian-Xin ve Kai-Tai, 2000).

Farkl özelliklerinden dolay, r gruba ayrlm  n birimden jn  tanesi, j. grupta yer alsn.
Her bir grupta yer alan birimlerin, ba ml de i ken de erleri ayn zaman noktalarnda 
ölçülmektedir ve ayn kovaryans matrisi ’ya sahip olduklar varsaylmaktadr. j. gruba 
ili kin büyüme e risi,

m-1
0j 1j m-1b + b t + ... + b t                                                                                             (2) 
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Tesadüfi de i kenin da lmnn ne oldu una ili kin herhangi bir varsaym
gerektirmeyen permütasyon testi, özellikle gözlem says arttkça çok fazla 
i lem yapmay gerektirmektedir. Ancak parametrik olmayan bu yöntemin, 
son yllarda bilgisayar teknolojisindeki ilerlemelere paralel olarak 
kullanm yaygnla maktadr. Bu çal mada tarafmzdan yazlm  olan 
bilgisayar program kullanlarak, Büyüme E risi Modelinde (Growth 
Curve Model) ortalamalarn e itli i hipotezinin permütasyon testi ile, test 
edilmesi incelenmi tir. Uygulamada Büyüme E risi Modeline uyan gerçek 
veri seti kullanlm tr.
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eklinde tanmlanmaktadr. Bu büyüme e risi E itlik (1)’de yer alan modelin 
kullanlmasyla da ifade edilebilir. E itlik (1)’deki modelde Z , r tane satrdan meydana 
gelmektedir ve n tane kolonun 1n  tanesinde 1,0,...,0 , 2n  tanesinde 0,...,1,0 , ... , rn

tanesinde de 1,0,...,0  vektörleri yer alacak ekilde olu turulmaktadr
( nn...nn r21 ). B matrisinin (j, c). eleman da c,1jb  ile ifade edilmektedir. X 

matrisi ise j. satr ve c. kolonu 1c
jt  ile ifade edilen matristir. X, B ve Z matrislerinin 

gösterimi a a daki gibidir. 
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Literatürde, Büyüme E risi Model parametreleri B ve ’nn tahminine yönelik pek çok 
yöntem yer almaktadr. Bunlar arasnda en çok kullanlanlar; En Küçük Kareler (EKK) 
ve En Çok Olabilirlik (EÇOB) yöntemleridir. Tek ya da çok de i kenli regresyon 
analizinde EÇOB ve EKK yöntemlerine dayal parametre tahminleri tamamen aynlk
göstermektedir. Ancak Büyüme E risi Modelinde, bu durum sa lanmamaktadr. Çünkü 
EKK tahmini ba ml Y de i keninin do rusal bir fonksiyonu olarak elde edilirken, 
EÇOB tahmini ba ml Y de i keninin do rusal olmayan bir fonksiyonu olarak elde 
edilmektedir.  

2. BÜYÜME E R S  MODEL PARAMETRELER N N EÇOB VE EKK 
TAHM NLER

EKK yönteminde, regresyon katsaylarnn ve kovaryans matrisinin tahminleri hata 
kareler toplamlar matrisinin izinin (trace) en küçüklenmesi sonucu, 

ˆ -1 -1
EKKB = X X X YZ ZZ                                                                                   (3) 

ˆ ˆ ˆ
EKK

1 ¢= Y - XBZ Y - XBZ
n
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olarak elde edilmektedir (Jian-Xin ve Kai-Tai, 2000). Regresyon katsaylar tahminleri, 
yant de i keni Y’nin do rusal bir fonksiyonu formundadr. E itlik (1)’de ifade edilen 
model için B ve  parametrelerinin bir fonksiyonu olan EÇOB fonksiyonu, 

-np -n -122 1 ¢L B, = 2 det exp - tr Y - XBZ Y - XBZ
2

              (4) 

eklinde ifade edilir. B ve  parametrelerinin EÇOB tahminleri olan EÇOBB̂  ve EÇOB
ˆ

a a daki teoremde yer almaktadr  (Jian-Xin ve Kai-Tai, 2000) . 

Teorem: E itlik (1)’de ifade edilen Büyüme E risi Modelinde, e er n p r  ve 
açklayc tasarm matrisleri X ve Z tam rankl ise, E itlik (4)’te yer alan EÇOB 
fonksiyonunu en büyükleyen EÇOBB̂  ve EÇOB

ˆ  tahmin edicileri srasyla,

ˆ -1 -1-1 -1
EÇOBB = X S X X S YZ ZZ                                                                         (5) 

ve
ˆ ˆ ˆ

EÇOB
1 ¢= Y - XBZ Y - XBZ
n

elde edilir. Burada n ZS Y I P Y , 1
ZP Z ZZ Z  ve nI ’de n boyutlu birim 

matrisi ifade etmektedir. 

Hata terimlerinin ba msz ve ayn çok de i kenli normal da lma sahip olduklar
varsaymna ek olarak, tüm birimlerin ayn zamanlarda gözlenmi  olmas ve tüm 
birimlere ili kin ölçümlerin ayn dereceden polinomlarla ifade edilmi  olmas
varsaymlar da sa lanyor ise, r tane gruba ait ortalama büyüme e rilerinin e itli i
hipotezini test etmek için uygulanabilecek çe itli çal malar literatürde yer almaktadr
(Rao, 1959, 1965; Potthoff ve Roy, 1964; Grizzle ve Allen, 1969; Krishnaiah, 1980). 
Yukardaki varsaymlardan sapmalarn olmas durumunda, gruplara ait Büyüme 
E rilerinin kar la trlmas için, Zerbe ve Walker (1977), permütasyon testine (Box  ve 
Anderson, 1955) dayal bir yakla m önermi lerdir. Bu yakla m a a da ksaca 
özetlenmektedir.  

3. GRUPLARA L K N ORTALAMA BÜYÜME E R LER N N
E TL NDE PERMÜTASYON TEST

Ara trmac tarafndan belirlenen 1 2t , t  zaman aral  üzerinde, grup ortalama 
e rilerinin e itli ini test etmek için Tablo 1’de verilen büyüklükler göz önünde 
bulundurulmaldr. 1 2t , t  zaman aral  üzerinde, 1c t  ve 2c t  gibi iki e ri 
arasndaki uzaklk

2

1

1
2t

2
1 2 1 2

t

d c ,c = c t - c t dt                                                                           (6) 
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genel kareler toplam (T) olarak ifade edilmektedir. T, gruplar arasndaki uzaklklarn
kareleri toplam olan Q ve her bir gruptaki birimler arasndaki uzaklklarn kareleri 
toplam olan W’nn toplam olarak yazlabilmektedir. Bu yap tek yönlü varyans analizi 
ile tamamen benzerlik göstermektedir. 

Tablo 1. 1 2t , t  zaman aral nda büyüme e rilerine ili kin varyans analizi tablosu 
Kaynak Kareler Toplamlar Serbestlik Derecesi 

Gruplar çi
22r

j . jj 1

t
Q n y t y t dt..

t
r-1 

Gruplar Aras
2i

1

tnr 2
ij .j

j 1i 1 t
ˆW y t y t dt n-r 

Genel
2i

1

tnr 2
ij ..

j 1i 1 t
ˆT y t y t dt n-1 

ˆ
nj

.j ij
i=1j

1y t = y t
n

, ˆ.. ij
j i

1y t = y t
n

, j

j j

1µ t = n µ t
n

Gruplara ait ortalama büyüme e rilerinin e itli i hipotezini, en az bir grubun ortalama 
e risi 1 2t , t  zaman aral nda di er gruplarn ortalama e rilerinden farkldr hipotezine 
kar  testi, 

0 1 2 rH :  µ t = µ t = ... = µ t , 1 2t t , t  için 

1 j kH :  µ t µ t 1 2t t , t  aral nda k j için 

ile ifade edilir. 1H ’e kar , 0H  hipotezini test etmekte kullanlacak test istatisti i,

F = Q r -1 W n - r                                                                                     (7) 

olarak ileri sürülmektedir Zerbe ve Walker(1977). Teste ili kin kesin P-de eri (exact P-

value) r gruba ait n tane gözleme ili kin,
r

j
j=1

R = n! n ! adet mümkün permütasyondan her 

biri için, E itlik (7)’de F de erinin hesaplanmas ile belirlenir. E er hesaplanan R adet F 
de erinden, m tanesi 0F  tablo de erinden büyük ise, bu durumda kesin P-de eri

mP =
R

                                                                                                                       (8) 

olarak elde edilir. E er elde edilen kesin P-de eri öngörülen anlamllk düzeyinden 
küçük ise, 0H hipotezi reddedilir. 
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4. UYGULAMA 

Do umdan alt aylk oluncaya kadarki süre zarfnda kz ve erkek bebeklerin ortalama 
ba  çevresi e rilerinin e itli i hipotezini permütasyon testi ile test etmek üzere; Gazi 
Üniversitesi Tp Fakültesi Çocuk Hastalklar Anabilim Dalndan alnm  8 kz ve 8 
erkek bebe e ait do um, 2. ay, 4. ay ve 6. ay ba  çevresi verileri Tablo 2’de yer 
almaktadr.

Tablo 2. Gazi Üniversitesi Tp Fakültesi çocuk hastalklar anabilim dalndan 8 kz ve 8 erkek 
çocu un 0, 2, 4 ve 6. aylardaki ba  çevrelerine ili kin alnm  ölçümler (cm cinsinden) 

Cinsiyet Do um 2. Ay 4. Ay 6. Ay 
34 39 41 44 
37 43 44 46 
36 40 41 43 
37 40 41 44 
38 39.5 42,5 45 
33 35 37 39 
33 40 40 42 

Kz

36 38,5 41,5 43 
36 40 43 45.5 
37 40 42.5 44 
34 38 42 44 

35.5 40 41 43 
34 38 40 42 
36 40 41 44 

35.5 42 42 44.5 

Erkek 

35 37 42 44 

E itlik (1) ile verilen modelde kullanlan, X ve Z tasarm matrisleri bu uygulama için, 

1 0
1 2

X
1 4
1 6

,
1 1 1 1 1 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0

Z
0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1

olarak belirlenmi tir. Buna göre E itlik (3) ve E itlik (5)’den, B parametresinin EKK ve 
EÇOB tahminleri srasyla, 

EKK

30.625 29.062
B̂

1.2500 1.3906
, EÇOB

33.732 34.848
B̂

1.1840 1.2987

olarak elde edilmi tir. 8 kz ve 8 erkek bebe in yer ald  iki grup için olu turulacak 
permütasyonlarn says R=12870’dir. Do um ve alt ay arasnda herhangi bir 1 2(t , t )  
zaman aral nda bu iki gruba ili kin ortalama ba  çevresi büyüme e rilerinin e itli i
testinde (7) nolu e itlikten, 12870 adet F de eri hesaplanm , bunlardan 

r 1,n 2,0.95 1,14,0.95F F 4.60011 de erinden büyük olanlarnn says belirlenmi  ve E itlik 
(8)’den kesin P-de erleri elde edilmi tir. Do um ve alt ay arasnda belirlenmi  çe itli
aralklar için test sonuçlar Tablo 3’te yer almaktadr. Bu tabloda verilen sonuçlar 
Matlab (7.0)’da yazlm  olan program ile elde edilmi tir.
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Tablo 3. Permütasyon testi sonuçlar
 Zaman Aral  F>4.60011 Kesin P-de eri 

1 (Do um-2. ay ) 620 0.04817 
2 (2. ay-4. ay) 494 0.03838 
3 (4. ay-6. ay) 454 0.03527 
4 (Do um-6. ay) 448 0.03481 

Tablo 3’te yer alan tüm zaman aralklarnda, kesin P-de erleri 0.05  de erinden
daha küçük çkt  için 0H  hipotezleri reddedilmi tir. 1. zaman aral nda elde edilen, 
kesin P-de eri, ’ya oldukça yakn çkm tr. 1., 2. ve 3. zaman aralklarnda, kesin P-
de eri azalma göstermektedir. Bu sonuca göre kz ve erkek çocuklarn ba  çevrelerine 
ili kin ortalama büyüme e rileri arasnda fark vardr ve bu farkllk, do umdan 6 aylk
oluncaya kadar ki iki er aylk periyotlarda artarak devam etmektedir. Ölçümlerin 
alnd  tüm zaman aral  olan 4. zaman aral nda da 0H hipotezi reddedilmi tir.

5. TARTI MA VE SONUÇ 

r tane gruba ait ortalama büyüme e rilerinin e itli i hipotezini test etmek için, 
parametrik testler yerine parametrik olmayan permütasyon testinin kullanlmasndaki
ba lca sebep, gözlem saysnn azl dr. Gözlem saysnn az olmas parametrik 
testlerde varsaymlarn sa lanyor olmasnda problem yaratmasna kar n, permütasyon 
testinin uygulanabilirli i bakmndan kolaylk sa lamaktadr. Ayrca parametrik testler r 
tane gruba ait ortalama büyüme e rilerinin e itli i hipotezini, ölçümlerin yapld  tüm 
zaman aral  üzerinden test etmektedir. Buna kar n permütasyon testi ile ölçümlerin 
yapld  tüm zaman aral  içerisinde olmak kaydyla herhangi bir zaman aral nda, r 
gruba ait ortalama büyüme e rilerinin e itli i hipotezi test edilebilmektedir. 

Uygulamada kullanlan veri için, parametrik testlerle ancak alt aylk zaman 
periyodunda ortalama büyüme e rilerinin e itli i hipotezi test edilebilir. Yazlan
program aracl yla, istenilen herhangi bir zaman aral nda ilgili hipotezin 
permütasyon testi ile test edilebilece i gösterilmi tir.
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PERMUTATION TEST FOR THE EQUALITY 
OF GROWTH CURVE 

ABSTRACT

Key Words: Growth Curve Model, Permutation Test. 

Permutation test, which doesn’t require any assumption for the 
distribution of the random variable, needs to make a lot of calculations, 
especially when the number of observations increase. However, the use of 
these non-parametric method is being extended by the developing of the 
computer technology. In this paper, we considered the testing of the 
hypothesis of equal means with the permutation test in the Growth Curve 
Model, by using the computer program written by us. A real data set, 
fitting the Growth Curve Model, is used for the program.  
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