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OTOREGRESIF HAREKETLI ORTALAMALAR SURECINDE,
TERSINIR SICRAMALI MARKOV ZINCIRI MONTE CARLO
YONTEMI iLE BAYESCI MODEL SECIMI

Erol EGRIOGLU" Siileyman GUNAY ™
OZET

Otoregresif  hareketli ortalama (ARMA) modellerinde, model derecesinin
belirlenmesi icin ¢ok degisik yaklasimlar onerilmistir. Model derecesinin
belirlenmesinde en sik kullanilan Box-Jenkins yonteminde otokorelasyon ve kismi
otokorelasyon katsayilarimin grafiklerinden yararlamilir. Bu yontem deneyime
dayali bir yontemdir. Otoregresif hareketli ortalama modellerinin derecesinin
belirlenmesinde, Bayesci model segim yontemleri de kullanilabilir. Tersinir
sigramalt Markov zinciri Monte Carlo (RIMCMC) yontemi, parametre uzaylar
arasinda sigramaya olanak taniyan etkin bir yontemdir. Bu ¢alismada, Troughton
tarafindan otoregresif siiregler igin onerilen tersinir sicramali Markov zinciri
Monte  Carlo algoritmast  otoregresif  hareketli  ortalamalar — modeline
uyarlanmigtir. Onerilen yeni algoritma simiilasyon ile iiretilen bir zaman serisine
uygulanmigtir.

Anahtar kelimeler: Bayesci Model Secimi, Otoregresif Hareketli Ortalamalar Modeli, Tersinir
Sicramal Markov Zinciri Monte Carlo Yontemi.

1. GIRiS

Dogrusal zaman serilerinin ¢dziimlenmesinde ARMA modelinin kullanildigi bir ¢ok
caligma literatiirde yer almaktadir. ARMA modelleri ile dogrusal zaman serilerinin
modellenmesi i¢in kullanilan ilk yaklasim Box ve Jenkins (1976) tarafindan Onerilmistir.
Box-Jenkins yoOntemi olarak bilinen bu yaklasimda ARMA modelinin derecesi,
otokorelasyon ve kismi otokorelasyon katsayilarinin grafiklerinden belirlenmektedir. Bu
yontemde arastirmaci tecriibeye dayali olarak model derecesini belirlemektedir. Bu nedenle
ARMA modellerinde, model derecesinin belirlenmesinde segenek yontemlere ihtiyac
duyulmustur. ARMA modellerinde, model derecesinin belirlenmesine yonelik ilk Bayesci
calisma Monahan (1983) tarafindan yapilmistir. Bu ¢alismada model derecesi analize dahil
edilerek Bayes carpanlar1 yardimiyla model se¢imi yapilmistir. Ancak bu caligma karmasik
sayisal integrasyon teknikleri gerektirdiginden uygulamasi zordur. Son yillarda Markov
Zinciri Monte Carlo (MCMC) yontemleri kullanilarak zaman serilerinin modellenmesi
izerine ¢aligmalar yapilmaktadir. RIMCMC yontemi Green (1995) tarafindan onerilmistir.
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Bu yontemler ile parametre tahminin yani sira model se¢cimi yapmak da miimkiindiir.
RIMCMC yontemi ile otoregresif siirecin derecesinin belirlendigi ¢alismalar; Troughton ve
Godsill (1998), Vermaak vd. (2004) ve Troughton (1999)’un calismalaridir. Vermaak vd.
(2004) calismasinda, otoregresif siirecin parametrelerinin uygun bir doniisiim ile tekrar
parametrelendirilmesiyle duraganlik kosullari iginde tahmin yapan ve RIMCMC yontemini
kullanan bir algoritma Onerilmistir. Troughton (1999) ise, otoregresif siirecin
parametrelerini ve model derecesini belirleyen ancak duraganlik kosullarim1 gézetmeyen ii¢
ayr1 algoritma Onermistir.

Bu makalede Troughton (1999)’un c¢alismasinda otoregresif siirecin RIMCMC ile
cozlimlendigi i¢ ige model yapisii kullanmayan algoritma ARMA modellerine
genisletilerek, yeni bir algoritma elde edilmistir. Bu algoritmada ARMA modelinin
parametrelerinin tahmini ile birlikte model derecesi de belirlenmektedir.

Calismanin ikinci béliimiinde ARMA modelleri hakkinda kisa bilgi verilmistir. Ugiincii
bolimde RIMCMC yontemi Ozetlenmistir. Dordiincii boliimde bu ¢alismada Onerilen
yontem tanitilmistir. Besinci boliimde ise yeni algoritma yapay bir zaman serisi iizerinde
uygulanmistir. Son bolimde ise elde edilen sonuglar tartigilmigtir.

2. ARMA MODELLERI

(p,q) dereceden bir ARMA modeli e, ~ N(0,07”) olmak iizere asagidaki gibidir.
#(B)X, = 6(B)e, (1)

Burada, ¢(B)=1-#4B—-¢,B*—---—¢ B” , 6(B)=1+6,B+---+60,B" ve B’X, =X,_,
olmaktadir. {X . ¢ n} zaman serisinin n birimlik gozlemi olmak {izere ve (1) modeli i¢in
Xy =(X_, 5, Xgse ney)  vektori kosulu altinda  kosullu olabilirlik ~ fonksiyonu
asagidaki gibi olur.

1
LB sees$,,0,0,6, 1 X 4. X 1) = (2707 )™ ”‘”/zexp{— - Zef} ()

2O-g t=p+q+1

Yerince biiyiik 6rnekler i¢in (2) kosullu olabilirligi, tam olabilirlik fonksiyonuna yakinsar.
3. RIMCMC ALGORITMASI

Bayesci model secimine olanak taniyan RIMCMC yontemi Green (1995) tarafindan

onerilmistir. RIMCMC algoritmasinda géz 6niinde bulundurulan tiim modellerin ¢arpim

uzayinda hareket etmek yerine, modellerin parametre uzaylar1 arasinda gecis yapabilen bir

Markov zinciri olusturulmaktadir.

Algoritmanin isleyisi asagidaki gibi 6zetlenebilir.
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1. Markov zincirinin gegerli durumu (/,6;) olsun. Burada &, , n, boyutludur.

2. h(j,j'") olasiligiile yeni bir ;' modelinin dnerilmesi.

3. q/6,,j,j') oneri yogunlugundan u’nun iretilmesi.

4. (@,u')=g; . (0;,u) yapilmasi. Burada g, .(6;,u) birebir ve Orten bir
fonksiyondur. Bu boyut esleme fonksiyonudur ve 7, +dim(u) = n’, + dim(u') diir.

5. j’den j'’ne hareketin, asagida verilen olasilik ile kabul edilmesidir.

o —mi S»/0,M = J)p(H’ IM = j)r,h(j', '/ 6,7, 7) \ag( u)\ 3
- L0, M = PO, M = (), 0., 7) | 60,

Bu adimda j'=j oldugunda, Metropolis Hastings adimi1 Gibbs adimina donmektedir.

4. ARMA SURECLERINDE RJIMCMC YONTEMIi

Otoregresif modelde RIMCMC yontemi ile ¢éziimleme yapabilen ii¢ algoritma Troughton
(1999) tarafindan Onerilmistir. Bu algoritmalardan birincisi dogum ve 6liim hareketine
dayali, ikincisi parametrelerin tam kosullu dagilimlarma dayali ve iiciinciisii otoregresif
modellerin i¢-ige model yapisin1 g6z ardi eden tam parametre vektorii dagilimlarina
dayalidir. Ugiincii yaklagim ic-ice model yapisini goz ardi ettiginden, ilk iki yaklasima gore
bir {stlinliigli yoktur. Ancak ilk iki yaklagim i¢-ice modeller i¢in kullanilabileceginden
ARMA modellerine uyarlanamaz. Bu nedenle ARMA modellerinde RIMCMC ile model
derecesi ve parametre tahminlerini elde etmeye olanak taniyan bir yontem tam parametre
vektorii dagilimlarima dayali olarak isleyen Troughton’un iicglincii algoritmasinin
genisletilmesi ile elde edilebilir.

(1) modelinin 6zel durumlart olan ARMA(1,0), ARMA(2,0), ARMA(0,1), ARMA(0,2) ve
ARMA(1,1) modelleri gdz oniine alinsin. Onerilen algoritmada bu bes model igin
RIMCMC algoritmasi uygulanmaktadir. Bir bagka ifade ile algoritmanin sonucta sececegi
model bu bes modelden biri olacaktir. Incelenecek model sayis1 istenirse arttirilabilir. (1)
modelinin bu 06zel durumlar1 i¢in tiim parametrelerin vektori y =(4,,6,,4,,6,)
seklindedir. Modeller asagidaki indisler ile gosterilsin.

k =1 ise, model ARMA(1,0) modelidir ve kismi parametre vektorii " = (¢,) dir.
k =2 ise, model ARMA(2,0) modelidir ve kismi parametre vektérii " = (¢,,4,) dir.
k =3 ise, model ARMA(0,1) modelidir ve kismi parametre vektorii " = (6,) *dir.
k = 4 ise, model ARMA(0,2) modelidir ve kismi parametre vektrii " = (6,,6,) *dir.
k =5 ise, model ARMA(1,1) modelidir ve kismi parametre vektorii w " = (¢,,6,) *dir.
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Model derecesi i¢in Onsel dagilim olarak Troughton (1999) c¢alimasindaki iigilincii
algoritmadaki gibi kesikli uniform dagilim alinabilir. y parametrelerin 6nsel dagilimi ise

normal dagilim olarak alinir. & igin ters Gama dagilim 6nsel dagilim olarak segilir.

Sonug olarak dnsel dagilimlar agagidaki gibidir.

1
~ L k=12345
P(k)=15
0

, dd.

P 167)= Nt . €,
P(Gez) = IG(ae’ﬂe)

Burada, M0 =0 ve pr“ =01, olarak alinmistir. Troughton (1999) tarafindan

Onerilen iiclincii algoritma igin, esitlik (3)’te verilen kabul olasilig1 asagidaki gibi ARMA
modeline uyarlanabilir.

1 _
exp{z ,Uz;,m le(k') H 0 }

Cca(k') Cpa(k)

alk > k'/X,0},0))=min| 1,

4)
.|

C (k")

pa

1 _
exp{z ,Uj;m Cwlun H,w }

Burada

-1
1 0T k -1

C :(—ZX( Tx® Lt
o ra

1
_ (KT
Hor =5 Cn XX

e

Q)

seklindedir.

X® ise modelin derecesine gdre olusturulan veri matrisidir. Esitlik (4)’te verilen kabul
olasiligina goére modeller arasi gegis yapilabilir. Modellerde kullanilan 6neri dagilimu,
Troughton (1999) da kesikli Laplace dagilimidir. Burada ise kesikli uniform dagilimdan
Oneri yapilmaktadir. Ancak her iki dagilimda simetrik oldugundan, Troughton (1999)
tarafindan 6nerilen formiilasyon gecerlidir.

(k)

v ve o parametreleri igin ise asagidaki dagilimlardan yararlanarak érnek cekilir.

l//(k)N N(,uca(k) 5 Cm(k) ) (5)
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1 1
o’ ~I1G(a,,B,) , a, =a, +Enk , B. =P +EeTe (6)

Buradaki », ;1. ve 3. modelde n-1, 2., 4. ve 5. modellerde ise n-2’dir. Bu durumda 6nerilen
yeni algoritma asagidaki gibi 6zetlenebilir.

Algoritma. RIMCMC’nin ARMA modellerine uygulamast;

Adim 1. Parametreler i¢in baslangi¢ degerlerinin belirlenmesi.

Adim 2. Oneri dagilimindan (uniform dagilim) modeller aras1 hareket i¢in bir &’ degerinin
tiretilmesi.

Adim 3. U(0,1) standart uniform dagilimindan bir ¢, degerinin tiretilmesi.

Adim 4. (4)’te verilen esitlikten a(k — k'/ X,o.,0) kabul olasiliginin hesaplanmas.
Adim 5. Eger o <a(k > k'/ X, O'f ,03 ) ise, k = k' alinarak yeni modele hareket edilmesi.
Eger a,>a(k — k'/ X,c2,0") ise, yeni modele hareket edilmemesi.

Adim 6. (5) ve (6) dagilimlarindan parametreler i¢in 6rneklem c¢ekilmesi.
Adim 7. Adim 2 ve Adim 6’nin belli bir yineleme sayis1 igin tekrar edilmesi.

5. UYGULAMA

Onerilen yaklasim simiilasyon ile iiretilmis birinci dereceden otoregresif (AR(1)) zaman
serisine uygulanmistir. Uretilen simiilasyon serisinin grafigi Sekil-1’de verilmistir. Bu
zaman serisinin otokorelasyon ve kismi otokorelasyon katsayilarmin grafikleri ise Sekil 2a
ve Sekil 2b’de verilmistir.

3

_3 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

Sekil 1. Simiilasyon ile elde edilen AR (1) serisinin grafigi
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Sekil 2’deki otokorelasyon grafiklerinden zaman serisine Box-Jenkins yOntemine gore
AR(1) modelinin uygun goriilebilecegi aciktir. Bu c¢alismada oOnerilen algoritma
kullanildiginda elde edilen sonsal model olasiliklar1 Tablo 1°de verilmistir. Onerilen
algoritmanin 0,98 sonsal olasilik ile dogru AR(1) modelini sectigi goriilmektedir. Bu sonsal
model olasiliklarina, onerilen algoritmanin 20000 iterasyon ¢aligmast ve ilk 1000 degerin
duragan dig1 dagilim gosterdiginden elenerek, kalan 19000 6rneklem tizerinden ulagilmistir.
Elde edilen 6rneklemlerin yakinsamasi ¢esitli MCMC diyagnostikleri ile denetlenmistir.
Onerilen algoritma MATLAB’da programlanmistir. ¢, parametresi igin elde edilen

orneklemin yakisamasin denetlemek icin kullanilan testlerin sonuclari Tablo 2’de
verilmistir.

Sample Autocorrelation Function (ACF)

Y S S R
| S -
J LS Ll
R
0.2 L L L I 1 1 1 L L I
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
Lag
Sekil 2a. Simiilasyon ile elde edilen
serisinin otokorelasyon grafigi
Sample Partial Autocorrelation Function

S S R S R
L L
SR I DU RS BN RS S

£ 0 t T + T
SRR
0.2 : : ! ' ' ' } } ]
4 e & 10 1z 4 6 W8 2

Lag
Sekil 2b. Simiilasyon ile elde edilen zaman
serisinin otokorelasyon grafigi
Tablo 1. Sonsal model olasiliklar:
Model Sonsal Olasilik

ARI 0.9821
AR2 0.0009
MAI1 0.0161
MA2 0.0000
ARMA(L1) 0.0009
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Tablo 2. Algoritma sonunda ¢, icin elde

Bayesian Model SelctonwithReversible Jump Markov Chain Monte Calo Methodsn Autregrssive Moving Avarage Proceses

edilen 6rneklemin yakinsama teshisi sonuclari

MCMC CONVERGENCE diagnostics
Based on sample size= 18661

Variable
variable 1

Lag 1
0.007

Lag5
-0.008

Lag 10
0.004

(q=0.0250, r=0.010000, s=0.950000)
Variable Thin  Burn Total(N)
variable 1 1 1 938

First 20% versus Last 50% of the sample

Autocorrelations within each parameter chain

Raftery-Lewis Diagnostics for each parameter chain

(Nmin)

Geweke Diagnostics for each parameter chain

Variable Mean stddev NSEiid RNEiid

variable 1  0.506214 0.009464 0.000069 1.000000

Variable NSE 4% RNE 4% NSE 8% RNE 8%  NSE 15%
variable 1 ~ 0.000068 1.036474 0.000070 0.974243 0.000071

Geweke Chi-squared test for each parameter chain

Variable  variable 1

NSE estimate Mean N.S.E. Chi-sq Prob
iid. 0.506307 0.000061 0.150199
4% taper 0.506307  0.000055 0.115314
8% taper 0.506304 0.000060 0.115194
15% taper 0.506305 0.000059 0.119618

Lag 50
-0.001

I-stat

937 1.001

Tablo 2 incelendiginde elde edilen 6rneklemin 1.,5.,10. ve 50. gecikmeklerde kiigiik
otokorelasyon degerleri aldigi goriilmektedir. Ayrica Geweke (1992) tarafindan Onerilen
testten elde edilen Ki-Kare olasiliklarimin 0.05°den biiyiik oldugu ve Raftery ve Lewis
(1995) tarafindan oOnerilen I-stat istatistiginin 5’den c¢ok kiiclik oldugu goriilebilir.
Dolayistyla elde edilen orneklem, tiim yakinsama Olgiitlerine gore, yakinsama problemi

icermemektedir. Benzer sekilde Tablo 3 incelendiginde, o

olmadig1 goriilmektedir.
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Tablo 3. Algoritma sonunda ()‘e2 icin elde edilen 6rneklemin yakinsama teshisi sonuclari

MCMC CONVERGENCE
Based on sample size =

variable 1 1 2

Variable NSE 4%
variable 1~ 0.000514

Variable variable 1
NSE estimate Mean

iid. 0.688092
4% taper 0.688180
8% taper 0.688136
15% taper 0.688094

18661

Autocorrelations within each parameter chain
Variable Lag 1 Lag5 Lagl0 Lag50
variable 1 0.005 -0.
Raftery-Lewis Diagnostics for each parameter chain
(q=0.0250, r=0.010000, s=0.950000)

Variable Thin  Burn Total(N) (Nmin) I-stat

Geweke Diagnostics for each parameter chain

Variable Mean  std dev NSEiid RNEiid

variable 1 ~ 0.687921  0.071412  0.000524  1.000000

RNE 4% NSE8%  RNES8% NSE 15%

Geweke Chi-squared test for each parameter chain
First 20% versus Last 50% of the sample

diagnostics

007 0.002 0.003

943 937 1.006

1.036165  0.000475 1.216007  0.000413

N.S.E. Chi-sq Prob
0.000626  0.630302
0.000624  0.596041
0.000609  0.599897
0.000576  0.600106

Algoritma sonucunda elde edilen parametre tahmin degerleri ise

o2=0.688092 , ¢,=0.

506307

olarak bulunmustur. Simiilasyon zaman serisindeki gercek degerler ise o =1 ve

¢,=0.5"dir. Simiilasyon zaman serisi SPSS 11.5 programi yardimiyla Box-Jenkins yontemi

ile ¢oziiliirse
c2=0.75, §,=0.4566

sonugclari elde edilmektedir.

6. TARTISMA VE SONUC

Bu calismada, onerilen yeni algoritma simiilasyonu ile elde edilen AR(1) zaman serisine
uygulanmistir. Sozii edilen veri igin algoritma parametre tahmin sonuglari ve model

derecesi belirlemesi agisindan
bir simiilasyon calismasi ile

cok basarili sonuglar vermistir. Verilen algoritmanin ayrintili
iistiin ve zayif yonleri tartisilabilir. Onerilen algoritma da

yaklasik olabilirlik fonksiyonu kullanilmistir. Yaklasik olabilirligin oneri dagilimi olarak
alindigr ve tam olabilirlik fonksiyonunun, gergek olabilirlik olarak kullanildigi bir
Metropolis-Hastings algoritmasi ile algoritmanin daha iyi parametre tahmin sonuglari elde
edecek sekilde diizeltilmesi miimkiindiir. Ancak Onerilen algoritma bazi parametreler i¢in
SPSS paket programinda yer alan Marquardt yonteminden daha iyi sonuglar vermektedir.
Onerilen algoritmanin ayrintil bir incelemesi genis bir simiilasyon ¢aligmast ile yapilabilir.
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BAYESIAN MODEL SELECTION WITH REVERSIBLE JUMP
MARKOV CHAIN MONTE CARLO METHODS IN
AUTOREGRESSIVE MOVING AVARAGE PROCESSES

ABSTRACT

In literature, various approaches have been proposed for determining order of
autoregressive moving average models. The most important one is Box-Jenkins
aproach. Box-Jenkins method is based on outocorrelations and partial
autocorrelations. This method also based on experience. Determining the order of
autoregressive moving avarage models Bayesian model selection methods can be
used. Reversible jump Markov Chain Monte Carlo method that moves between
different model spaces is an influential one. In this study, Troughton’s method is
modified for determining order of autoregressive moving avarage models. The
new method is applied for simulating time series.

Key words: Bayesian Model Selection, Autoregressive Moving Avarage Models, Reversible Jump
Markov Chain Monte Carlo Method.
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