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Ozet: Basit ve coklu dogrusal regresyon ¢oziimlemesinde klasik metotlardan yararlaniliyorsa,
modele iliskin parametrelerin tahmini bazi varsayimlara dayamir. Dogrusal regresyon
modellerinin bilinmeyen parametrelerinin tahmininde verilerin normal dagilim disinda bir
dagilima sahip olmasi durumu tahmin siirecinde klasik ¢oziimlemelerin disina ¢ikilmasin
gerektirir. Boyle durumlarda bulamk mantiga dayal ¢oziimleme yontemleri alternatif
yontemler olarak kendini gostermektedir. Bu ¢alismada, bagimsiz degiskenlerden herhangi
birinin Pareto dagilimina sahip olmasi ve veri setinde aykiri gozlemlerin mevcut olmas
durumunda, kurulacak ¢oklu dogrusal regresyon modelinin bilinmeyen parametrelerini
tahmin etmek icin bir algoritma Onerilerek, algoritmadan elde edilen tahminler literatiirde yer
alan mevcut yontemlerden elde edilen tahminler ile karsilastirilmastir.

Anabhtar kelimeler: Parametre Tahmini, Bulanik Uyelik Fonksiyonu, Pareto Dagilim.
Giris

Regresyon ¢oziimlemesi yontemlerinin her biri i¢in veri analizi olduk¢a 6nemlidir.
Ciinki veri setinde yer alan degiskenlerin hangi dagiimdan geldikleri regresyon
modelindeki parametre tahminleri i¢in belirleyici rol oynamaktadir (Zadeh, 1965).
Ayrica veri setinde aykir1 gozlemlerin varligi da kullanilacak yontemin 6nemini
artirmaktadir. Clinkii aykir1 gozlemler yapilacak parametre tahminlerini ana veri
setinden uzaklastiracak 6nemde olabilir. Basit ve ¢oklu dogrusal regresyon model-
lerinin bu varsayim bozulmalarindan etkilenme diizeyini en aza indirgemek iizere
literatiirde Huber, Hampel, Andrews ve Tukey gibi giiclii (robast), model tahmin
yontemleri mevcuttur.

Pareto analizi, degisik sayidaki dnemli nedenleri daha az 6nemde olan nedenlerden
ayirmak icin kullanilan bir yéntemdir. Willfredo Pareto isimli Italyan ekonomist Pa-
reto Prensibi de denilen 80/20 kuralini ortaya ¢ikarmis ve bu kural Pareto analizi
yonteminin temelini olusturmustur. Willfredo Pareto ilk olarak Italya topraklarinin
% 80’ ine niifusun %20’sinin sahip oldugunu fark ederek bu prensibi kurmustur.

Bu galigmada, bagimsiz degiskenlerden en az birinin Pareto dagilimina sahip olmasi
durumunda, kurulacak ¢oklu dogrusal regresyon modelinin bilinmeyen paramet-
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relerini tahmin etmede normal dagilima uymama sorunlarindan miimkiin oldugu
kadar az etkilenen bir tahmin yontemi 6nerilmistir. Bagimsiz degiskenlerden Pareto
dagilimina sahip olan degiskenin modele katkisi, Pareto dagilimina uygun elde edi-
len iiyelik fonksiyonu ile derecelendirilmistir. Bu anlamda kullanilan yontem giiglii
(robast) yontemler siifinda degerlendirilebilir.

Zadeh, (1965) Bulanik yaklasim konusundaki ilk ciddi adimi1 1965 yilinda yayinla-
nan “Bulanik Kiimeler” adli makale ile atmistir. Zadeh bulanik mantigin matematik
ve bilgisayar bilimleri alanlarindaki uyarlanabilirligi izerinde durmustur.

Civanlar ve Trussel (1986) “Istatistiksel veriler kullanilarak iiyelik fonksiyonlarinin
olusturulmasr” baslikli ¢aligmalarinda iiyelik fonksiyonunun belirlenmesinin, bula-
nik kiime teorisinin pratik uygulamalarinda 6nemli oldugu belirtilmis ve elemanlar1
bilinen bir olasilik yogunluk fonksiyonu ile belirleyici niteliklere sahip, bulanik kii-
melere dair {iyelik fonksiyonunun belirlenmesi i¢in bir yontem sunmuslardir. Calis-
mada iiyelik fonksiyonunun saglamasi gereken kosullar da verilmistir.

Dombi (1990) tiyelik fonksiyonlari iizerine yaptig1 ¢alismada kullanilan farkl: iiyelik
fonksiyonlarini tanimlamus, tiyelik fonksiyonlarinin kurulmast igin gerekli 6zellikler
ve tiyelik fonksiyonlarinin matematiksel formlar ile ilgili bilgi vermistir.

Erbay Dalkili¢ (2005) bagimsiz degiskenlerin tistel dagilimdan gelmesi durumunda
switching regresyonda bulanik sinir aglar1 yaklasimi ile parametre tahmini yapmis
ve mevcut tahmin yontemlerinden elde edilen sonuglar ile karsilastirmistir.

Calismanin uygulama kisminda Onerilen yontemin gegerliliginin irdelenebilmesi
i¢in sayisal orneklere yer verilmis ve ele alinan veri setleri i¢in elde edilen sonuglar
literatiirde var olan klasik yontemlerden elde edilen sonuglar ile karsilastirilmstir.

1. Uyelik Fonksiyonu

Ele alinan problemlerin yapilarina gore tiyelik fonksiyonlar: farkliliklar gosterebil-
mektedir. Bununla birlikte iiyelik fonksiyonlarinin ortak birtakim o6zellikleri bu-
lunmaktadir; tiyelik fonksiyonlar: siirekli fonksiyonlardir ve bir [a,b] araligini p(x)
fonksiyonu yardimu ile [0,1] araligina déniistiiriirler. Uyelik fonksiyonunun dogru-
sal bigimde ya da dogrusallasabilen bir yapida olmasi biiyiik 6nem tagimaktadir. Op-
timal tiyelik fonksiyonunun bulunabilmesi igin;

1. E{u(x) | x bir olasilik yogunluk fonksiyonuna gére dagilsin} > 0
2.0<u(x) <1
3. f n2(x) d(x) en kiiciiklenmelidir.

bigiminde verilen kosullarin saglanmasi gerekmektedir. Bu kosullar altinda optimal
tiyelik fonksiyonu;

_ 7\p (X) eger Ap(x)< 1
w(x) = { 1 eger Ap(x) =1 (1)
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bicimindedir. Burada,

p(x) : olasilik yogunluk fonksiyonu
A : sabit

tir (Civanlar ve Trussel, 1986). Verilen tiyelik fonksiyonunda p(x), ilgilenilen dagili-
ma iliskin olasilik yogunluk fonksiyonu oldugundan formu belirlidir. Ancak A sabiti,

+ oo
P:mgnf(u)=%f W (0 d0)
+ oo -
G =c-Ew=c- | nepE) dx) <0 )

HeEQ={u(x)|0<px <1}

ile tanimlanan problemin ¢6ziimii ile elde edilebilir. P ile verilen problem, optimal
tiyelik fonksiyonu i¢in tanimlanan kosullardan olusturulmaktadir. A sabitinin elde
edilmesi icin, Esitlik (2)” de P ile ifade edilen problem, Langrange yontemi ile ¢6-
ziimlenebilir.

Lo =2 11702 0odeo +afe- S L ueopmde) @)

bi¢imindedir. Burada, A > 0 langrange ¢arpani ve ¢ < 1 olacak bi¢imde bir sabittir.

Esitlik (1)” de verilen tiyelik fonksiyonunun degerleri Esitlik (3)’ te yerine konularak
A sabitinin degerini verebilecek fonksiyona ulasilmaya ¢aligilir. Bunun i¢in (Ap(x))
< 1ve (Ap(x)) > 1 bi¢imindeki iki durum i¢in ¢6ziimleme yapilir:

i) Ap(x)) =1 = u(x) =Ap(x)

olur. Bu durumda,

L =% f T p2d) - f " Ap29d () + Ac

+ oo
L=-2] ., A2 p?(x)d(x) + Ac

elde edilir. Bu fonksiyonun A sabitine gore tiirevi alindiginda,

= A pReodeo + e 0

esitligine ulasilir.
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i) Ap(x))>1=ux =1

olur. Bu durumda,
1 + o + oo
L= f_oo d(x)-f_oo Ap()d(X) + Ac

elde edilir. Bu fonksiyonun A sabitine gore tiirevi alindiginda;

ez 0-[ 17 pe9de) +c (5)

esitligine ulagilir. Ikinci asamada elde edilen (5) esitligi Adan bagimsiz oldugu igin,
birinci agamada elde edilen (4) esitligi kullanarak A parametresi,

RN M CLIOR: (6)
esitliginden,
C
A=
too
[ PPeode @

biciminde elde edilir (Klir, Yuan, 1995; Baykal, Beyan, 2004; Chen, Wang, 1999).
2. Pareto Dagilim1 icin Optimal Uyelik Fonksiyonunun Belirlenmesi

Bu ¢alismada veri setinde yer alan degiskenlerden herhangi birinin Pareto dagilimi-
na sahip olmasi ve aykir1 degerlerin varlig1 durumunda dogrusal regresyon mode-
linin parametrelerinin tahmini ile ilgilenildiginden, Pareto dagilimina iliskin tyelik
fonksiyonu Civanlar ve Trussel (1986) tarafindan 6nerilen bu yontem kullanilarak
agagidaki gibi elde edilmistir:

Eger X Pareto dagilimina sahip rastgele bir degisken ise olasilik yogunluk fonksiyonu,

k
Xm
fxkxm) =k X =Xy (8)
Xk+1

bi¢imindedir. Pareto dagilimi i¢in optimal tyelik fonksiyonun elde edilmesi i¢in
oncelikle dagilima uygun A parametresi belirlenmelidir. Pareto dagilimina iliskin
esitlik ile verilen olasilik yogunluk fonksiyonu esitliginde yerine konuldugunda A
sabiti,

30



TURKAN ERBAY DALKILIC / TUGBA KARAN

_ C _ C
[+ B + o k 12
[ CTICTN NSt TS
m Xm X<t
C
A= )
k2 mekf 1 4w
Ky 20D
2(k+1)x
A=c g 9)

K2

biciminde elde edilir. Uyelik fonksiyonu, (9) esitligi ile elde edilen A parametresini
kullanarak,
2(k+1)x X, K
HGO=Ap(0)= ¢ - Y | Ym

K2 <k+1
2(k+1) ( Xm)<*H?
oo =2 (5) =
biciminde elde edilir.

3. Uygulama

Onerilen algoritmanin gegerliliginin stnanmasi i¢in bu béliimde ele alinan veri seti
149 gézlemden olugmakta ve verilerin bir kismi Tablo 1'de yer almaktadir. Veri setin-
de bir bagimli ve li¢ bagimsiz degisken bulunmaktadir. Bagimli degisken Y, bagimsiz
degiskenler X1, X7, ve X3 ile ifade edilmistir. Tablo 1 ayrica 6nerilen algoritmadan ve
EKK yo6nteminden elde edilen tahminleri ve tahminlere iliskin hatalar1 da icermek-
tedir (Gamgam, Altunkaynak, 2012; Kdseoglu, Yamak, 2004).

Hp : Oj = ej (gozlenen frekans beklenen frekanslara uygundur.)
H1: 0j #ej (gozlenen frekans beklenen frekanslara uygun degildir.)
Bagimsiz degiskenlerden X3% iligkin Kolmogrov-Smirrnov (K-S) uyum iyiligi testine

gore (k = 2,8, xyy = 5,2) parametreleri ile Pareto dagilimina sahip oldugu hesaplan-
mugtir.

K- SHesaplanan Deger — (0,0472) <K- STablo Degeri — (0,1335)

oldugundan X3 rasgele degiskeninin dagiliminin Pareto dagilimindan fark: yoktur
bi¢iminde kurulan yokluk hipotezi, H( kabul edilir.
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Tablo 1. Veri Setine Iliskin Tahminler ve Hatalar

Gozlem

No X1 X X3 Y Y(6A)i €(HA)i YERK) | CEKK)
1 69.5800 | 1.6133 | 6.0000 | 31.7880 39.6349 7.8469 45.6409 -13.8529
2 76.6400 6.2000 |  27.9600 39.4771 115171 450669 | -17.1069
3 81.9200 | 1.5900 | 7.5000 | 43.0870 39.3869 3.7001 43.8577 -0.7707
4 80.9200 7.6000 |  41.1750 39.4268 17482 43.7737 25987
5 852200 | 2.1600 |  6.6000 | 44.9820 39.8287 5.1533 452810 -0.2990
6 88.6000 7.8000 |  43.0630 40.1280 2.9350 43.6270 -0.5640
7 89.8800 | 2.1900 |  6.2000 | 42.1820 41.1277 10543 46.3927 42107
8 86.8000 8.5000 |  40.9500 40.6731 0.2769 44.0117 3.0617
9 91.8200 | 2.1467 | 7.5000 | 452670 40.2464 5.0206 44.0345 12325
10 94.7200 87000 |  41.5210 41.0775 0.4435 43.2670 17460
11 932400 | 2.3867 | 62000 | 40.5280 40.6164 -0.0884 46.0086 -5.4806
12 95.1800 54000 | 40.8660 43.1497 22837 48.7825 79165
13 98.4400 | 2.4200 |  7.5000 | 39.2390 40.3473 -1.1083 43.8335 45945
14 973600 5.8000 |  32.9150 40.2679 73529 458507 | -12.9357
15 1013400 | 3.1467 | 7.9000 | 39.5440 39.5991 20.0551 42.6576 3.1136
16 100.5000 6.0000 |  26.9140 40.1354 132214 | 453526 | -18.4386
17 97.6800 | 2.3767 | 8.6000 | 38.4840 41.1938 27098 43.3464 4.8624
18 97.4200 17.9000 |  44.1730 40.8017 3.3713 27.1834 16.9896
19 105.4000 | 3.0500 |  6.6000 | 29.4420 422717 12.8297 | 458328 | -16.3908
22733
142 | 188.1800 | 2.9967 | 52000 | 415530 | 409170 0.6360 48.8308 72778
143 194.5600 11.6000 | 52.6630 40.8762 11.7868 35.1598 17.5032
144 194.1800 | 2.3633 9.3000 |  45.3860 40.9183 44677 38.8686 6.5174
145 195.6800 147000 | 42.6410 38.0316 4.6094 27.8065 14.8345
146 196.0200 | 1.9100 | 133000 | 44.7110 40.6469 4.0641 32.6420 12.0690
147 199.9400 6.2000 |  41.6830 41.8662 -0.1832 44.8849 132019
148 | 200.6000 | 2.1567 | 9.9000 | 41.1220 40.2164 0.9056 373797 3.7423
1499 | 201.1400 113000 |  24.3580 38.1484 137904 | 33.5026 29,1446
1.8733
3.0433
2.9000
2.6833
4.0633
2.7867
2.6733
17800
2.9967
3.1067
2.5267
17967
HATA epx = 201.1761

g = 119.0887
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Verilere iligkin ¢oklu dogrusal regresyon modelini elde etmeden 6nce Pareto dagili-
mu gosterdigi belirlenen X3 degiskenine iligkin iiyelik dereceleri,

2(k+1) (X3m\K1
H(Xgi) = k (XSi )

ile belirlenir, burada k = 2,8 ve X3, = 5,2 dir. Ayrica, [0,1] araliginda degerler
alabilen c sabiti 0.4 olarak belirlenmistir. Bu sabit, {iyelik fonksiyonunun olasilik
yogunluk fonksiyonuna uyumunun kontrolii ile elde edilmistir. Onerilen algoritma
i¢in ¢oklu dogrusal regresyon modeline iligkin parametre degerleri, X matrisinde X5
rasgele degiskeni iiyelik fonksiyonundan elde edilen iiyelik dereceleri ile agirliklan-
dirilmis olmak tizere;

B=xXTx)1xTy

esitliginden ve MATLAB da yazilan ve Onerilen algoritmanin isleyisini saglayan
program ile;

Ypa = 37.6244 + 0.01785X; + 0.9888X, + 100.9175X; (11)

bi¢iminde elde edilmistir. En Kiigiik Kareler yontemine iliskin model ise;

YEkk = 544619 - 0.0263x4 + 2.0167x, - 1.7076x3 (12)

bicimindedir.

Onerilen algoritmadan elde edilen modelin tahmin degerlerine iliskin hata
ega = 119.0887, En Kiigiik Kareler yonteminden elde edilen modelin tahmin de-
gerlerine iliskin hata eggg = 201.1761 olarak elde edilmistir. Sekil 1-a En kii¢iik Ka-
reler modelinden elde edilen hata miktarlarini, Sekil 1-b 6nerilen algoritmadan elde
edilen tahminlerin hata miktarlarini gostermektedir. Tiim modellerden elde edilen
hatalar grafikleri karsilastirmali olarak Sekil 1-cde yer almaktadir.

Onerilen algoritma ile elde edilen tahminlerin En Kiigiik Kareler yénteminden elde
edilen modele iliskin tahminlerden daha kiigiik hatalara sahip oldugu gozlenmistir.
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Sekil 1. Tablo 1de yer alan veri setine iligkin hata grafikleri
Sonug ve Oneriler

Coklu dogrusal regresyon analizinde kurulacak modele iliskin bagimsiz degisken-
lerden herhangi biri Pareto dagilima sahip oldugunda klasik yontemlerin disina
cikilmasi gerektigi belirtilmisti. Bu ¢alismada ¢oklu dogrusal regresyon modeline
iliskin parametre tahmini siirecinde, Pareto dagilimi gosteren bagimsiz degiskenin
agirliklandirilmasinda kullanilmak tizere, Pareto dagilimina uygun, dagilimin olasi-
lik yogunluk fonksiyonuna dayali iiyelik fonksiyonu elde edilmistir. Coklu dogrusal
regresyon modelinin bilinmeyen parametreleri 6nerilen yontem ve literatiirde yer
alan En Kii¢iik Kareler yontemi ile tahmin edilerek, belirlenerek modellerin perfor-
manslari verdikleri tahmin degerleri ve bu degerlere iliskin hata miktarlari ile karsi-
lastirilmistir. Elde edilen tahminlere iliskin hata miktarlarinin diisiik olmasi, 6neri-
len yontemin, karsilasilacak ¢oklu dogrusal regresyon modeli kurma problemlerinde
alternatif olarak kullanilabilir oldugunu gostermektedir. Bagimsiz degiskenlerden
herhangi birinin Pareto dagilimi disinda baska dagilimlara sahip olmalar1 durumu
irdelenerek bu durumlara iliskin yontemler gelistirilebilir.
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Parameter Estimation Based on Membership Function When an Independent
Variable Has Pareto Distribution

TURKAN ERBAY DALKILIC / TUGBA KARAN

Abstract: If classical methods are being employed in simple and multiple linear
regression analysis, estimation of parameters related to the model is based on some
assumptions. If the data have any distribution other than normal distribution in
estimation of unknown parameters of linear regression models, the analysis has to go
beyond classical analysis. In such cases analysis methods based on fuzzy logic manifest
themselves as alternative ways. In this paper, an algorithm has been proposed in order
to be able to estimate the unknown parameters of multiple linear regression model in
the case that any independent variable has a Pareto distribution and incompatible
observations exist in data set and estimations obtained from this algorithm have been
compared with estimations obtained from the methods existing in the literature.

Keywords: Parameter Estimation, Fuzzy Membership Function, Pareto Distribution.
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