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Ozet - Simplisil grup kategorisinden simplisil pro-p
grup Kkategorisine olan p-tamlams fanktorinii
inceleyecegiz. Artin-Mazur’un elde ettigi yontemle
elde edilen Zeeman kiyas teoremini kullanarak
tamlamg ve faybreysimin bir sonucu ispatlanmr.
Bundan dolayr [8]’de ifade edilen ana theoremin
ispati verilir.

Anahtar Kelimeler - Simplisil Grup, p-tamlanig

Abstract - We study the p-completion functor from
the category of simplicial group to the category of
simplicial pro-p group . Then we use Zeeman’s
comparison theorem in the way indicated by Artin-
Mazur a result is introduced on thecompability of
completion and fibrations. Therefore the main
theorem is expressed in [8], which is proven.

Keywords - Simplicial group, p-completion

I. GIRIS

sonlu ¢okluktaki treteg ile
grupsa,, A MNE Spe

tamamlayicisini gostermek lizere, ters limitler 7(G)

Eger G, her boyuttaki
birlikte  serbest  simplisil

ye kuvvetli yakinsayan G ’nin profinite gruplarinin p-
alt merkezi serilerinin spektral dizisi i¢in tamdir.
dizilerin 7 (G) ye olan zayf

Boylece spektral

n 2 . . g
yakinsaklig (ﬂ(]) —7(G) formiilii ile ifade edilir ve
ana teoremimiz bu elde edilenlerin 1g1ginda birtakim
sartlar  verir. Homotopi teorisi {izerine olan
¢aligmalarinda, pro- p homotopi nesneleri ile ilgili olan
ornek teoremi ispatlayan Artin-Mazur’un metodlarinda
birtakim degisikler yapilarak ana teorem ifade edilir.

Simplisil  profinite gruplar kullamlarak yakmsaklik
teoremlerinin  farkli ispatlart [8]’de verildi. [8]
makalesinde olusturulan simpligil gruplarin
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kategorisinden simplisil pro-p gruplar kategorisi
arasindaki p-tamlanig fanktorlerini iizerinde ¢aligiriz.
Bu fanktorlerin olugsumu igin gerekli olan énermeler ve
onlarin ispatlari ayrintili olarak verilir. [8]’de verilen
ana teorem tekrar ifade edilerek onun ispat: verilir.

Bu galismada oncelikle ana teoremi ifadesini vererek
simpligil gruplardan simphisil pro- p gruplara olan p-
tamamlanig fanktorlerin ¢aligmast kullanihir. Artin-
Mazur'un elde ettikleri yontemle elde edilen Zeeman'in
kiyas teoremini kullanarak tamamlanigim uygunlugu ve
ana teoremde kolayca goriilen faybreysinlar tizerindeki
sonuglarin ispatlart verilir.

II. TAMAMLAYICI VE ESHOMOLOJI

Bu bolimde H'(G,Z/p) yerine H' (G)'yi ve
p—good yerine good’u kullanalim. Bu durumda
eger good  p’nin indeks kuvvetinin normal alt

grubunu igeriyorsa buna grubun alt grubu denir.

tiim »’ ler i¢in good olacak
bu taktirde

ONERME 1.1: Eger G
sekilde G bir
G good ’dur.

n?

simplisil  grupsa,

ISPAT: E_ terimleri ve onun civarinda izomorfizim

olan

aPH (G = H"(G)

2PH 1(G) = H"(G)

seklinde ifade edilen [8]’deki Onerme 2.1 ve Onerme
2.2 (c) spektral dizilerinin doniisiimii mevcuttur.

ONERME 1.2: Eger G — H simplisil gruplarin zayif
homotopik denklik ve G, H good ise, bu taktirde

G — H bir zayif denkliktir.



SAU Fen Bilimleri Enstitiisii Dergisi
7.Cilt, 3.Say: (Eylul 2003)

iSPAT: HI(H)= HY(H)

HY(G)= H!(G)

Kare diyagramda G ve H good oldugundan yatay
¢izgiler izomorfizimdir. Sol dikey gizgi de |8]'deki
Onerme 2.1(a) dan dolay1 izomorfizimdir. Boylece
[8])'deki  Whitehead teoreminden (Teorem 2.5)
asagidaki onerme elde edilebilir.

ONERME 13: 15> R—->G - H->1; asagidaki
sartlarl saglamak lizere gruplarin tam dizisi olsun,

(i) H ve R good 'dur.

(ii) HY(R); tim ¢ ’lar igin sonludur.

(iiiy  H,H'(R)
olarak etki eder. Bu taktirde

(a) 1RG4 s tamdir.
(b) G good 'dur.

tizerinde  unipotently

ISPAT: (b) Eger (i) ve (i) hipotezlerinden E,
tizerindeki izomorfizim olan

HP(H, HY(R)) = H"(G)

L

H”([-}, H"(R)) =>H/Hq(G)

s;()iektral dizilerinin doniigima varsa (b); (a) dan elde
edilir.

(a?’ vl is;?at‘lamak igin R G nin birebir oldugunu
gostermeliyiz ya da buna denk olarak eger V, R’ nin

agik bir alt grubu ise, bu taktirde G 'nin U alt grubu
igin ¥VoUANR olur. H' (R)= Hum(grl"R, Z/p)

sonlu oldugunda; gr”R de sonludur. Bdylece gr/'R

de sonludur. grfR; L(;)(gr]pk)’nin bir boltimii

oldugunda [8]'deki (1.9)'da sonludur. Buradan da
RITIR bir  p- grup dur. Herhangi bir » igin
V= TR de oldugu gibi V'yi kiigiilterck G ’nin
eslenik etkisi altinda degismez oldugunu kabul
edebiliriz.  (iii) hipotezinden G; g’ R tzerinde
unipotently olarak etki eder. Sonug olarak, asikar ¢
etkisi ile birlikte ¥, /¥, ; Z/p olacak sekilde G *deki
R=Vyo¥ 5.5 Vi =V alt gruplarm dizisi vardir.,
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Uiy R =V, olacak gekilde G 'nin agik alt gruplarinm
G=U, o UL dizisini timevarimla olusturacagz.

i=1igin 1>V, /¥, >G/V, > H -1 genislemesi
ae H*(H)
good olmasinda oldugu gibi
aeGor{H* (H/H,)~ H*(H)}; Hy igin H dak

agik ve normaldir. Diger bir deyisle; karede *
kartezyen olmak (izere,

elemani ile  simflandinlmistir, # *in

L VoIV, >GIV, > H =1
ol
1->Z/p - O —H/H -1

diyagrami meveuttur ve burada ¥, /V, ; Z/p. Boylece
H, fizerinde G/V, —> /1 bir § boliim homomorfizmi
meveuttur. Boylece st < G/V,, sH,n(V%)=1
ile birlikte bir agik alt gruptur. Eger U,; G -GV,
doniigiimil altinda  s//,’in ters goriintiisii ise, bu
taktirde U; G deki bir agiktir ve Uy "R =V¥,. U;’ nin
bulunmasiyla birisinin ayni mantigl
1=V, /Viy U 1V, > 1 geniglemesine
uygulamasiyla U, /V, < H agik alt grubu elde edilir ki
boylece good’dur.

LEMMA 1.4: Good gruplarin agik alt gruplar
good "dur,

ISPAT: Eger H,, 1 daki agik ise, bu taktirde
17,, H a agtk  ve  birebir-tizerine  doniigimlerdir.
t:H,~ H bir kapsama i (Z/p) asikar H) modil
Z/p " yiigeren modul iken (i), (Z/p)= i (Z/p) olur
ve boylece /1 good iken birinci dikey gizginin
izomorfizim oldugunda agapidaki diyagrami elde
ederiz.

(A A
HY| H.i.(Z/p)); H"(H.J
\
¢ J,
H'(H,i(z/p)); H"(H,)
Bu lemmayi ispatlar ve Onerme 1.3 iin ispatint
tamam|ar. i

SONUC 1.5: Herhangi bir sonlu Gretilmis nilpotent
grup  good 'dur. Herhangi bir serbest grup da

good "dur,
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ISPAT: G nin sonlu iiretilmis. ve nilpotent oldugunu
kabul edelim. Sonlu iiretilmis abelyen grup olan gnG
tarafindan  diretilen Z  lzerindeki Lie cebiri
grG=@I',G/T,,,G olsun. Boylece gr,G her bir ¢
i¢in sonlu iretilmis abel grupdur. Béylece biz G ’nin
alt merkezi serisini G,/G,,,; G asikar  etkisiyle
birlikte 1 bir asal sayi iken, Z ya da Z/p den biri
G=GyoL ©G,=1 normal alt
G /G, nin
good oldugunu ispatlamak igin 6nerme kullanilabilir.
A’ nin good ve H'(4)  nnda A=Z ve Z/p

olmak tizere her bir ¢ i¢in sonlu oldugu bilinir. Daha

olmak iizere

gruplarin dizisine indirgenebilir.

sonraki durumda W(A) simplisi] sonlu ciimledir.
Boylece H?(A) sonludur. Eger 1=p ve A=A
oldugunda A4 good’dur ve eger 1#p ise A
good *dur. Ciinkii ¢ >0 igin HY(A4)=0 olur. Eger

A=1Z Iise, bu taktirde A serbesttir. Serbest gruplar
good *dur, ¢iinkii eger herhangi bir G grubu ve g <1

igin HY(G) = H?(G) olur ve buradan da ¢ 22 igin
eger G serbest ise HY(G)= H7(G)=0 elde edilir.
Bu da Sonug 1.5 in ispatini tamamlar. +

TEOREM 1.6: 1> R->G—>H —>1; good
simplisil gruplarin bir tam dizisi olsun. Her ¢ igin
HY(R)* nin sonlu oldufunu ve 7o H ’in, onun
tizerinde unipotently olarak etki ettigini kabul edelim.
Bu taktirde R — Cek{H —> H} bir zayif denkliktir.

LEMMA 1.7: H; simplisil pro— p grubu olsun ve
u:A—» B; p-asal 7,H modiilintin déniistimi olsun.
Boylece
() H° (H,u) birebir ise u birebirdir.
(ii) H° (H,u) kargilikli birebir
fonksiyon ve H'(H,u) birebir ise u

izomorfizimdir.
ISPAT: (i) Eger K, u’nun  gekirdegi ise
0> H°(H,K)— H"(H,4)c H°(H,B) tam dizisi
vardir. H°(H,K)=0 olur ve boylece p-asal oldugu

zaman K =0 .
(i) den u’nun karsilikli birebir oldugunu biliyoruz.
Boylece C = Esgeku kabul edilir. C =0 ile birlikte

H'(H,4)%H° (H,8) > H° (H,C)
— H'(H,4)c H'(H,B)
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tam dizisi vardir. Bu da lemmayi ispatlar. +

[10] da Spektral dizisi i¢in Zeeman’in mukayese
teoreminin en 6nemli kismi asagida verilmistir.

LEMMA 18: f:{E['= HP) > {Ef7 = B9}

birinci quadrant, eshomolojikil tipinin  spektral
dizisinin donigiimiidiir. Eger tim » ' ler igin #"(f)

izomorfizim ve g<s igin EJ7(f) izomorfizim ise,
bu taktirde asagidaki sartlar saglanir.
(a) EJ*(f) bir izomorfizimdir.

(b) E}*(f) birebir doniisiimdir.

ISPAT: 2 ZFT, B <« BEY “we ' EJ%; ZP9 /807
olacak sekilde sirasiyla agagidaki gibi tanimlanmis
olsun.

d |
5 2 ng L +r=lg=r+2 g _ P
ZPY = Cek{ZPY — EPY S EPY-Mri2y gy o g

B BEG = Ghr B . BP0y, . B0
r tizerindeki timevarimla ayni zamanda
g+r-1<s=ZP9 BPYEPY  (L1)
izomorfizimdirler.
gi<s =257 EPY (12)

ortendirler. Boylece bu bagmtilar elde edilir.
EPY(f)'yi EP? seklinde kisaltniz.  Yine r

tizerindeki tiimevarim kullanarak
pqss=>27?, B9, EP? (1.3)

izomorfizimleri elde edilir. F,,H”; tizerindeki bir ag
olsun. ELY = F,H"" "/ F, \H""" olacak sekilde (1.2)

U ve ¢ tzerindeki timevarim kullanarak
g ¥ PN E HM (1.4)

izomorfizimlerdir ve ¢ =s ise birebirdirler. Eger
p<r ise (1.1), (1.2) ve (1.4) deki r iizerinden
tiimevarim metodu kullanilarak ispatlanabilirdir.

0 EPY - EPY 5 EPFrar+t - (15)

r+l
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bir tam dizisinin varligi p <r ise, bu taktirde ¢ < s
icin £/'? bir izomorfizim ve g=s igin birebirdir.
Ozellikle p=1. p=2 olarak alirsak lemmanmn (b)
kismini olustururuz.

EY = H'/FH (14yden birebirdir ve H°'
izomorfizim oldugundan  orten olduguna dikkat
edelim.

Tam dizilerin en o6nemli kisminda » {izerindeki
tiimevarim kullanilarak asagidaki ifadeler elde edilir.
(1.5)’den

08

d,
05 ' s ’ -
G- £ > EP 5 BTl ghieril g

]

ry—r+l rs—r+l rs=r+l ros—r+l S=r
0BT 1 BIPEY gttt el S B g

bulunur,
(1.1)’ den

s o, q,
0— Z'r‘;sI»MI /BII',.S*I +1 - E'I“,4\—I'+l _)E’?r..\-—lrlrl (16)

saglanir.
Tim r’ler igin E£°* bir i imdi
icin E,° bir izomorfizimdir. Bu
lemmanin (a)’sini ispatlar bdylece ispat tamamlanir,

TEOREM 1.6°NIN ISPATI: K =Cek{G — H}
olsun. U;G ’ nin agik normal alt grubu ise, bu taktirde
1> R—>G— H ’dan

I >RIRNU > G/U —>G/RU -1 e giden tam
dizinin dogal dontisiimii Serre spektral dizilerinin dogal
dontistimii tarafindan tiretilir. Boylece spektral dizilerin
U lizerindeki / doniigiim limiti alinir.

HP(H,HY(K)) = H"(G)
d: \ (1.7)
HP(H,H'(G)) = H"(G)

H(K)— H?(R) kanonik doniisiimiinin ¢ <s icin
izomorfizim oldugunu kabul edelim. H ’in good
oldugu gibi £7% de g < s igin izomorfizimdir. G 'nin

good olmasinda oldugu gibi /' izomorfizim belirtir.
Boylece Lemma 1.8’den

HO(H,H* (K) % H(H, H*(R))
H'(H,H"(K)) < H'(H,H*(R))

elde edilir.
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H good oldugunda
moH; H*(R) = Hom(H, (R.Z#p).Z]p)  uzerinde
unipotently oﬂlarak etki eder. H , bu doniisiimiin sag
tarafindaki H ile yer degistirebilir. Boylece Lemma
1.77den  H*(K)-> H"(R) bir izomorfizimdir. Su
halde tiggende sol dikey ok; ¢ iizerindeki timevarim
yoluyla izomorfizimdir.

HY(K)—> H'(R)
] [
HY(R)

ve R good oldugunda sagdaki de izomorfizimdir. Su

halc.‘Je RoK: eshomoji  lizerindeki izomorfizmi
belirtir. Boylece [8]'deki Sonug 2.9°dan bu zayif
denkliktir. Bu da ispati tamam|ar. +

TEOREM 1.7 (ANA TEOREM) : G; asag:daki
sartlar1 saglayan bir simplisil grup olsun.

(i) G ; p—good’dur.
(ii) 7,G; p-—good’dur.

(iii) H, ((%’Z); tim ¢ ’lar i¢in sonlu
olarak iiretilmigtir,
(v) G tim g’lar igin H, (G%Z/p)

lizerinde unipotently olarak etki eder.

TEOREM 1.7 (ANA TEOREM)’NIN ISPATI: ¢
tizerindeki tiimevarim yoluyla hipotezi saglayan tiim
G simplisil gruplar igin 7z, (G)" ~—%rrq(67) oldugunu
gosterecegiz. Her iki grup da siirekli simplisil pro — p
gn{bu igcine giden G ’nin  doniisiimierini  temsil
ettifinde ¢ =0 igin bu durum agikur. Béylece biz
g >0 oldugunu kabul edelim. Onerme 1.2 yoluyla
serbest simplisil grup ile G yer degistirebilir.
Asagdaki tam dizileri goz 6niinde bulunduralim:

l-—)(%’—-)G-——)?TOG -1
N T

[5G =G >n,6>1

"ljeore.m 1.6’y st tam dizisine uygulariz. G serbest
simpligil - gruplarin  alt  grubudur, bundan dolays

serbesttir. Su halde (%’GJIOG > lerin hepsi good ’dur.
Hipotez ~ (iii) ve  (iv)'den G iizerindeki
H ((7‘) = Hom(Hq ((%’Z/p),Z//)) sonludur  ve

7yG her bir g igin onun {lizerinde unipotently olarak
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etki eder. Su halde Teorem 1.6’dan G zayif
denkliktir.

n(,é}/‘ao oldugu gibi R gekirdegi QG ’nin zayif
homotopi tipi ve £, serbest biizilebilir simplisil grup

olmak tzere F— &<  orten donusimi vardir.
Asagidaki tam dizileri goz oniine alalim:

1>R—>F— &0 -1

oA J
15K Fr > G0 1
$ 4

1= K 3 F* 56 51

ve Teorem 1.6°y1 iist tam diziye uygulayacaBiz. Bu
kurallara  uygundur  ¢inki  H'(R)=H" (Q@’ﬁ
Serre’nin iyi bilinen mantigindan sonludur. Ciinkil
ﬁo(%:-() ve R, F ve GClarin hepsi serbesttir.

Su halde R > K ve boylece R — K'; zayif denkliktir
ve biz agagidaki diyagrami elde ederiz.

(ﬂqG)A (%('/’Z‘q(y')l\ é%(;rq,]R}A

I I \
I 1 /7,1_1]2’
¢ \ 2

T, <'~-7rq((ﬁ7' )—> 7K'

q

Ancak R teoremin hipotezini saglar. H,(R,Z) ve
H, (ﬁ’,"Z ) Serre tarafindan (retilmistir, boylece
mR=H,(R.Z) good’dur ve ayni zamanda

H,(R@Z) iizerinde asikar olarak etki eder. Su halde

A Lod .
timevarim metodundan (n‘,_,R) ; My R ve teoremin

ispati saglanir. +
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