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Arastirma Makalesi

oz
Makale Tarihgesi: Leaky Integrate and Fire (LIF) modeli, néronlarin matematiksel olarak
Ezgzlt?;;?ﬁlgi%)gzzgg modellenmesi ve ¢aligma prensiplerinin anlagilmasi i¢in yaygin olarak
Online Yayl.nla.nm.a: 04.12.2023 kullanilmaktadir. Bir¢gok metot ve yontem sayesinde modelin simiilasyonu ve

analizi yapilsa da miihendislik ¢alismalarina uygun ¢6ziimlerin azligindan
s0z etmek miimkiindiir. Birinci dereceden adi diferansiyel denklemler iceren
" ; LIF modelinin ¢6ziimiine ideal baglangic kosullar1 altinda kolayca
LIF néron modeli o
Pasif membran ulagilirken, karmasik sartlar sunuldugunda sonucu bulmak zorlasmaktadir.
Diferansiyel denklemler Bu ¢aligmada néronun, birim adim akimi, darbe akimi ve rastgele segilen
akim girigleri i¢in ¢6ziimleri yapilmistir. Boylece literatiirde yer alan
metotlarin 6zel durumlar ortaya ciktiginda nasil uygulanmasi gerektigi
gosterilmistir.

Anahtar Kelimeler:

Analysis of Linear LIF Neuron Model under Particular Initial Value Conditions and Solution
Method

Research Article ABSTRACT

Avrticle History: The Leaky Integrate and Fire (LIF) model is widely used for mathematical
Received: 04.10.2022 modelling of neurons and understanding their working principles. Even
Accepted: 24.02.2023 L

published online: 04.12.2023 though model is simulated and analyzed thanks to many methods and

procedures, it is possible to mention about rarity of appropriate solutions for
engineering studies. While solution of LIF model involving first order

K ds: . . . . . . . g L

Lfg‘ﬁgﬂrgnmodd ordinary differential equations is easily obtained under ideal initial
Passive membrane conditions, finding result is getting difficult when represented with
Differential equations complicated circumstances. In this study solutions for step current input,

pulse current and arbitrary current input of neuron are elucidated. Therefore,
it is demonstrated how to apply methods in literature when particular
conditions emerged.
To Cite: 1$l§r YS. Ozel Baslangic Kosullar1 Altinda Lineer LIF Néron Modelinin Analizi ve Céziim Metodu. Osmaniye
Korkut Ata Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii Dergisi 2023; 6(3): 1785-1795.

1. Giris

Noron modellerinin temeli 19. yy. sonlarinda deniz alt1 telgraf kablolarinda olusan kayiplarin
hesaplanmasina kadar gitmektedir. Klasik kablo teorisi olarak gegen bu ¢alismayla uzun mesafeler
boyunca deniz altinda désenen kablolarin matematiksel modeli gelistirilerek néronlara uygulanmistir.
S6z konusu bu g¢alismada ndronlar igerisindeki aksiyon potansiyellerinin tetiklenmesi gosterilmistir
(Hodgkin ve ark., 1952; Daliri ve ark., 2021; Coskun ve ark., 2012). Merkezi sinir sistemini olusturan

noronlar birbirine girift bir yapi ile baglidir. Bir¢ok ¢esidi oldugu bilinen néronlardan, bu ¢alisma igin
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haberlesme yapan noéronlarin modeli analiz edilmistir. Model noéronlarin ¢esitligine ve analiz
metotlarin zenginlesmesine bagli olarak bircok uygulama ile karsimiza ¢ikmaktadir. Klasik kablo
teorisi ile pasif ve aktif membran gegirgenligini agiklamanin miimkiin oldugu, ancak bazi ¢aligmalarda
(Cavarretta ve ark., 2019; Hasan ve ark., 2021) kapali siir sart1 altindaki ¢éziimlerde eksiklikler
bulundugu ortaya konmustur. Noronlarin morfolojik olarak temel seviyeye indirgenebilecegi ve
somatik gerilime ait yakin dendrit boliimlerinin dinamigine bagl oldugu gosterilirken, bu islemin
onemli bir hesaplama kayb1 olmaksizin yapilabildigi bildirilmistir.

Kendi disiplinimiz agisindan R/L, R/C ve RLC devre modellerine hi¢ te yabanci degiliz. Hatta bu
devrelerin lineer esitlige sahip ornekleri soz konusu oldugunda, Duhamel prensibini uygulayarak
aoy™ + a;yV "V 4 ot ay_,y" +ay_1y +ayy = f(t) formuna sahip esitlikleri y(0) =
0,y'(0)=10,y"(0) =0,.. yY"1(0) = 0 baslangi¢ kosullar1 i¢in pratik bir sekilde ¢ozebiliyoruz
(Howell, 2020; He, 1999). Ancak bu ¢oziimlere ulagsmak igin ideal kosullarin sunuldugunu
varsaylyoruz. Lineer olmayan esitlikler i¢in yapilan caligmalarda (Li ve ark., 2021) arastirmacilar ¢ift
dogrusal integrasyon kuralinin bazi ozelliklerini kullanarak kismi diferansiyel esitlikleri adi
diferansiyellere  doniistiirebilmiglerdir. Miihendislik alaninda isimizi kolaylastiran Laplace
doniigiimiiniin uygulanabilmesi i¢in fonksiyonumuzun siirekli, parcali siirekli veya atlamali siireksiz
fonksiyon o0zelligi gostermesi gerekmektedir. Bunun gibi kisitlamalarin oniine gecebilmek igin
Laplace dontigiimii, homotopi pertiirbasyon doniisim metodu ile genisletilerek lineer olmayan RLC
devrelerinin ¢éziimiinde kullanilmigtir (Thunibat ve ark., 2020). Hali hazirda miihendislerin kullandig1
metotlara ilaveten, matematikgiler tarafindan gelistirilen yeni ¢6ziim yoOntemleri de arastirilmistir.
Laplace doniisiimiiniin gelistirildigi ¢alisma ile lineer olmayan diferansiyel denklemlerin, Adomian
polinomlar1 kullanilarak analitik ¢6ziimii gerceklestirilmistir (Fatoorehchi ve ark., 2016; Mishra ve
ark., 2020).

Giliniimiizde kullanilan yazilim araglar1 sayesinde arka planda yer alan ¢oziimlerden habersiz olarak
simiilasyonlarimiz1 gerceklestirebiliyoruz. Ancak kullanilan parametrelerin neleri etkiledigini tam
olarak bilmedigimiz durumlar soru isaretlerinin olusmasina sebep olmaktadir. Biiyiik ¢apli noral
aglarin modellenebilmesi i¢in dncelikle néronun c¢alisma prensibine etki eden ¢oziimlerin net bir
sekilde ortaya konmasi gerekmektedir. Bu tiir noral aglarin modellenmesinde Noral Miihendislik
Iskeleti (NEF) gibi yapilar kullanilirken, temel parametrelerin 6nemi daha ¢ok artmaktadir. NEF
altyapisina lineer olmayan iletkenlik sinapslarini entegre eden bir ¢alismada (Stockel ve ark., 2020),
iki bélmeli LIF néron modelinin tek katmanli simiilasyonlarinin, ¢ift katmanli noral aglarla ayni hatta
bazi durumlarda daha iyi sonuclar verdigi bulunmustur.

Bu c¢aligmada haberlesme yapabilen néron modelinin ¢alisma prensibini ortaya koyacagiz. Farkli
baslangi¢ kosullar1 altinda nasil tepki verdiklerini ve bu parametrelerin ideal olmayan baslangi¢

kosullarinda diferansiyel denklemin ¢oziimiine ne tiir etkilerinin oldugunu tartisacagiz.
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2. Materyal ve Metot
Matematiksel modelin anlasilabilmesi i¢in haberlesme yapabilen noronlarin yapisini incelemeliyiz.
Bahsettigimiz noron tipi dendritler, soma (niikleusu barindiran iglem birimi) ve aksonlar olmak iizere

Sekil 1°de gosterildigi iizere ii¢ kisma ayrilir.

Cell body

Telodendria "’ . Membrane
N & potential
\Jqﬁ

Axon hillock Synaptic terminals

[

Endoplasmic 1 \\__ i

reticulum N
" = = Time
Mitochondrion ‘\ Dendrite

/
/ \& Dendritic branches

Sekil 1. Noronun yapisi ve esik degeri asildiginda hiicre zar1 gerilimin grafigi (Neuromatch Academy,2021).

Golgi apparatus

Dentritler giris aygiti olarak diger ndronlardan gelen bilgiyi lineer olmayan islem basamagi olarak
somaya iletir. Bu islem sonunda gelen sinyal belli bir esik degerini asiyorsa ¢ikis sinyali tiretilerek
aksona aktarilir. Akson aygit1 diger noronlara ilgili ¢ikis sinyalini iletmek i¢in kullanilir. Néronlardaki
bu mekanizma spesifik bir sekilde kategorize edilmigtir. Uyarilmis halde bulunan bir nérona giiglii bir
giris yapilsa bile, ilk uyarilma ani ve kisa bir siire sonrasinda néronun uyarilmasi miimkiin degildir.
Belli bir zaman diliminin gegmesi gerekir ki; bu zaman dilimine refraktor periyodu adi verilir.

Matematiksel olarak modeli olusturabilmemiz i¢in bazi degiskenleri tanimaliyiz. Hiicreye uyarict bir
sinyal ulagsmadigi durumlarda membran gerilimi Uyg (dinlenme gerilimi) degerinde sabit kalirken,
zarin i¢i ve gevresi arasindaki gerilim farki u(t) degeri ile belirtilir. Uyt degeri -65 mV civarinda bir
gerilim degerine sahiptir. Hiicreye uygulanan bir giris, tetiklemeye sebep olmasi i¢in gerilim farkini
pozitif degerlere yiikseltmek zorundadir. Modellemesini yaptigimiz ndron tipi i¢in tek bir giris esik
degerinin asilmasi icin yeterli olmaz. Dolayisiyla belirli zaman araliklarinda gelen 20 ile 50 adet
arasindaki giriglerin toplamda olusturdugu gerilim farki ile tetikleme olusabilir. Bu konsept bize LIF
modelinin ana fikrini agiklamaktadir. Tim girislerin toplam degeri ui(t), V gerilimini asarsa néronun
tetiklendigini goriirtiz. LIF modeli uj(t)’nin degisimini gosteren lineer diferansiyel denklem ve darbe
iiretimi i¢in asilmasi gereken esik degerden olusmaktadir. Bu agiklamalar bize Sekil 2°de gosterilen

klasik bir RC devresini isaret etmektedir.
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Sekil 1. Norona ait pasif membran modeli

Elektriksel olarak bu devreyi ¢ozerken I(t) akimini Ig + Ic olarak ayirdiktan sonra paralel R/C devresi
esitligi yazarak modelin ana denklemini elde edebiliriz. Denklemdeki 1, hiicre zarinin zaman sabitini

ifade etmektedir.

i 2 = ) ~ o] + RICO) &

Ozel baslangig kosullar1 altindaki ¢dziime ulasmadan &nce farkli girisler altinda devrenin tepkilerini

ortaya koymamiz gerekmektedir.

3. Bulgular ve Tartisma
Genel denklemimize gore analiz etmemiz gereken ii¢ ayri kosul bulunmaktadir. Bunlar hiicre zarinin
sabit bir gerilim ve herhangi bir akim girisi olmadig, sabit bir akim ile uyarildig1 ve rastgele akim

girisi i¢in genel ¢oziime ulasilmasi seklindeki kosullardir.

3.1 Hiicre Zarina Akim Girisi Olmadiginda

[k sart i¢in hiicre zarmin dinlenme gerilimi {izerinde bir gerilimde ancak akim girisinin olmadig
durumunu degerlendirecegiz. Membrana akim girisi olmadigindan dolay1 bu agamada ¢oziimii kolay
ve eksponansiyel olarak U, degerine diisen bir diferansiyel denklem olacaktir. Sekil 2° de pasif zarin
davramis1 grafiksel olarak sunulmustur. Coziilmesi gereken denklem miihendisler i¢in R/C paralel

devresini ifade eden LIF modelidir.

Tm d_ltl = —[u(®) — upest] 2

t—to

U(t) — Upest = Au. exp (— ) t>tyicin (3)

Tm
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Sekil 2. Pasif membranin Matlab ile modellenmis grafigi
Hiicreye bir giris uygulanmadiginda varsayimsal olarak membranin sabit bir gerilim degerinde
oldugunu farz ediyoruz ve gerilimin eksponansiyel olarak 1, zaman sabitine bagli bir sekilde
distiigiinii gozlemliyoruz. Tipik bir noron igin 1, degeri 10 ms civarinda olup diistis grafiginin

egimine etki etmektedir.

3.2 Sabit Bir Akim ile Uyarim

LIF modelinde ndronu sabit bir akim ile uyardigimiz zaman t=0 ile t=A zaman araliginda I(t)=I,
parametrelerini goz oniinde tutmamiz gerekir. Bu durum igin baslangic kosulunu U(0) = Uy
alarak

0 <t < A araligindaki ¢6ziimle ilgileniyoruz. Hiicre zarina sabit bir akimla uyarim oldugu i¢in 6nceki
durumdan farkli olarak esitligin akim ilgili terimini ¢6ziime dahil ediyoruz. Sabit akim ile uyarimda
eger akim girisi hi¢ kesilmeseydi bir onceki esitlikte zar gerilimi t—o0 i¢in asimptotik bir gerilim
degerine ulasacaktir. Sekil 1°de gdsterilen ve néron membranini temsil eden devrede, direncin kararl

hal geriliminin Rly, zar gerilimi ise U.s+RIlo oldugu goriilecektir.

Sabit akim icin gerekli diferansiyel esitlik;

Tm Ccll_z; = —[u(®) — Upese] + RI(E) (1)

Integrasyon faktorii ile ¢oziim;
u + R]
u(t)eTm = f eTm (M) dt (4)

Tm

Sabit akim i¢in bulunan sonu¢ denklemi;
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t

U(t) = Upese + RIG(1 — e ™) ()

3.3 Kisa Darbeler ile Uyarim
Kisa darbelerin uygulandigi siire araliginda kararli duruma gegmek miimkiin degildir. Darbelerin

sonunda zar gerilimi, sabit akimla uyarilan hiicre zarinda oldugu gibi, u(t) = Uyes + RIo(1 —

A
e ™) gerilimine gelecektir. A siiresinin 1, den ¢ok daha kiiciik oldugu darbe siirelerinde iistel ifadeyi

matematiksel seriler yontemini kullanarak agmali ve gerilim sapmasini genlige ve darbe siiresine
lineer olarak bagli hale getirmemiz gerekmektedir (Gerstner ve ark, 2014). Sekil 3’de grafigi
gosterildigi lizere, membrana uygulanan akim degerini artirip, darbe siiresini diistirmeye ¢aligmaliyiz.
Bunu yapmak bizi aktarilan elektriksel yiikiin sabit kalacagi sonucuna gotiirmektedir. Darbe siiresinin
azaltilmasiyla birlikte aktarilan yiikiin ayn1 olmasi, darbe sonunda gergeklesecek gerilim sapmasinin
da sabit kalmasiyla sonuglanacaktir. Esasen anlattigimiz bu islemi matematiksel olarak modellemek
icin Dirac-Delta fonksiyonuna ihtiya¢ duyariz. Reelde bir nérona ¢ok kisa bir zaman araliginda asir
biiyiikliikte akim vermenin miimkiin olmadiginm1 belirtmek gerekir. Fakat bosalma siiresini kontrol
eden zaman sabitinden bile daha kiigiik araliklar1 analiz edilebilmemiz i¢in Dirac fonksiyonunu
kullaniriz. Kisa akim darbesi ile indiiklenen gerilim farki, zaman sabitinden daha kisa bir siire i¢cinde
gerceklesirse ayni kalir. Bu fikirden yola ¢ikarak t=0 aninda zar geriliminin belli bir gerilim degerine

ulasacagini diisiinebiliriz.

Kisa Akim Darbeleri

7 =10 ms
m
-o.7_=20 ms
m
—7_=30ms
m

eJ(t2)

I, (PA)

e (t1) o

1
I
1
eJ(t0) :
:
1

t(ms)

Sekil 3. Kisa akim darbelerini gosteren grafik
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Sekil 3’deki verilen akim degerlerinin membrana uygulanmasi sonrasinda hiicre tetiklenmese bile
artan gerilim tekrar U, degerine diisecektir. Bu durumu gosteren simiilasyon (Sekil 3’deki akim
degerleri kullanilarak) grafigi Sekil 4’de sunulmustur.

Zaman Sabitlerinin Sabit Akim Girigine Etkisi rm=10,20,30 ms

7 =10ms
0.01% o 1
--0--7,=20ms

0.009 [

7 =30ms|
m

0.008 | 1
0.007 |
S 0.006 |
£
< 0.005 |
0.004 |
0.003 |
0.002 |

0.001

e - o :
B ‘ ; W 3 900 -a.-a b

0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1
Interval

Sekil 4. Kisa akimlara gore zar geriliminin degisimi

Membranin kisa akim darbelerine kargi gerilim degisimini gosteren matematiksel modeli artik

olusturabilir durumdayiz. Buna gore t >A aninda ilave bir giris olmadigindan dolay1 baglangi¢ gerilimi

Upest +% degerinden diisecektir. Anlagilabilir olmasi i¢in bu bdoliimdeki diferansiyel ¢oziimleri

ayritil gosterilecektir. t;=A ve Au = % notasyonu ile doniisiim yapilarak, denklem gerilim diisiimiinii

simiile edebilmemiz i¢in hazir hale gelmistir.

Tm d_zz = —[u(®) — Upest] + RqS(t) (6)

Integrasyon faktorii yontemi kullanilarak;

u.exp(i) =jmdt+fwdt (7)

Tm Tm Tm

u(0) = Uppgr + f—: baslangi¢ kosulu ile

£ + Rq
u(0)e™m = emmu,oq + T—f e%5(0)dt + ¢ (8)
m
Rq -t Rq
a— e m(Tm+c) 9)
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C katsayisim yukardaki esitlikten bulup yerine yazdigimizda t>0 icin kisa akim darbeleri ile
membranin matematiksel modeli bulunmus olur.

Rq t
u(t) — Upest = T exp(— T ) (10)
m

m

Bu durumu t>t, i¢in analiz ettigimizde iistel fonksiyonun zaman katsayisinda degisiklik olacaktir. Bu
kosul karsisinda onceki durumdan farkli olarak ty aninda Dirac fonksiyonu sayesinde ani bir yiikselis

olacak ve membranin kapasitif bileseni doyuma ulasacaktir.

t t
t EXP\— ) Urest exp(_)qu(t - tO)
u. exp (—) = f—(rm) dt +f om dt (11)
R _t=to R to
= _ e ™ il + ce™m (12)
Tm Tm

t>to baslangi¢ kosulunu uyguladigimizda

) (13)

Rq
u(to) — Upest = T_exp(_

Esitligini elde ederek, kisa akim darbeleri i¢in gerekli olan ¢6ziime ulagsmis oluruz.

3.4. Zamana Gore Degisen Akim Girisi

Zamana gore rastgele degerler alan bir I(t) akimiyla tetiklenen LIF modelini inceleyecegiz. Burada
model icin atesleme esik degeri kavramina deginmemiz gerekmektedir. Daha 6nce bahsettigimiz LIF
modellerinde esik degeri bulunmadig: icin diferansiyel denklemimizin yapisini degistirecegiz. Zar
gerilimi esik degerine her ulastiginda ueg gerilimine resetlenecektir. Yani reset islemi atesleme
anindaki kisa devre akimini tanimlamaktadir. Bu olay elektriksel olarak degerlendirildiginde ise
kapasitoriin bosalmasi veya esit biiylikliikte negatif yiik ile yiiklenmesi manasina gelmektedir.
Olusturulan bu matematiksel model, kisa siireli akimlarin olusturdugu etkiyi, reset anindaki desarj
akimlarinin ve ani kisa darbeli ayrik akim dizilerinin etkilerini igermis olacaktir. Ayrik akim dizileri
icin bahsedilen ifade ¢6ziim esitliginde integral fonksiyonu olarak birakilmistir. Matematiksel olarak
baktigimizda bu ifade bize niimerik yontemler ile sonuca ulagmamizi saglamaktadir. Bu ¢ozimi
yaparken denklemi karmasik hale getiren 6zel baslangi¢c degerinin nasil uygulanmasi gerektigini de

acikliyoruz.

Tm d—l: = —[u(t) — Upest] + RI(L) 1)
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du t
Tma+u(t)=0 o u=e tuc (14)

W) = ¢! (t)e s — %e‘? () = 7 <c'(t)e‘5 _ %e‘? c(t)) = (et +uppy + RIE) (15

Birinci dereceden diferansiyel denklem ile ilgilenmemize ragmen LIF modeline ait 6zelliklerden
faydalanarak iki adet PIV (6zel baglangi¢ kosulu) degerini kullaniyoruz. Bunlarin ilki ty aninda akimin
sifir olmasi, digeri ise u(ty) = Ures degeridir. Bu durum baslangi¢ kosullarinin yorumlanmasi ihtiyacini
dogurmaktadir. Coziim i¢in parametrelerin degisimi yontemi kullanildigindan, c(t) fonksiyonunun

bulunmasi i¢in akimin sifir oldugu ilk kosulun uygulanmasi gerekmektedir.
1t t
c(t)=c + p (Urest + Rl(t))erdt (16)
to

c(t) fonksiyonu bulunduktan sonra asil denklemimize doniip integral katsayisi ¢;’i bulabiliriz. c(t)’yi
yerine yazip I(tp)=0 kosulu ile ¢6ziime devam ederiz. Katsayinin ancak baglangi¢c akiminin sifir oldugu
kosulun uygulanmasi ile bulunabildigine dikkat ¢ekmeliyiz. Ayrica membran gerilimi ile kisa siireli
ani akim darbelerini tanimlayan bilesenin zaman degiskenlerinin farkli oldugunu tespit etmemiz

gerekmektedir.

t

t 1t s
u(t)y=e= <u0e70 + - (Upest + RI(S))e?ds> @an
to

_t t ¢ to=ty 1 (F s
u(t) =e t|uger + Upesrer (1 —er ) + ;f RI(s)etds | = u(ty) = Upest ile (18)
t

0

Genel ¢6ziime ulagilacaktir.
t (t-s)

1 _{t=s)
U(t) = Upest +;f RI(s)e” = ds (19)

to

4. Sonuc¢

LIF modeli noronal calismalar bakimindan hayli sadelestirilmis bir model olarak konumlanmgtir.
Ozellikle membrana uygulanan giris istenilen araliklarda oldugunda zar gerilimi resetlendigi igin, daha
once gerceklesen tetiklenmeler ile alakali bilginin aktarilmasi miimkiin degildir. Ancak gilinliimiiz
yazilim araglar ile yapilan simiilasyonlarda ileri seviye ndron modellerinin anlagilabilmesi agisindan

LIF modelinin anlasiimasi gerekmektedir. Ozel baslangi¢ kosulunun uygulanmasi ve karmasik
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modellerin analizi i¢in néronlara has matematiksel 6zelliklerin anlasilmasi elzemdir. Bu ¢alisma ile
gelecekte lineer ve lineer olmayan noéron modellerinde ileri seviye matematiksel doniisiim
yontemlerini kullanmak i¢in hazirlik yaptik. Ayrica temel LIF modelinin simiilasyonunu farkli zaman
sabitleri kullanarak eksponansiyel diisiis grafiklerini olusturduk. Sonraki caligmalarimizda Matlab
disinda ndronal ¢aligmalar i¢in 6zel olarak tasarlanmis Nengo, Brian ve Nest gibi yazilim platformlar

kullanarak simiilasyonlar yapacagiz.

Cikar Catismas1 Beyani

Makalenin yazar1 olarak herhangi bir ¢ikar catismasi bulunmadigini beyan ederim.

Arastirmacilarin Katki Oram Beyan Ozeti

Makalenin yazar1 olarak bu ¢alismaya %100 oraninda katki sagladigimi beyan ederim.
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