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Oz

Elastik cisimlerde gerilme sadece sekil degistirmenin bir
fonksiyonudur, viskoelastik cisimlerde ise gerilme hem
sekil degistirmeye hem de sekil degistirme hizina baglidir.
Maddesel sabitleri farkli olan yaylarm ve soniim
kutularmin ¢esitli kombinasyonlar1 yapilarak, yiiksek
polimerler, naylon lifler, beton vb. malzemelerin mekanik
davranislarini temsil etme olanagi vardir. Maxwell modeli
kullanilarak mekanik davranigi temsil edilen statikge
belirsiz eksenel yiiklii gubuk probleminin ele alindig1 bu
caligmada, toplam potansiyel enerji (TPE) teoremi
kullanilarak en karmagik yap1 sistemlerine bile kolaylikla
uygulanabilecek bir ¢oziim yolu Onerilmistir. D{gim
noktalarinin yer degistirmeleri cinsinden bulunan TPE
ifadesi Laplace uzayinda elde edilmistir. TPE ifadesini
minimum yapan ¢oziimler gergek yer degistirmeler olup,
Laplace uzayinda elde edilen ¢oziimlerden zaman uzayina
gegmek icin  Ters Laplace doniisimii  yOntemi
uygulanmistir. Yontem 6rnek problem tizerinde test edilmis
ve sonuglar sunulmustur. Bu yontem, viskoelastik malzeme
modelinin, sistemi olusturan eleman sayisinin ve yiikleme
tipinin degismesinden bagimsiz olarak birkac basit islem
adiminin takibi ile dogrudan ¢oziime ulagmada biiyilik
kolaylik saglar.

Anahtar kelimeler: Hiperstatik sistemler, Viskoelastik,
Toplam potansiyel enerji, Laplace doniistimii, Ters laplace
doniistimii

1 Giris

Miihendislik yapilar1 daha c¢esitli ve karmasik hale
geldikce, miihendisin klasik yapisal analiz yOntemlerini
uygulamada basarili olmasi yeterli olmayacaktir.
Miihendisler, temel teskil eden teorilerin sinirlarinin farkinda
olmalidirlar ve temel kabullerin gegerliligi hakkinda akill
kararlar verebilmelidirler.

Teoride, yapinin herhangi bir noktasinda yer degistirme
vektoriinii ve gerilme vektoriinii elde etmek i¢in probleme ait
diferansiyel denklemleri integre etmek ve uygun sinir
kosullarim  saglamak muimkiindiir. Ancak pratikte
integrasyonu analitik olarak gerceklestirmek neredeyse cogu
zaman imkansiz bir igtir. Bu ‘vektorel” yaklagima bir diger
alternatif yontem ‘skaler’ biyiikliikler olan is ve enerjinin

Abstract

In elastic bodies, stress is only a function of strain, while in
viscoelastic bodies, stress depends on both strain and strain
rate. By making various combinations of springs and
dashpots with different material constants, it is possible to
represent the mechanical behavior of materials such as high
polymers, nylon fibers, concrete etc. In this study, which
discusses the statically indeterminate axially loaded bar
problem, whose mechanical behavior is represented using
the Maxwell model, a solution technique that can be easily
applied to even the most complex structural systems is
proposed by using the total potential energy (TPE) theorem.
The TPE expression in terms of the displacement of the
nodes is obtained in the Laplace space. The solutions that
minimize the TPE expression are the real displacements,
and the Inverse Laplace transform method is applied to
return to the time domain. The method has been tested on
the sample problem and the results are presented. This
method provides great convenience in obtaining the
solution directly by following a few simple process steps,
regardless of the change in the viscoelastic material model,
the number of elements of the system and the type of
loading.

Keywords: Statically indeterminate systems, Viscoelastic,
Total potential energy, Laplace transform, Inverse Laplace
transform

dikkate alinmasi ile gelistirilebilir. Oldukga iyi bilinen, biri
yer degistirmeler cinsinden, digeri kuvvetler cinsinden ifade
edilen iki eslenik enerji yontemini ele alalim. Dogrudan
denge denklemlerinden ve sekil degistirme-yer degistirme
iligkilerinden gelen sirastyla virtiiel is Ve tamamlayici virtiiel
is ilkeleri yer degistirme ve kuvvet formiilasyonlarinin
temelini olusturur. Minimum potansiyel enerji ilkesi dahil
olmak tizere birgok dénemli enerji teoremi, virtiiel (sanal) is
kavramlarindan tiiretilmistir. Bu c¢alismanin temel esasi,
statikge  belirsiz  (hiperstatik)  viskoelastik ~ ¢ubuk
problemlerinin analizi i¢in is ve enerji yontemlerinin temeli
olan virtiiel is ilkesinden yola ¢ikilarak, toplam potansiyel
enerji fonksiyonelinin gelistirilmesi ve ¢esitli uygulamalart
iizerinedir.
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Miihendislik yapilar gesitli sekillerde siniflandirilabilir.
En yaygin siniflandirma geometrik konfigiirasyon ve yapinin
yiikleme 6zelliklerinin bir kombinasyonuna dayanmaktadir.
Geometrik acidan en basit yap1 bir ¢ubuktur. Yiiklemenin
cekme veya basing, burulma veya egilme olmasina bagl
olarak, dogru eksenli bir ¢ubuk genellikle sirasiyla ¢ubuk,
kolon, saft veya kiris olarak adlandirilir.

Gerilme-gekil degistirme egrisi bilinen bir malzemeden
dretilmis bir yapiyr analiz etmek igin, gerilme-sekil
degistirme verilerinin matematiksel olarak ifade edilmesi
gereklidir. Bunu yaparken, miimkiin oldugu kadar basit,
ancak yeterince dogru sonuglar verecek olan bir
matematiksel model segmek istenilir. En basit ve en yaygin
ideallestirme, ‘dogrusal elastik’ davramig tiiriidiir. Hicbir
gercek malzeme aslinda dogrusal olarak ‘elastik’ olmasa da,
kargilagilan deformasyonlarin nispeten kiigiikk olmast
kosuluyla neredeyse tiim malzemeler icin ‘dogrusal’ bir
iligki yaklagik olarak gegerlidir.

Elastik katilar ve viskoz akigkanlar, yiiklere tepkisi
neredeyse herkes tarafindan anlasilan iki tiir mithendislik
malzemesidir. Yiiklere tepkisi hem elastik katilarin hem de
viskoz akigkanlarin ozelliklerini birlestiren malzemelere
viskoelastik malzemeler denir ve anlasilmasi elastik
katilardan veya viskoz sivilardan biraz daha zordur. Yeni
gelistirilen malzemelerin ¢ogu, elastik ve viskoz davranig
kapsamu disinda kalan mekanik tepki dzellikleri sergiler, bu
nedenle daha genel bir teoriye duyulan ihtiya¢ oldukca
belirgindir. Bu tiir malzemelerin davranigini tanimlamak i¢in
gelistirilen miihendislik disiplinine viskoelastisite denir.
Yiiksek sicakliklardaki metaller, beton ve polimerler
viskoelastik davranigin bazi 6rnekleridir. Viskoelastik
malzemenin en belirgin 6zelligi zamana bagl bir gerilme-
sekil degistirme iliskisine sahip olmalaridir ve hafizal
malzemeler olarak bilinirler. Lineer elastik bir malzemede
gerilme-sekil degistirme egrisi elastisite modiilii ile orantili
bir egime sahip diiz bir ¢izgi iken, lineer viskoelastik bir
malzeme, egrisel bir gerilme-sekil degistirme grafigine
sahiptir. Viskoelastik malzemelerdeki en temel olaylar;
Stinme: gerilme sabit tutulursa, sekil degistirme zamanla
artar (Creep) ve Gevseme: sekil degistirme sabit tutulursa,
gerilme zamanla azalir (Relaxation).

Viskoelastisite problemlerine yaklasik ¢oziimler elde
etmek icin, sayisal yontemler sikhikla kullamlir. Ozellikle
sonlu elemanlar yontemi birgok arastirmaci tarafindan
viskoelastik kiriglerin analizinde basariyla kullanilmustir.
Chen [1] ¢alismasinda lineer viskoelastik kirigin yari-statik
ve dinamik analizi i¢in hibrit Laplace doniisiimii ve sonlu
elemanlar yontemini kullanmistir. Analizde Timoshenko
kiris teorisi ve geleneksel kiris teorisi kullanilmus,
viskoelastik malzeme modeli olarak Maxwell akiskan ve li¢
parametreli kati tipi modeller analiz edilmistir. Sicaklik
alaninin sabit ve homojen oldugu gevseme modiiliiniin Prony
serisi formunda oldugu kabul edilmistir. Laplace uzayinda
elde edilen ¢oziimler Honig ve Hirdes [2] tarafindan 6nerilen
sayisal ters Laplace doniisiim yontemi ile gergek uzaya
dontstirilmistir. Mehl ve Miles [3] ¢alismalarinda
viskoelastik malzeme igeren kiris sisteminin gegici tepki
analizi (transient response analysis) i¢in c¢ok serbestlik
dereceli sonlu eleman modeli sunmuslardir. Frekans

uzayinda ¢oziilen yonetici denklemler, ters Hizli Fourier
Doniisiimii (Fast Fourier Transform) ile zaman uzayina
cevrilmigtir. Viskoelastik malzemenin 6zelliklerini temsil
etmek i¢in karmagik, frekans ve sicaklifa bagli kesme
modili  kullamlmistir. Ak6éz ve Kadioglu [4] lineer
viskoelastik Timoshenko ve Euler-Bernoulli kirislerinin
yari-statik ve dinamik analizini hibrit Laplace-Carson ve
sonlu elemanlar yontemini kullanarak sayisal olarak
incelemiglerdir. Gateaux diferansiyel yontemini kullanarak
Laplace-Carson uzaymda viskoelastik Timoshenko ve
Euler-Bernoulli kirisleri i¢in iki yeni fonksiyonel elde
etmiglerdir. Ters doniisim i¢in Schapery ve Fourier
yontemlerini kullanmiglardir. Barbosa ve Farange [5]
caligmalarinda sandvi¢ viskoelastik kirisler ig¢in sonlu
eleman modeli gelistirmislerdir. Laplace uzayindaki hareket
denklemlerinin ikinci mertebeden zaman uzayindaki
realizasyonuna dayanan Golla-Hughes yontemi (GHM)
kullanilmustir. Viskoelastik malzemenin tanimlanmasinda
kullamilan ~ GHM  parametreleri  deneysel  olarak
belirlenmistir.  Onerilen  sonlu  eleman  modelinin
performansi, sayisal sonuglar ve deneysel karsiliklari
arasinda yapilan kiyaslamalarla degerlendirilmistir. Palfalvi
[6] ¢alismasinda viskoelastik Kirislerin dinamik analizi i¢in
sonlu eleman formiilasyonlarimi karsilagtirmustir. Lineer
viskoelastik malzemeden yapilmis bir konsol kirisin dogal
titresim frekans: ve ilgili soniim oranlar1 hesaplanmistir.
Viskoelastik malzeme modeli olarak genellestirilmis
Maxwell modeli kullanilmigtir. Modelin tanimi i¢in diigiim
ve eleman tabanlh viskoelastik degiskenleri kullanan
yaklagimlar ele alinmistir. Diigiim noktasi tabanli yaklasim
i¢cin Enelund ve Lesieutre [7] tarafindan onerilen Anelastic
Displacement Field (ADF) modeli orijinal haliyle ve
degistirilmis simir kosullariyla birlikte kullanilirken, eleman
bazli yaklagim i¢in ADF modeli eleman serbestlik dereceleri
esas almarak uygulanmigtir. Ele alinan modellerin sonuglari
birbirleriyle ve MARC ticari sonlu eleman kodundan elde
edilen sonuglarla  kiyaslanmistir.  Kpeky vd. [8]
caligmalarinda viskoelastik sandvig kiriglerin serbest titresim
analizi i¢in kati-kabuk (solid-shell) sonlu elemanlar
yontemini  gelistirmiglerdir.  Farkli  sonlu  eleman
ayriklagtirmalarini kullanarak problemin genel
formiilasyonunu sunmuslar ve bunlarla ilgili kisitlara
deginmiglerdir. Huang vd. [9], iki elastik tabaka arasinda
sikistirilmis viskoelastik malzeme ¢ekirdekli sandvig kirisin
titresim analizi i¢in birinci dereceden kayma deformasyon
teorisi ve Hamilton ilkesine dayali, genel bir sonlu eleman
modeli gelistirmiglerdir. Sonlu eleman denkleminde,
katmanlar arasinda goreceli kayma olmadigi varsayilmis ve
eylemsizlik momentinin etkisi dikkate alinmamustir.
Onerilen sonlu eleman modeli kullamlarak ilk ii¢ titresim
modunda viskoelastik sandvig konsol kiris tizerinde deneysel
testler yapilmis ve sonuglarin sayisal sonuglarla uyumlu
oldugu gosterilmistir. Filippi ve Carrera [10] ¢aligmalarinda
diisiik ve yiiksek dereceli tek boyutlu sonlu elemanlara sahip
viskoelastik ii¢ boyutlu kirig benzeri yapilarin gerilme
analizlerini ele almuslardir. Yonetici denklemlerin elde
edilmesinde Hamilton ilkesi kullanilmistir ve denklemler
Laplace uzayinda ¢oziilmiistiir. Laplace uzayinda elde edilen
sonuglarin sayisal olarak ters ¢evrilmesiyle yer degistirme ve
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gerilmelerin zamanla degisimi elde edilmistir. Calismada
cesitli sinir kosullart ve yiikkleme durumlarina maruz kalan
farkli yapilar incelenmistir. Ayrica, son yillarda eksenel
yikli viskoelastik kiriglerin [11-19], viskoleastik plak ve
kabuk gibi yap1 elemanlarinin [20-24] titresim ve stabilite
analizi pek ¢ok arastirmacinin ilgisini ¢ekmis ve ¢6ziim igin
farkli yontemler kullanilmistir.

Viskoelastik  kiris problemleriyle ilgili yukarida
bahsedilen ¢alismalar dikkate alindiginda, mevcut
caligmanin yiriitiilmesine sebep olan en Onemli etken,
yaklasik analiz yOntemlerinin temeli olan is ve enerji
ilkelerini kullanan caligmalarla ilgili literatiiriin nispeten
stnirli olmasidir. Is ve enerji yontemlerinin gelistirilmesi ve
cesitli elastik yapit elemanlar1 icin uygulamalar1 {izerine
bircok kapsamli arastirma yapilmis olmasma ragmen,
malzemenin viskoelastik 6zellikleri dikkate alinarak
yapilmis ¢alismalara az rastlanmaktadir. Yazarlarin bilgisi
dahilinde, statik¢e belirsiz viskoelastik ¢ubuklarin davranisi
ilk kez bu arastirma kapsaminda enerji esasli yontem ile
incelenmistir.

Bu ¢alismada, statik¢e belirsiz eksenel yiiklii viskoelastik
cubuk probleminin analizi yapilmistir.  Viskoelastik
davranis1 tammlamak i¢in Maxwell modeli kullanilmustir.
Laplace doniistimiiniin temel bazi 6zellikleri kullanilarak,
eksenel yiikli hiperstatik viskoelastik ¢ubuklarin analizi igin
Laplace uzayinda yeni enerji fonksiyoneli elde edilmistir.
Toplam potansiyel enerji ilkesi ile Laplace uzayinda elde
edilen ¢oziimlerden, gercek zaman uzayindaki ¢ézlimlere
gecmek icin ters Laplace doniisiimii uygulanmistir. Sunulan
enerji  esasli  formiilasyon sayisal uygulama ile
dogrulanmistir. Bu ¢alisma kapsaminda gelistirilen yontem
genis bir uygulama alanina sahip olacak ve c¢esitli
viskoelastik yap1 elemanlarinin (iki veya daha fazla ¢ubuktan
olusan ve egilme, kesme ve eksenel yiiklere maruz kalan
gergeve tipi yapilar, diizlem veya uzay kafes sistemler vb.)
analizi i¢in rahatlikla uyarlanabilecektir. Yazar ve ¢aligma
arkadaglarinin bu yondeki c¢aligmalart hizla devam
etmektedir.

2 Metodoloji

Lineer viskoelastisite, lineer yaylar ve soniim
kutularindan olugturulan mekanik modeller araciligiyla ifade
edilebilir. Bu modeller adi diferansiyel denklemler olan
kurucu iligkiler iiretir. Viskoelastik malzemelerde herhangi
bir ‘t” zamanindaki tepki, tiim dnceki zamanlarda uygulanan
uyarilara verilen tepkilerin toplamidir. Bu nedenle toplama
islemi olan integraller de kurucu iligkileri tiretmek igin
kullanilabilir. Bu integral yaklasimi viskoelastik teori i¢in bir
baslangi¢ noktasi olarak kullanilir ve lineer viskoelastik
tepkinin “Boltzmann Siiperpozisyon Integrali (Boltzmann
Superposition Integral) ” ifadesi bu tanimdan ortaya ¢ikar.

Boltzmann ilkesine gore, her bir artinmli yiike tepki,
diger artinimli yiiklerden kaynaklanan tepkilerden
bagimsizdir ve artinmli adim yiikleri serisi araciligiyla
ideallestirilen tiim yilik gegmisine yanit, bireysel yanitlarin
toplamina esittir.

N N
o(t) = Z Ac;(t) =Z M(t —t)Ag; t=t; 1)

Denklem (1)’de M fonksiyonu gevseme modiilidiir
(Relaxation Modulus). Benzer bir iliski sekil degistirme i¢in
asagidaki gibi yazilabilir

N N
e(t) = Z Ag;(t) =Z C(t—t)Ao; t=¢ (2)

Denklem (2)’de C fonksiyonu siinme uyumu (Creep
Compliance) olarak isimlendirilir. Denklem (1) ve (2)
alternatif olarak sirasiyla,

o(t) = f M- 62(;) dr @)
0

e(t) = f ‘-1 a‘;(f) dr @
0

Denklem (3) ve (4) seklinde ifade edilebilir. Burada z, t
‘den kiiciik veya ona esit olan bir zaman degiskenidir. Lineer
viskoelastik kurucu denklemler konvoliisyon integrallerine
(convolution integral) karsilik geldiginden, bunlari cebirsel
denklemlere  doniistirmek i¢in  Laplace  doniigiimii
uygulanabilir. Verilen bir f (t) fonksiyonunun Laplace
dontisiimii matematiksel olarak Denklem (5)’te verilmistir.

[oe]

EF@) =T = [ e fde ©)
0
Viskoelastik biinye denklemleri konvoliisyon integrali ile
o(t) =M(t — 1) *de(r) (6)
e(t) =C(t—1)+do(1) )

Denklem (6) ve (7) seklinde ve cebirsel denklemler
a(s) = sM(s)z(s) 8

2(s) = sC(s)a(s) 9)

Denklem (8) ve (9) seklinde verilebilir.

Baslangigta gerilmesiz bir yapi, yiik sistemine maruz
kaldiginda meydana gelen deformasyon termodinamigin
birinci yasasi tarafindan en genel halde,

Wy +Q = AE (10)

Denklem (10) ile verilir. Burada AE yiikleme sonucunda
yapida meydana gelen enerji degisimi, Q ise yapinin
cevresinden emdigi 1sidir. Burada deformasyon siirecinin
adyabatik (1s1 degisimsiz) oldugu varsayimi ile Q=0
olacaktir.
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Genel olarak elastik bir yapinin enerjisindeki degisim,
kinetik enerjideki bir degisim ile i¢ enerjideki bir degisimden
olusur. Yiiklerin ¢ok yavas uygulandigimi ve tim siire¢
boyunca denge durumunun korundugunu varsayarsak, bu
durumda Kinetik enerji sifirdir ve enerjideki degisiklik
sadece, i¢ enerjideki bir degisikligi ifade eder. Bu kabuller
altinda, enerjinin korunumu ifadesi

Wy =U 11)

Denklem (11) sekline indirgenir. Burada We dig
kuvvetler tarafindan yapilan is, U ise i¢ kuvvetler tarafindan
yapilan istir. Bu durumda uygulanan yiklerin yaptigi
mekanik is, i¢ enerjideki degisime esittir. Bir baska deyisle
i, deforme olmus yapida enerji bigiminde depolanmis olarak
kabul edilebilir. Bu depolanmis enerjiye sekil degistirme
enerjisi (strain energy) denir.

Bilindigi gibi elastik malzemeler enerji kayb1 olmaksizin
mekanik enerjiyi depolama kapasitesine sahiptirler. Diger
yandan, Newton tipi viskoz bir sivi, enerjiyi dagitma
kapasitesini tarif eder ve bu malzemelerin enerji depolama
kapasiteleri yoktur. Viskoelastik malzemeler ise mekanik
enerjiyi hem depolama hem de dagitma kapasitesine sahiptir.
Bu dagitma, histerezis (hysteresis) olarak da bilinir. Bir
viskoelastik malzemenin tipik tepkisi; yiikleme-bosaltma
egrileri ¢cakismaz ve bir histerezis dongiisii olusturur. Tam
yik bosaltmada, kalict deformasyon olabilir veya
olmayabilir (Sekil 1).

o
A

yiikleme
‘ /)osaltma

> ¢

olas1 kalici
deformasyon

Sekil 1. Viskoelastik malzeme igin gerilme-sekil
degistirme egrisi

Tanim olarak sekil degistirme enerjisi
dUy = o de (12)

Denklem (12) iliskisi ile verilebilir. Bu bagintida o,
cismin bir noktasina etkiyen gerilme degerini, £ise 0 noktada
yaratilan sekil degistirmeyi verecektir. N alt indisi ise
enerjinin cismin bir noktasinda hesaplandigini gosterir. Bu
noktada sekil degistirme & degerine ulastiginda biriken i¢
enerji

€0
Uy =f ode (13)
0

Denklem (13) seklinde hesaplanir. Bir noktada
tanimlanan Uy i¢ enerjisi, gubuk hacminde integre edilirse
U= f Uy dv (14)

4

Denklem (14) seklinde i¢ enerji bagintisi elde edilir. Bu
integralin hesaplanabilmesi i¢in cisme ait gerilme-gekil
degistirme iligkisinin bilinmesi gerekir. Birim hacme diisen
sekil degistirme enerjisi (sekil degistirme enerjisi
yogunlugu) viskoelastik malzeme i¢in Gutierrez-Lemini
[25] tarafindan

1 e ¢ de(s)  [de(n)
UV—EJT_O jOM(s-t) s ds = dt (15)

Denklem (15) seklinde verilir.

Deformasyonu olusturan dis yiikler sisteminin yaptig1 is
i¢cin genel tanim olarak, X’in bir fonksiyonu olan degisken
F(x) kuvvetinin yaptig1 ig, kuvvet egrisinin altinda kalan
alandir seklinde Denklem (16) ile verilir. F(x) ile gosterilen
yik sadece tekil kuvvetlerle simirli degildir. F(X) ayn
zamanda degisken kuvvetleri, kuvvet ciftlerini vb. temsil
edebilir ve bu nedenle genellestirilmis kuvvet olarak
degerlendirilecektir. X’de bu kuvvetten dolay1 yapidaki yer
degistirmeyi gosterir.

x2
We = J F(x) dx (16)

x1
3 Toplam potansiyel enerji ilkesi

Bu  bolimde, enerjinin  korunumu ilkesinin
genellestirilmisi olarak diistiniilen ve mekanigin birgok
dalinda kullanilan virtiiel is ilkesinden yola ¢ikilarak
varyasyon hesabi ile toplam potansiyel enerji ilkesine gegis
yapilacaktir. Virtiiel is ilkesi cismin biinyesinden bagimsiz
olarak elastik, plastik gibi her tiirlii malzeme igin kolaylikla
uygulanabilen yapi mekaniginin en gii¢lii teoremidir. Virtiiel
yer degistirme teoremine gore, dig yiikler altinda dengede
olan bir sisteme, sistemin baglari ile uyumlu kabul edilebilir
virtiiel (sanal) yer degistirme verilirse, dig Kkuvvetlerin
yaptig1 virtiiel is, ic kuvvetlerin yaptig1 virtiiel ise esittir
[Denklem (17)].

SU = sW 17

0 sembolii degisime ugrayan biiyiikliiklerin Oniine
yazilan Ozel bir operator isarettir. Denklem (17)i ¢
varyasyonuna gore paranteze alirsak:

SU-W)=0 (18)

Denklem (18) elde edilir. Toplam potansiyel enerji [T,
sistemin i¢ kuvvetlerinin potansiyeli ile dig kuvvetlerinin
potansiyelinin toplamindan meydana gelmektedir. I¢
kuvvetlerin potansiyeli sekil degistirme enerjisi U’ dan
ibarettir.
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n=U-w (19)

Denklem (19) kullanilarak, virtiiel yer degistirme ilkesi
bir baska gosterimle

ST =0 (20)

Denklem (20) olarak yazilabilir. Toplam potansiyelin
birinci varyasyonunun sifir oldugu goriiliir. Boylece virtiiel
is ilkesi, [I toplam potansiyel enerji fonksiyonunun
varyasyonunun sifir yapilmasina karsi gelmis olur. Toplam
potansiyel enerjiyi en kiigiik yapan konum ger¢ek denge
konumudur. Bu ¢alismada statikge belirsiz, L boyunda
viskoelastik malzemeden yapilmis eksenel yiiklii ¢cubugun
iizerine ii¢ adet eksenel kuvvet etkimesi durumunu ele alalim
ve her bir elemanin boylarinin da farkli oldugunu diisiinelim.
Sistemi toplam potansiyel enerji ilkesi ile ¢gozmeye calisalim.
Bu problem ile toplam potansiyel enerji ilkesi, eksenel yiiklii
statikge  belirsiz  viskoelastik ~ ¢ubuklarin  genel
formiilasyonunun elde edilmesi i¢in ilk kez uygulanmis
olacaktir.

4 Eksenel yiiklii hiperstatik viskoelastik ¢cubuk

Sekil 2’de A ve B uglarindan sabitlenmis kesit alan1 A
(sabit) ve uzunlugu L olan bir ¢ubugun iizerine ii¢ adet tekil
kuvvet etkimesi durumunu ele alalim.

A 1 y_’Pl 2 ’_’Pz 3 ,_’Pa 4 B---»X
A A1 > q1(t) Az L’qz(t) Ag L’qs(t) A .

O L0 &0 La@g@
1 a0

] 7l

Sekil 2. Eksenel yiiklii hiperstatik viskoelastik ¢ubuk

[k olarak mesnetlere ve kuvvet etki noktalarma diigiim
noktast numarast verilmigtir. Diigiim noktalarinin yer
degistirmeleri qo, g1, 02, 3 V€ g4’ tiir. A ve B sabit noktalarina
ait olan yer degistirmeler qo Ve gs sifirdir. Geriye bilinmeyen
olarak g1, g2 ve gz kalacaktir. Diigiim noktalar1 arasinda
kalan pargalarin her biri eleman olarak isimlendirilmis ve
sekilde goriildiigii gibi numaralandirilmistir. Sekil 2’de
goriildiigii gibi sistemin dort elemani ve bes diigiim noktasi
vardir. Viskoelastik malzeme davranigini temsil etmek igin
standart reolojik model olan Maxwell mekanik modeli
kullanilmistir. Reolojik modeller dogrusal elastik yaylar ve
viskoz soniim kutularmin ¢esitli kombinasyonlarindan
olugmaktadir. Lineer elastik bir yay ve lineer viskoz séniim
kutusunun seri baglanmasiyla gelistirilen (Sekil 3) temel
reolojik modellerden biri Maxwell modelidir.

E n
O AAAANA » G

Sekil 3. Maxwell modeli

Bir Maxwell malzemesinde gerilme, sekil degistirme ve
bunlarin t zamanina gore degisimi Denklem (21) ile verilir.
6 o
I + — £ (21)
Zamana gore tiirevler terimlerin {izerindeki bir nokta ile
temsil edilmistir. Burada # sabiti viskozite katsayisi, E ise
elastisite sabitidir. Zamana bagli deplasmana ve kisa siireli
elastik davraniga sahip bir malzeme modeli sunularak, birgok
viskoelastik cisimlerin davraniglar1 hakkinda yaklasik fakat
akla yatkin bir model elde edilebilir. Maxwell modeli bu
ozellige sahip mekanik bir modeldir.
Sistemin i¢ enerjisi, elemanlarin enerjileri toplami olarak
Laplace uzayinda hesaplanabilir. Bu durumda sistemin []
toplam potansiyel enerjisi:

ﬁ=§:ﬁi— Vi (22)

Denklem (22) seklinde yazilabilir. Sistemin Wy
potansiyel enerjisi, diigiim noktalarina etkiyen kuvvetlerle,
diigim noktalarmin yer degistirmelerinin ¢arpimlarinin
toplam1 olarak elde edilir. Elemanlarin zamana bagli boy
degistirmeleri A; (t)’ yi diigim noktalarinin zamana bagl
yer degistirmeleri cinsinden

A () =qi(t) — qi-1 (1) (23)

Denklem (23) seklinde hesaplayabiliriz. g; (t), i numaral
diigiim noktasimin (nod) zamana baglh yer degistirmesi, i1
(t) ise, i-1 numarali diigiim noktasinin yer degistirmesidir.
Sistemin dengede olmasi kosulunu saglamak iizere II
fonksiyonelinin g;’ lere gore kismi tiirevleri alimip sifira

esitlenerek [Denklem (24)] bilinmeyen sayisina esit sayida
dogrusal denklem tiretilir.

— =0 (24)
Denklemler matris formda
C+o) (o) o
L, L, L, © _
nsEA ( 1) <1+1> ( 1) 6_11
E+ns| \L) \,7L, ) |

o () Gl @
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Denklem (25) seklinde yazilir. Buradan bilinmeyen ug
yer degistirmeleri Laplace uzayinda hesaplanarak islemler
sonuglandirilir. Artik Laplace uzayinda ug yer degistirmeler
bilindigine gore, istenirse Laplace uzayinda elemanlarin boy
degisimleri A;’ ler hesaplanabilir. Elde edilen sonuglari
gercek zaman uzayina tasimak icin, ters Laplace doniisiim
teknigi kullanilir. Viskoelastik malzemenin biinye bagintist
yardimiyla istenildigi takdirde normal kuvvetler kolaylikla
hesaplanabilir.

4.1 Sayisal ornek

Bu boliimde, gelistirilen formiilasyonun dogrulanmasi
amaciyla Sekil 2’de ylikleme durumu verilen sisteme ait
zamana bagli yer degistirme bilinmeyenleri qi(t), g2(t) ve
g3(t) hesaplanarak, dort eleman i¢in zamana bagli boy
degistirmeler A; (t) elde edilecektir. En kesit alani sabit
A1=A,=A3=A,=A=400 cm?, viskoelastik malzeme sabitleri
E= 20x10° N/m? ve #=300x10° Ns/m? olan eksenel yiiklii
gubugun toplam boyu L= (Li+ Lo+ La+ L) = (1+2+2+1) m =
6 m’ dir. Hiperstatik sistem P1=30 N, P,=40 N ve P3=50
N’luk eksenel kuvvetlerin etkisi altindadir. Elde edilen
sonuglar, ABAQUS Sonlu Eleman programi sonuglari ile
kiyaslanmigtir.  ABAQUS Sonlu Eleman programi ile
¢oziimde, cubuk toplam 60 sonlu elemana bdoliinmiistiir.
Sekil 2°de 1, 2, 3 ve 4 olarak numaralandirilmis sistem
elemanlarmin zamana bagh birim boy degistirmeleri
sirastyla Sekil 4, Sekil 5, Sekil 6 ve Sekil 7> de ABAQUS
sonuglari ile birlikte sunulmustur. Sonuglar neredeyse {iist
iiste dligmiistiir ve sonuglarda ii¢c ondalik basamaga kadar
yakinsaklik saglanmustir. Teorik olarak anlasilmasi basit ve
pratik olarak uygulanmasi kolay olan bu yontemin en 6nemli
avantaji, birkac basit iglem adimu ile farkli eleman sayilari,
viskoelastik malzeme modelleri ve yiikleme tiplerine sahip
sistemlere ait sonuglar dogrudan elde edilebilir. Sonlu

eleman analizinde daha hassas sonuglarin elde edilmesi igin
ag sikligma dikkat edilmelidir. Sik bir eleman agi
kullanildiginda sonuglar daha hassas olacaktir ancak eleman
siklig1 ne kadar artarsa, ¢oziimiin elde edilmesi icin gereken
zaman o0 kadar artacaktir. Bu ¢aligma kapsaminda 6nerilen
yontem, literatiirde siklikla kullanilan sonlu eleman
yonteminin aksine zamandan tasarruf ile oldukca tatmin
edici sonuglar vermektedir.

Ayrica, Pi, P2 ve Ps yiiklerinin etkidigi noktalarda
hesaplanan zamana bagl eksenel yer degistirmeler ilk 100
saniye i¢in Tablo 1’ de sunulmustur.

Tablo 1. Zamana bagl eksenel yer degistirmeler

Zaman

o @Om  aOm e m
5 0.088889 0.166667 0.111111
10 0.111111 0.208333 0.138889
20 0.155556 0.291667 0.194444
30 0.2 0.375 0.25
40 0.244444 0.458333 0.305556
50 0.288889 0.541667 0.361111
60 0.333333 0.625 0.416667
70 0.377778 0.708333 0.472222
80 0.422222 0.791667 0.527778
90 0.466667 0.875 0.583333
100 0.511111 0.958333 0.638889

1 No'lu Eleman

0,6

o
(6]

o
~

Birim boy degisimi (A, (t) / L,)
o o
o @

o
[N

0,0

Mevcut Calisma
- =& =+ ABAQUS Sonlu Eleman

50 60 70 80 90 100

Zaman (s)

Sekil 4. 1 no’lu elemanin birim boy degisimi (&)
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2 No'lu Eleman
0,25

0,2

0,15

Mevcut Calisma
- =& -- ABAQUS Sonlu Eleman

Birim boy degisimi (A, (t) / L,)

0,1
0,05
0
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
Zaman (s)
Sekil 5. 2 no’lu elemanin birim boy degisimi (g)
3 No'lu Eleman
0
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
> -0,02
.|
=. -0,04
t‘; Mevcut Calisma
< -0,06
et - =& =+ ABAQUS Sonlu Eleman
£ -008
ey
Y 01
=
Z 012
2
E 014
=
R 016
-0,18
Zaman (s)
Sekil 6. 3 no’lu elemanin birim boy degisimi (g)
4 No'lu Eleman
0
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
F-01
=)
J 0.2 Mevcut Calisma
et ==& -- ABAQUS Sonlu Eleman
g 03
Z
2 04
g
<= -05
E
St
2 -0,6
-0,7

Zaman (s)

Sekil 7. 4 no’lu elemanin birim boy degisimi (g)
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5 Sonuclar

Elastik cisimlerde gerilme sadece sekil degistirmenin bir
fonksiyonudur, viskoelastik cisimlerde ise gerilme hem sekil
degistirmeye hem de sekil degistirme hizina baghdir.
Gerilme-gekil degistirme egrisi bilinen bir malzemeden
dretilmis bir yapryr analiz etmek igin, gerilme-sekil
degistirme verilerinin matematiksel olarak ifade edilmesi
gereklidir. Maxwell mekanik modelin temsil ettigi
hiperstatik eksenel yiiklii cubuk probleminin ele alindig1 bu
calismada, Laplace uzayinda toplam potansiyel enerji
teoremi kullanilarak yeni enerji fonksiyoneli elde edilmistir.
En karmasik tasiyici sistemlerin ¢oziimiine sistematik bir
bicimde uygulanabilen bu yaklasim ile elemanlarin
enerjileri, elemanlarin birlesim noktalarindaki nodlarin yer
degistirmeleri cinsinden elde edilmistir. Laplace uzayinda
elde edilen ¢oziimlerden, ger¢ek zaman uzayindaki
¢oziimlere gecmek i¢in ters Laplace doniisimii
uygulanmistir. Sunulan yaklagim ile sabit en kesit alanina
sahip, farkli eksenel yiiklerin etkisi altinda hiperstatik
viskoelastik cubuk problemi Ornek olarak ele alinmistir.
Bilgimiz dahilinde literatiirde toplam potansiyel enerji
ilkesinin hiperstatik viskoelastik problemlerine uygulamasi
ile karsilasilmanmustir. Elde edilen sayisal sonuglar,
ABAQUS Sonlu Eleman programi sonuglari ile
kiyaslanmigtir.  ABAQUS Sonlu Eleman programi ile
¢oziimde, c¢ubuk toplam 60 sonlu elemana boliinmiistiir.
Sonlu eleman analizinde daha hassas sonuglarin elde
edilmesi i¢in Sik bir eleman ag1 kullanilmasi esastir. Ancak
eleman ag1 ne kadar sik olursa, ¢oziimiin elde edilmesi i¢in
gereken zaman o kadar artacaktir. Bu ¢alisma kapsaminda,
teorik olarak anlagilmasi basit ve pratik olarak uygulanmasi
olduk¢a kolay olan bir ydntem Onerilmistir. Onerilen
yontemin en Onemli avantaji, farkli viskoelastik malzeme
modellerine, yilikleme tiplerine ve sistemi olusturan eleman
sayilarina bagli olarak ¢oziilecek denklem setini birkag basit
adimda yeniden olusturmak mimkiindiir. Bu 6zelligi
sayesinde sunulan yontem zamandan tasarruf saglarken,
oldukea tatmin edici sonuglar vermektedir.
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