Paranormlu Uzaylarda o. Dereceden Deferred Istatistiksel Yakinsakhk
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Bu ¢alismanin amaci paranormlu uzaylarda er. dereceden deferred istatistiksel yakinsaklik, paranormlu uzaylarda a.

dereceden deferred istatistiksel Cauchy dizisi tanimlar ile paranormlu uzaylarda deferred Cesaro yakinsaklik tanimini
verip bunlar arasindaki iligkiyi incelemektir.

Anahtar Kelimeler: Cesaro Ortalamasi, Deferred Ceséaro Ortalamasi, Deferred Istatistiksel Yakinsaklik, Istatistiksel
Y akinsaklik

Deferred Statistical Convergence of Order o in Paranormed Space
ABSTRACT

This study aims to define deferred statistical convergence of «. order in paranorm spaces, the definitions of deferred
statistical Cauchy convergence of a. order in paranorm spaces and the definition of diferred Cesaro in paranorm spaces
and to investigate the relation among these.

Keywords: Cesaro Means, Deferred Cesaro Mean, Deferred Statistical Convergence, Statistical Convergence

GIRiS P3) g(x +y) < g(x) + g,

P4) (4;) skalerlerin bir dizisi ve 4, = 4, (k =
Istatistiksel ~yakimsaklik ilk olarak Zygmund [1] o) olsun. x;, a € X i¢in x, = a (k — ) iken g(x; —
tarafindan 1935 yilinda tamtilmis olup, istatistiksel a) - 0 ve A,x, = Aga (kK = ©), g(Axx, = 1ga) = 0
yakinsaklik kavrami Steinhaus ve Fast [2,3] tarafindan  (k — o) [5].
ayrt ayrt c¢alisilmis  bunlardan bagimsiz  olarak
Schoenberg [4] istatistiksel yakinsaklig1 bir toplanabilme ~ Tammm 2: Eger g(x) = 0 iken x = 8 oluyorsa g’ye total
metodu olarak incelemistir. Connor [5] istatistiksel paranorm denir [12].
yakisaklik ile Cesaro toplanabilme arasindaki iliskiyi
incelemis bu iki k_avram arasindaki iligki i¢in sartlari  Teorem 3: Her yarinorm bir paranormdur. Bu teoremin
ortaya koymustur. Istatistiksel yakinsaklik matematigin  kargit1 dogru degildir [12].
pekcok kisminda incelenmis ve Fourier analizi
teorisinde, Ergodik teoride, sayi teorisinde, Ol¢li  Tamm 4: §: KcN—[0,1] ve K kiimesi dogal sayilar
teorisinde, trigonometrik serilerde, turnpike teorisinde ve
banach uzaylarinda uygulamalri irdelenmistsir.Son
yilarda da pek ¢ok matematikgi tarafindan g¢aligilmaya
devam etmektedir [6-11].

kiimesinin bir alt kiimesi olsun.

L]
oK) =lim —

n—oo

MATERYAL ve YONTEM

Tammm 1: X, K cismi iizerinde bir vektoér uzayt olsun.
Eger g: X = R fonksiyonu asagidaki sartlar1 saglarsa g’
ye bir paranorm denir, (X, g) ikilisine de paranormlu  denir. K(n):={k <n:k € K} olarak tammlanir ve
uzay denir.

VAEKveVx,y€ X igin,

seklinde tanimlanan fonksiyona K kiimesinin yogunlugu

|[K(n)| ifadesine K kiimesinin kardinalitesi yani eleman
sayist denir [13].

P1) g(6) =0,

P2) g(x) = g(=x),
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Ornek 5: K={k € N : k=m?} alimirsa |K(n)| < +/n olur

ve lim Y™ = 0 olur ki buda 3(K) = 0 elde edilir.

n-oo N

K={2k: ke N }ve K={2k+1: k € N } kiimeleri iginde
3(K) = 1/2 olur.

Tammm 6: Xx=(x;) reel veya kompleks terimli bir dizi
olsun. Her £ >0 igin 6({keN| | — 1| = €})=0
olacak sekilde bir [ sayist varsa x dizisi [ sayisina
istatistiksel yakimsaktir denir ve S — ’gl_glo x, =1 ile

gosterilir [6].
Tanmm 7: x = (x;,) kompleks terimli bir dizi olmak

lizere, Ve > 0 igin

1
lim —|[{k<n:i[x -1l =¢}=0

n-oon

olacak sekilde bir [ say1si varsa x = (x;,) dizisi [ sayisina
a. dereceden istatistiksel yakinsaktir denir ve S% —
limx = [ seklinde gosterilir [14].

Tammm 8: (X,g) bir paranormlu uzay olsun. Bir
x = (xx), her e > 0 igin

1
lim-|{k<ngx,—0D=¢€}=0

n-ocon

ise (x;) dizisine, [ sayisina istatistiksel yakinsak veya
g(S) —yakinsak denir. g(S) — limx =1 seklinde
gosterilir [15].

Tammm 9: (X, g) bir paranormlu uzay ve a € (0,1]
olsun. Her & > 0 igin;

1
rlll_r)rgoﬁl{kSn:g(xk—l)Zs}l =0

ise (x;) dizisine, [ sayisina a. dereceden istatistiksel
yakinsak veya g(S)* —yakinsak denir. g(5)% — limx =
[ seklinde gosterilir [16].

Tammm 10: c ile biitiin reel veya kompleks terimli
x = (x) yakinsak dizilerinin uzay1 gosterilir. Yani

c=4{x=(xyx):AN€c= lim|x, =1 =0
fx= 0 lim [,

dir. ¢ dizi uzay1 d(x,y) = sup|x; — y,| metrigi ile
K

birlikte bir metrik uzaydir [17].

Tammm 11: c, uzayi, sifira yakinsak dizilerin uzayidir.
Yani

co={x=(xk):llggoxk=0}

dir. Bu uzaydaki metrik d(x,y) = max|x; — yi|
seklinde alinabilir [17].

Tammm 12: [, ile biitiin reel veya kompleks terimli
x = (x;) sirh dizilerinin uzay1 gosterilir. Yani

Lo = {x = (a0 suple] < o}
k
dir. Bu uzaydaki metrik d(x,y) = supl|x, — vyl
k

seklindedir [17].

Tanim 13: Reel veya kompleks terimli x = (x;,) dizisi
verilsin. Eger,

n

1

23 0e
k=1

ise x = (x;) dizisi | sayisma (C,1) yakinsaktir denir.
(C,1) yakinsak olan dizilerin kiimesi (C,1) sembolii ile
gosterilir.[17]

n
1
€ 1) = {x = (x): lim —Z xe=13le c}
n_)oonk=1

1932 yilinda Agnew [18]’in Cesaro alt
metodunun bir genellemesi olan deferred Cesaro
metodunu asagidaki sekilde tanimlanmistir. p(n) ve q(n)
reel terimli diziler olmak tizere:

p(n) <q(n) ve lim q(n) = o €y

kosulu saglayan dizileri olmak {izere x = (x) reel
terimli dizisinin deferred Cesaro ortalamasi

— 1 q(n) —
(Dp-q'X)n = mzk=p(n)+1 Xk, n = 1,2,3, (2)
bigimindedir.
(Dp.g:X) n doniigiimiine x = () dizisinin

deferred Cesaro ortalamasi denir. (2)’de verilen Dy,
metodu regiiler olmasinin yani sira baska 6nemli
ozellikleri de sagladigi Agnew [18] tarafindan ifade
edilmistir. x = (x;,) reel veya kompleks terimli bir dizi,
p(n) ve g(n)’de (2) sartlarim saglayan diziler olmak
iizere; x = (x;) dizisinin kuvvetli Deferred Cesaro
toplanabilmesi
1

e —rw , 2 =

q(n)

k=p(n)+1
seklinde tanimlanir. Bu durum x;, — I(D[p,q]) ile
gosterilir. Tium kuvvetli Deferred Cesaro toplanabilen

dizilerin uzay1 D[p, q] ile gosterilir.



Tamm 14: x = (x;,) reel ya da karmasik terimli bir dizi

P = (p(M)}nen Ve q = {g(M)}nen (1) kosulunu saglayan

pozitif tam sayilarin dizileri olmak iizere, her € > 0 igin

{p(m) <k <qm):|x, -1l z€}| =
0,

X = (%) dizisi |

lim sup ———
n-oo pCl(n) p(n)

saglanir ise sayisina deferred

istatistiksel yakinsaktir denir ve

lim x;,, = I(DS][p, q]) bigiminde gosterilir [19].
n—oo

Teorem 15: p = {p(M)},en Ve q = {q(M)} ey pozitif
tamsayilarin (1) kosullarin1 saglayan dizileri olsun. Bu

durumda x;,, —» I(D[p,q]) ise x;, = L(DS[p,q])’dir [19].

Ispat: p = (p(M)}nen Ve q = {q(W)}pen  pozitif tam
saytlarmm (1) kosullarim1 saglayan x;, — [(D[p,q])
olsun. Bu durumda keyfi € > 0 sayis1 igin

q(n)
[, — 1

q(n) — p(n)

k=p(n)+1
[xp—1|ze
> 1 pm <k
=< n
am —pm) P
< qn):|x, — I = €}le

esitsizligi saglanir. Eger, yukaridaki esitsizligin her iki
tarafinda n—oo iken limit alinirsa

}ligoml{p(n) <k=sqm):|x, -1 = ¢}
=0

elde edilir. Bu ise x = (x;) dizisinin [ sayisina deferred
istatistiksel yakinsak oldugunu gosterir.

TARTISMA

Bu boliimde paranormlu uzaylarda o. dereceden deferred
istatistiksel yakinsaklik, deferred istatistiksel Cauchy
dizisi ve deferred Cesaro yakinsaklik kavramlar
tanimlanip bunlar arasindaki iliski incelenecektir.

N dogal sayilar kiimesinin bir A alt kiimesinin
a. dereceden deferred yogunlugunu

8%,(A) = lim

1
i s =gy (k€ Asp@) <k < q@)

seklinde tanimlayacagiz.

Tanmmm 16: x = (x;) , (X, g) paranormlu uzaymda bir
dizi ve {p(n)} ve {q(n)} pozitif tamsayilarm (1)’deki
sartlar1 saglayan iki dizi ve a € (0,1] olsun. vV & > 0 i¢in;

{p(m) <k<qn):glx—D=e}l=0

1
" (g — p0)®
ise x = (xy) dizisine (X, g) paranormlu uzaymda [
sayisina o. dereceden deferred istatistiksel yakinsaktir
denir.

x = (x) dizisi paranormlu uzayda [ sayisina a.
dereceden  deferred  istatistiksel = yakinsak  ise
g(DS%*[p,q]) —limx, =1  yazihr. Bu  sekilde
yakinsayan tim dizilerin kiimesini g(DS%*[p,q] ) ile
gosterecegiz.

i) Bu tanimda q(n) =n, p(n) =0ve a =1 segilirse
paranormlu uzayda a. dereceden istatistiksel yakinsaklik
[15]°deki  paranormlu  uzaylardaki istatistiksel
yakinsaklik tanimina indirgenir.

ii) Bu tanimda q(n) = 4,, , p(n) = 0 ve a = 1 segilirse
[20]’deki  paranormlu  uzaylarda  A-istatistiksel
yakinsaklik tanimina indirgenir.

iii) Bu tanimda q(n) = n,p(n) = 0 segilirse [16] deki
paranormlu uzaylarda o. dereceden istatistiksel
yakinsaklik tanimina indirgenir.

(X, g) paranormlu uzayda tanimli a. dereceden
deferred istatistiksel yakinsaklik o € (0,1] i¢in iyi
tanimli fakat o > 1 i¢in iyi tanimh degildir.

x = (xy) dizisini;

Y = {1, k=2m
k=10, k#2m
seklinde segelim. Bu takdirde q(n) = n?, p(n) =n,
g(x) = |x| ve a > 1 segilirse
1 2.
1111_r)130(n2 )al{n<kSn gl —1) =€}
<lim "
= e 2(n?2 —n)e
li ! k<n?: 0) >
i el <k <n®: g~ 0) 2 8]
n®>—n
<lim_————=0

n-o 2(n? —n)%
elde edilir ki bu miimkiin degildir.

Tanmmm 17: x = (x), (X, g) paranormlu uzayinda bir
dizi, {p(n)} ve {q(n)} pozitif tamsayilarm (1)’deki
sartlar1 saglayan iki dizisi o € (0,1] olsun. Her £ > 0
i¢cin

1
Lﬂmﬂ p(M) <k <qn): gl —xy) Z e} =0
olacak sekilde bir NeN(g) sayis1 varsa x = (x;) dizisine
(X,g) paranormlu uzaymnda o. dereceden deferred
istatistiksel Cauchy dizisi denir.



Tamm 18: x = (x;), (X, g) paranormlu uzayinda bir
dizi, {p(n)} ve {q(n)} pozitif tamsayilarm (1) deki
sartlar1 saglayan iki dizisi ve a € (0,1], m € R* olsun.

q(n)
1

M@ —pooy g 190k OIM =0

k=p(n)+1

olacak sekilde bir [ sayist varsa x = (x;) dizisine a.
dereceden kuvvetli deferred m- Cesaro yakinsaktir denir
ve DW,(g) — limx;, = L ile gosterilir.

Teorem 19: x = (x;) ve y = (¥ ) herhangi iki dizi ve
a € (0,1] olsun. Bu takdirde;

i) c € Rve (x) dizisi (X, g) total paranormlu uzayinda
| sayisina a. dereceden deferred istatistiksel yakinsak ise
(cxi) dizisi cl’ye a. dereceden deferred istatistiksel
yakinsaktir.

ii) (X, g) total paranormlu uzayinda (x;) dizisi [;’e ve
(y,) dizisi I,’ye . dereceden deferred istatistiksel
yakinsak ise (x + v, ) dizisi ({; + 1;)'ye a. dereceden
deferred istatistiksel yakinsaktir.

Teorem 20: (X, g) total paranormlu uzayinda (x;,) dizisi
o. dereceden deferred istatistiksel yakinsak ise
istatistiksel limiti tektir.

Ispat: Farz edelim ki g(DS%[p,q]) — limx, =1, ve
g(DS*[p,q]) — limx, =1, olsun ve &£ > 0 i¢in A,(¢)
ve A, (¢) kiimelerini

4 = {p) <k<qm : glv —1) 25}

Ay(e) = {pm) <k < am) : gy — 1) = 5}

seklinde tamimlayalim ve g(DS%[p,ql) — limx;, =1,
oldugundan & (Al(e)) =0 dir. Benzer sekilde
g(DS*[p,q]) — limx;, =, oldugundan §(A,(¢)) =0
dir.

A(e) = Ay (e) U A,(e) oldugundan §(A(e)) =0 ve
§(A°(e)) =1 dir. Simdi k € N\ A(¢) olsun. Bu
takdirde

&

€
gl — L) < gl — L)+ gl — ) < 5+ >

=&
olur. € > 0 keyfi oldugundan g(l; —[,) = 0 elde ederiz
ki buradan [, = [, elde edilir.

Teorem 21: (X,g) paranormlu uzayinda x = (x;)
dizisi I’ye g —yakinsak ise (x;) dizisi U’ye a.
dereceden deferred istatistiksel yakinsaktir fakat bunun
karsit1 degildir.

Ispat: Farz edelim ki (x;) dizisi I’ye g — yakinsak
olsun. O zaman V € > 0 i¢in N € N* vardir dyle ki Vk =
N i¢in g(xx—1) <e vyazabiliriz. A(e) ={k €
N:g(xx— D) =€} {1,2,..., k} oldugundan (A(e)) =
0 dir. Bu nedenle g(DS*[p, q]) — limx; = L olur.

Teoremin tersinin dogru olmadigimi gostermek igin
asagidaki 6rnegi goz Oniine alalim.

Ornek 22:

X = f(i) = {x = () T [k < oo},g(X) =
(Zrarolk)

paranormu ile bir paranormlu uzay olsun. (x;) dizisini

X ={k' k =n?
ko, k # n?

seklinde tanimlayalim. Buradan
A(e) ={k <n:g(x) = €}

kiimesini ele alalim. Buradan

1
g(x) = {kﬁ, k =n?ise
0, k # n? ise

elde edilir. Boylece

m g = fl ko mise

emood e 0, k # n? ise

elde edilir. Bu da bize (x;) dizisinin g — limitinin
olmadigim1  gosterir. Diger taraftan o« >% igin
8pq(A(e)) = Oelde edilir. Bu da g(DS%[p,q]) —
limx;, = 0 oldugunu verir.

Teorem 23: x = (x;) dizisinin (X, g) tam paranormlu
uzayinda o. dereceden deferred istatistiksel Cauchy
olmasi igin gerek ve yeter sart a. dereceden deferred
istatistiksel yakisak olmasidir.

Ispat: Farz edelim ki (x;) dizisi g(DS%[p,q]) —
Cauchy fakat g(DS“[p,q]) yakinsak olmasin o zaman
F(e) ={keN:g(x, —xp) = ¢} olmak iizere

82 4(F(e)) = 0 elde ederiz. Ayni sekilde H(e) = {k €
N:g(re— D <2} olmak iizere §§4(H(£)) =0 yani
85q(H () = 1 elde ederiz. g(x —1) <~ ise o
zaman g(x, — x,) < 2g(x, — 1) <e elde ederiz.
Dahast 85 4(F(€)) = 0 yani 8 4(F(g)) = 1 elde edilir
ki (x) dizisi g(DS“[p, q]) — Cauchy oldugundan bu bir
celigkidir. Bu nedenle x = (x;) dizisi g(DS%“[p,q])
yakinsak olmalidir.

Tersine farz edelim ki g(DS%[p, q]) — limx;, =
1 olsun 0 zaman



A(s)={kEN:g(xk—l)2§}

olmak iizere 85 4(A(¢)) = 0 elde ederiz. Bu da

85N\ A®) =854 ([keN: gre - <Z}) =1
oldugu anlamma gelir. m,k &€ A(e) olsun o zaman
g(xym —x;) <€ dur. Sabit m ¢ A(e) igin B(e) =
{keN: g(x, —xx) <e}olsun. O zaman N \ A(e) c
B (&) dur. Bundan dolay1

1=28p4(N/A(e)) < 854(B(e)) < 1.
N\B(e) ={keN: g(x; —xp) = €}

olmak iizere 85 (N \ B(¢)) = 0 anlamina gelir ki buda
(x;) dizisinin (X, g) paranormlu uazayimnda a. dereceden
deferred istatistiksel Cauchy oldugu anlamina gelir.

Teorem 24: (X, g) paranormlu uzayinda (x;) dizisi I’ye
a. dereceden kuvvetli deferred - Cesaro yakinsak ise (xy)
dizisi ’ye a. dereceden deferred istatistiksel yakinsaktir.

Ispat: (x;) dizisi I’ye o. dereceden kuvvetli deferred -
Cesaro yakinsak olsun &€ > 0 igin

q(n)
1

(g —pm)" (&b a
q(n)

lg (xie = DI

: )3
(q(n) - p(n))“ k=p(n)+1
g(xp—L)ze

q(n)
+ > 1gCa D

k=p(n)+1
g(xp—L)<e

q(n)

lg (xie = DI

1
22—
(Q(n) - p(n)) k=le:)+1

g(xp—L)ze
1
= £-W|{ p(n) <k <qn):g(x—1)

> ¢}

lg (x — D

elde ederiz. n — oo i¢in her iki tarafin limiti alinirsa

}lifgomﬂ p(n) <k<qm):glx—1
=>c}H =0

Olur ki bu ise bize (x;) dizisinin o. dereceden deferred
istatistiksel yakinsak oldugunu verir.

Teorem 25: (X, g) paranormlu uzayinda (x;) dizisi a.

am) \¢ .
preSE= (n)) sinirl bir

dereceden istatistiksel yakinsak ve (

dizi olsun. Bu takdirde (x;) dizisi a. dereceden deferred
istatistiksel yakisaktir.

Ispat: (x,) dizisi (X,g) paranormlu uzayinda a.
dereceden istatistiksel yakinsak oldugundan Ve > 0 igin

1
lim —|{k <q(n): gl - =€} =0
n-on
yazabiliriz. Buradan

[k < a(m): gGo =D > &}l _

A @)"

n—-oo

yazabiliriz. Buradan

{p(m) <k<qm):g(x,—1) =€}
Clk<qm)gl—1=¢}

oldugundan

I{ p(n) <k <qn):g(x,— 1 = ¢}
S{k<qm):glg —1) = e}

yazabiliriz.
1
Q) —pa= 1P <k =aq():glx =D =&l

S<1+ p(n) )"‘ 1

[{k

q(m) —p(m)/ (q(n)*
< qm):g(x — 1) = €}

oldugu goz oniine almirsa (x;) dizisinin o. dereceden

deferred istatistiksel yakinsak oldugunu elde ederiz.

a
Sonu¢ 26: Her n € N i¢in q(n) <n ve (7‘1(71):)(71))

sirlt bir dizi olsun. Bu takdirde (X,g) paranormlu
uzayinda bir dizi o. dereceden istatistiksel yakinsak ise a.
dereceden deferred istatistiksel yakisaktir.

Teorem 27: {p(n)}, {g(M)}, {p' (M)} ve {q'(n)}, dizileri
hern € N i¢in

p(n) <p'(m) <q'm) < qn)

esitsizligini saglayan diziler ve a € (0,1] olsun. Eger

a
n) —pn
i (LRI
n>e\q'(n) —p'(n)

ve (X,g) paranormlu uzaymda x = (x;) dizisi
g(DS%[p, q]) yakinsak ise g(DS*[p’,q']) yakinsaktir.

ispat:

{k:p'(n) <k <q'(n):g(x, = 1) = €}
C{kpmm)+1<k<qn)gl,—-D=¢}

kapsamasini yazabiliriz. Buradan hareketle



I{k:p'(m) <k < q'(M):g(x — D 2 €}
Sl{k:p()+1<k<qn): gl —1) =€}
ve bu esitsizlikten faydalanarak

1 ! ! . _
@ = p )" l{k:p'(n) <k <q'M):gle — D
> e}
- (q(n) -p(n) )“ 1
“\g'(m)-p'm)/ (@) —pn)*
<qm):gx — 1 = e}l

Kk:p(n) +1 <k

yazariz. n — oo i¢in esitsizligin her iki tarafinin limiti
alinirsa

) 1 . 3
Lﬁomﬂpm) <k=<qm):glg -0
>e}=0

elde edilir. Budax € g(DS*[p’,q']) olmas1 demektir.

Teorem 28 {p(n)}, {g(m)}, {p'(M)} ve {g'(n)}, dizileri
hern € N i¢in

p(n) <p'(n) <q'(n) <qn)

esitsizligini saglayan diziler ve @ € (0,1] olsun. Hern €
N igin {k:p(n) < k < p'(n)} ve {k:q'(n) < k < q(n)}
sonlu kiimeler olsun. Bu takdirde (X,g) paranormlu
uzayinda (x;) dizisi o. dereceden g(DS%[p’,q'])
yakinsak ise a. dereceden g(DS%[p, q]) yakinsaktir.

Ispat: x = (x,) dizisi I’ye g(DS%[p’,q']) yakmsak
olsun. Bu takdirde Ve > 0 igin
{p(m) <k <qm):g(x, — D} = &}
={p(n) <k <p'(M):g(x, — 1) = &}
Up'(n) <k<qm):gl—1)=e¢}
U{g'(n) <k <qn):g(x, —1) = ¢}

esitligini yazabiliriz. Buradan

1
@@ —paye 1L P <k =qt): gl =D =}l

< @ = p m)e { p() <k <p'(M):g(x, — 1
> e}

{p'(m) <k <q'(M:gCa -1

1
NCIOETIOE

2 &}
1
7 7 I{g'(n) <k <qn):g(x, —1
@ —pope 1 an): gl — 1)
2 g}ll
esitsizligini yazabiliriz. n — oo esitsizliginde limit
almirsa

. 1 . 3
éﬁm“ p(n) <k <qm):gx, —1)
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elde ederiz. Bu da x € g(DS*[p, q]) olmasi demektir.

SONUC

Bu ¢alismada paranormlu uzayda Deferred istatistiksel
yakinsaklik ve Deferred istatistiksel Cauchy ve Deferred
Cesaro yakinsaklik tanimlari yapilmis ve tanimlanan bu
yakinsaklik ¢esitleri arasindaki kapsama bagmtilar
incelenmistir. Ayrica calisti§imiz bu konu tanim ve
teoremlerin yani sira verilen ¢esitli  drneklerle
desteklenmistir. Bu ¢alisma ilerideki arastirmalar igin bir
kaynak teskil etmesi amaglanarak hazirlanmustr.
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