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ÖZ 

Bu çalışmanın amacı paranormlu uzaylarda 𝜶. dereceden deferred istatistiksel yakınsaklık, paranormlu uzaylarda 𝜶. 
dereceden deferred istatistiksel Cauchy dizisi tanımları ile paranormlu uzaylarda deferred Cesáro yakınsaklık tanımını 

verip bunlar arasındaki ilişkiyi incelemektir. 

 

Anahtar Kelimeler: Cesáro Ortalaması, Deferred Cesáro Ortalaması, Deferred İstatistiksel Yakınsaklık, İstatistiksel 

Yakınsaklık 

 

Deferred Statistical Convergence of Order α in Paranormed Space 
ABSTRACT 

This study aims to define deferred statistical convergence of  𝛼. order in paranorm spaces, the definitions of deferred 

statistical Cauchy convergence of 𝛼. order in paranorm spaces and the definition of diferred Cesáro in paranorm spaces 

and to investigate the relation among these. 
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GİRİŞ  

 

İstatistiksel yakınsaklık ilk olarak Zygmund [1]  

tarafından 1935 yılında tanıtılmış olup, istatistiksel 

yakınsaklık kavramı Steinhaus ve Fast [2,3]  tarafından 

ayrı ayrı çalışılmış bunlardan bağımsız olarak 

Schoenberg [4] istatistiksel yakınsaklığı bir toplanabilme 

metodu olarak incelemiştir. Connor [5] istatistiksel 

yakınsaklık ile Cesaro toplanabilme arasındaki ilişkiyi 

incelemiş bu iki kavram arasındaki ilişki için şartları 

ortaya koymuştur. İstatistiksel yakınsaklık matematiğin 

pekçok kısmında incelenmiş ve Fourier analizi 

teorisinde, Ergodik teoride, sayı teorisinde, ölçü 

teorisinde, trigonometrik serilerde, turnpike teorisinde ve 

banach uzaylarında uygulamalrı irdelenmiştşir.Son 

yılarda da pek çok matematikçi tarafından çalışılmaya 

devam etmektedir [6-11]. 

 

 

MATERYAL ve YÖNTEM 

Tanım 1: 𝑋, K cismi üzerinde bir vektör uzayı olsun. 

Eğer 𝑔: 𝑋 → ℝ fonksiyonu aşağıdaki şartları sağlarsa 𝑔’ 

ye bir paranorm denir, (𝑋, 𝑔) ikilisine de paranormlu 

uzay denir. 

∀𝜆 ∈ 𝐾 ve ∀ 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 için, 

 

 P1)  𝑔(𝜃) = 0, 
 P2)  𝑔(𝑥) = 𝑔(−𝑥), 

 P3)  𝑔(𝑥 + 𝑦) ≤ 𝑔(𝑥) +  𝑔(𝑦), 
 P4) (𝜆𝑘) skalerlerin bir dizisi ve 𝜆𝑘 → 𝜆0 (𝑘 →
∞) olsun. 𝑥𝑘 , 𝛼 ∈ 𝑋 için 𝑥𝑘 → 𝛼 (𝑘 → ∞) iken 𝑔(𝑥𝑘 −
𝛼) → 0 ve 𝜆𝑘𝑥𝑘 → 𝜆0𝛼 (𝑘 → ∞), 𝑔(𝜆𝑘𝑥𝑘 → 𝜆0𝛼) → 0 

(𝑘 → ∞) [5]. 

 

Tanım 2: Eğer  𝑔(𝑥) = 0 iken 𝑥 = 𝜃 oluyorsa 𝑔’ye total 

paranorm denir [12].  

 

Teorem 3:  Her yarınorm bir paranormdur. Bu teoremin 

karşıtı doğru değildir [12]. 

 

Tanım 4:  : K ℕ→[0,1] ve K kümesi doğal sayılar 

kümesinin bir alt kümesi olsun. 

 

(𝐾) = 𝑙𝑖𝑚
                        𝑛→∞

|𝐾(𝑛)|

𝑛
 

 

şeklinde tanımlanan fonksiyona K kümesinin yoğunluğu 

denir. 𝐾(𝑛): = {𝑘 ≤ 𝑛: 𝑘 ∈ 𝐾} olarak tanımlanır ve 

|K(n)| ifadesine K kümesinin kardinalitesi yani eleman 

sayısı denir [13]. 
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Örnek 5:  K = {k ∈ ℕ : k =m2} alınırsa |K(n)| ≤ √𝑛 olur 

ve lim
 𝑛→∞

√𝑛

𝑛
= 0 olur ki buda (K) = 0 elde edilir. 

K = {2k: k ∈ ℕ  } ve K= {2k+1:  k ∈ ℕ } kümeleri içinde 

(K) = 1/2 olur. 

Tanım 6:  x=(𝑥𝑘) reel veya kompleks terimli bir dizi 

olsun. Her 𝜀 > 0 için ({𝑘𝜖ℕ│𝑥𝑘 − 𝑙 ≥  ɛ }) = 0 

olacak şekilde bir 𝑙 sayısı varsa x dizisi 𝑙 sayısına 

istatistiksel yakınsaktır denir ve  𝑆 − 𝑙𝑖𝑚
𝑘→∞

𝑥𝑘 = 𝑙 ile 

gösterilir [6]. 

 

Tanım 7:   𝑥 = (𝑥𝑘) kompleks terimli bir dizi olmak  

üzere, ∀𝜀 > 0 için 

 

lim
 𝑛→∞

1

n𝛼
|{k ≤ n: |𝑥𝑘 − 𝑙| ≥ ε}| = 0 

 

olacak şekilde bir 𝑙 sayısı varsa 𝑥 = (𝑥𝑘) dizisi 𝑙 sayısına 

𝛼. dereceden istatistiksel yakınsaktır denir ve 𝑆𝛼 −
𝑙𝑖𝑚𝑥 = 𝑙 şeklinde gösterilir [14]. 

 

 

Tanım 8: (𝑋, 𝑔) bir paranormlu uzay olsun. Bir 

𝑥 = (𝑥𝑘), her 𝜀 > 0 için 

 

𝑙𝑖𝑚
 𝑛→∞

1

𝑛
|{𝑘 ≤ 𝑛: 𝑔(𝑥𝑘 − 𝑙) ≥ 𝜀}| = 0 

 

ise (𝑥𝑘) dizisine, 𝑙 sayısına istatistiksel yakınsak veya 

𝑔(𝑆) −yakınsak denir. 𝑔(𝑆) −  𝑙𝑖𝑚𝑥 = 𝑙 şeklinde 

gösterilir [15]. 

 

Tanım 9:  (𝑋, 𝑔) bir paranormlu uzay ve 𝛼 ∈  (0,1] 
olsun.  Her 𝜀 > 0 için; 

 

lim
 𝑛→∞

1

𝑛𝛼
|{k ≤ n: 𝑔(𝑥𝑘 − 𝑙) ≥ ε}| = 0 

  

ise (𝑥𝑘) dizisine, 𝑙 sayısına 𝛼. dereceden istatistiksel 

yakınsak veya 𝑔(𝑆)𝛼 −yakınsak denir. 𝑔(𝑆)𝛼 − 𝑙𝑖𝑚𝑥 =
𝑙 şeklinde gösterilir [16]. 

 

Tanım 10: c ile bütün reel veya kompleks terimli 

𝑥 = (𝑥𝑘) yakınsak dizilerinin uzayı gösterilir. Yani  

 

c = {x = (xk) ∶ ∃l ∈ c ⟹ lim
k→∞

|xk − l| = 0} 

 

dir. c dizi uzayı 𝑑(𝑥, 𝑦) = sup
𝑘

|𝑥𝑘 − 𝑦𝑘| metriği ile 

birlikte bir metrik uzaydır [17]. 

 

Tanım 11:  c0 uzayı, sıfıra yakınsak dizilerin uzayıdır. 

Yani 

 

c0 = {𝑥 = (𝑥𝑘) ∶ lim
𝑘→∞

𝑥𝑘 = 0} 

 

dir. Bu uzaydaki metrik 𝑑(𝑥, 𝑦) = max|𝑥𝑘 − 𝑦𝑘| 
şeklinde alınabilir [17]. 

 

Tanım 12:  𝑙∞ ile bütün reel veya kompleks terimli  

𝑥 = (𝑥𝑘)  sınırlı dizilerinin uzayı gösterilir. Yani  

 

𝑙∞ = {𝑥 = (𝑥𝑘) ∶ sup
𝑘

|𝑥𝑘| < ∞} 

 

dir. Bu uzaydaki metrik 𝑑(𝑥, 𝑦) = sup
𝑘

|𝑥𝑘 − 𝑦𝑘| 

şeklindedir [17]. 

 

 

Tanım 13:  Reel veya kompleks terimli 𝑥 = (𝑥𝑘) dizisi 

verilsin. Eğer, 

 

lim
n→∞ 

1

𝑛
∑(𝑥𝑘 − 𝑙) = 0

n

𝑘=1

 

 

ise x = (𝑥𝑘) dizisi 𝑙 sayısına (C,1) yakınsaktır denir. 

(C,1) yakınsak olan dizilerin kümesi (C,1) sembolü ile 

gösterilir.[17] 

 

(C, 1) =  {𝑥 = (𝑥𝑘): lim
𝑛→∞

1

𝑛
∑ 𝑥𝑘 = 𝑙, ∃𝑙 ∈

𝑛

𝑘=1

𝐶} 

 

1932 yılında Agnew [18]’in Cesáro alt 

metodunun bir genellemesi olan deferred Cesáro 

metodunu aşağıdaki şekilde tanımlanmıştır. p(n) ve q(n) 

reel terimli diziler olmak üzere: 

 

 p(n) < q(n)  ve 𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

𝑞(𝑛) = ∞            (1) 

 

koşulu sağlayan dizileri olmak üzere x = (𝑥𝑘) reel 

terimli dizisinin deferred Cesaro ortalaması 

 

(𝐷𝑝.𝑞 , 𝑋)
𝑛

=
1

q(n)−p(n) 
∑ xk , 𝑛 = 1,2,3, …

q(n)

𝑘=p(n)+1    (2) 

 

biçimindedir. 

(𝐷𝑝.𝑞 , 𝑋) 𝑛 dönüşümüne x = (𝑥𝑘) dizisinin 

deferred Cesáro ortalaması denir. (2)’de verilen 𝐷𝑝.𝑞  

metodu regüler olmasının yanı sıra başka önemli 

özellikleri de sağladığı Agnew [18] tarafından ifade 

edilmiştir. x = (𝑥𝑘)  reel veya kompleks terimli bir dizi, 

p(n) ve q(n)’de (2) şartlarını sağlayan diziler olmak 

üzere; x = (𝑥𝑘) dizisinin kuvvetli Deferred Cesáro 

toplanabilmesi  

lim
 𝑛→∞

1

q(n) − p(n) 
 ∑ |𝑥𝑘 − 𝑙| = 0   

𝑞(𝑛)

𝑘=𝑝(𝑛)+1

 

şeklinde tanımlanır. Bu durum  𝑥𝑘 →  𝑙(D[p, q]) ile 

gösterilir. Tüm kuvvetli Deferred Cesáro toplanabilen 

dizilerin uzayı D[p, q] ile gösterilir. 
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Tanım 14:  x = (𝑥𝑘) reel ya da karmaşık terimli bir dizi 

𝑝 = {𝑝(𝑛)}𝑛∈ℕ ve 𝑞 = {𝑞(𝑛)}𝑛∈ℕ (1) koşulunu sağlayan 

pozitif tam sayıların dizileri olmak üzere, her ε > 0 için 

lim
 𝑛→∞

𝑠𝑢𝑝
1

q(n)−p(n) 
|{ 𝑝(𝑛) < 𝑘 ≤ 𝑞(𝑛): |𝑥𝑘 − 𝑙| ≥ ε}| =

0, 

sağlanır ise x = (𝑥𝑘) dizisi l sayısına deferred 

istatistiksel yakınsaktır denir ve  

lim
 𝑛→∞

𝑥𝑘 =  𝑙(DS[p, q]) biçiminde gösterilir [19]. 

 

Teorem 15:  𝑝 = {𝑝(𝑛)}𝑛∈𝑁  ve 𝑞 = {𝑞(𝑛)}𝑛∈𝑁  pozitif 

tamsayıların (1) koşullarını sağlayan dizileri olsun. Bu 

durumda 𝑥𝑘 →  𝑙(D[p, q]) ise 𝑥𝑘 →  𝑙(DS[p, q])’dır [19]. 

 

İspat: 𝑝 = {𝑝(𝑛)}𝑛∈𝑁 ve 𝑞 = {𝑞(𝑛)}𝑛∈𝑁  pozitif tam 

sayıların (1) koşullarını sağlayan 𝑥𝑘 →  𝑙(D[p, q])   
olsun. Bu durumda keyfi ε > 0  sayısı için  

 

1

q(n) − p(n) 
∑ |𝑥𝑘 − 𝑙|

q(n)

𝑘=𝑝(𝑛)+1

|𝑥𝑘−𝑙|≥ε

 

≥
1

q(n) − p(n)
|{ 𝑝(𝑛) < 𝑘

≤ 𝑞(𝑛): |𝑥𝑘 − 𝑙| ≥ ε}|ε 

 

eşitsizliği sağlanır. Eğer, yukarıdaki eşitsizliğin her iki 

tarafında n→∞ iken limit alınırsa 

 

lim
 𝑛→∞

1

q(n) − p(n) 
|{ 𝑝(𝑛) < 𝑘 ≤ 𝑞(𝑛): |𝑥𝑘 − 𝑙| ≥ ε}|

= 0 

 

elde edilir. Bu ise x = (𝑥𝑘) dizisinin 𝑙 sayısına deferred 

istatistiksel yakınsak olduğunu gösterir. 

 

TARTIŞMA 

 

Bu bölümde paranormlu uzaylarda α. dereceden deferred 

istatistiksel yakınsaklık, deferred istatistiksel Cauchy 

dizisi ve deferred Cesáro yakınsaklık kavramları 

tanımlanıp bunlar arasındaki ilişki incelenecektir. 

ℕ doğal sayılar kümesinin bir A alt kümesinin 

𝛼. dereceden deferred yoğunluğunu 

 

𝛿𝑝,𝑞
𝛼 (A) = lim

 𝑛→∞

1

(𝑞(𝑛) − 𝑝(𝑛))𝛼  
|{k ∈ A: 𝑝(𝑛) < 𝑘 ≤ 𝑞(𝑛)}| 

 

 

şeklinde tanımlayacağız. 

 

Tanım 16:  x = (𝑥𝑘) , (𝑋, 𝑔) paranormlu uzayında bir 

dizi ve {p(n)} ve {q(n)} pozitif tamsayıların (1)’deki 

şartları sağlayan iki dizi ve α ∈ (0,1]  olsun. ∀ ε > 0 için; 

 

lim
 𝑛→∞

1

(𝑞(𝑛) − 𝑝(𝑛))𝛼 
|{  𝑝(𝑛) < 𝑘 ≤ 𝑞(𝑛): 𝑔(𝑥𝑘 − 𝑙) ≥ 𝜀}| = 0 

 

ise x = (xk) dizisine  (𝑋, 𝑔) paranormlu uzayında 𝑙 
sayısına α. dereceden deferred istatistiksel yakınsaktır 

denir. 

x = (𝑥𝑘) dizisi paranormlu uzayda 𝑙 sayısına α. 

dereceden deferred istatistiksel yakınsak ise 

𝑔(𝐷𝑆𝛼[p, q]) − lim𝑥𝑘 = 𝑙 yazılır. Bu şekilde 

yakınsayan tüm dizilerin kümesini 𝑔(𝐷𝑆𝛼[p, q] ) ile 

göstereceğiz.  

 

i) Bu tanımda q(n) = 𝑛 ,  p(n) = 0 ve α = 1  seçilirse 

paranormlu uzayda 𝛼. dereceden istatistiksel yakınsaklık 

[15]’deki paranormlu uzaylardaki istatistiksel 

yakınsaklık tanımına indirgenir. 

  

ii) Bu tanımda q(n) = 𝜆𝑛 , p(n) = 0 ve α = 1 seçilirse 

[20]’deki paranormlu uzaylarda λ-istatistiksel 

yakınsaklık tanımına indirgenir. 

 

iii) Bu tanımda q(n) = 𝑛, p(n) = 0  seçilirse [16]’deki  

paranormlu uzaylarda α. dereceden istatistiksel 

yakınsaklık tanımına indirgenir. 

 

(𝑋, 𝑔) paranormlu uzayda tanımlı α. dereceden 

deferred istatistiksel yakınsaklık  α ∈ (0,1] için iyi 

tanımlı fakat α > 1 için iyi tanımlı değildir. 

x = (xk) dizisini; 

 

𝑥𝑘 = {
1, 𝑘 = 2𝑚
0, 𝑘 ≠ 2𝑚

 

 

şeklinde seçelim. Bu takdirde q(n) = 𝑛2, p(n) = 𝑛,  

𝑔(𝑥) = |𝑥| ve α > 1 seçilirse  

 

lim
 𝑛→∞

1

(𝑛2 − 𝑛)𝛼
|{n < k ≤ 𝑛2 ∶ 𝑔(𝑥𝑘 − 1) ≥ ε}|

≤ lim
 𝑛→∞

𝑛2 − 𝑛

2(𝑛2 − 𝑛)𝛼
= 0 

 

lim
 𝑛→∞

1

(𝑛2 − 𝑛)𝛼
|{n < k ≤ 𝑛2 ∶ 𝑔(𝑥𝑘 − 0) ≥ ε}|

≤ lim
 𝑛→∞

𝑛2 − 𝑛

2(𝑛2 − 𝑛)𝛼
= 0 

 

elde edilir ki bu mümkün değildir.  

 

Tanım 17: 𝑥 = (𝑥𝑘), (𝑋, 𝑔) paranormlu uzayında bir 

dizi, {p(n)} ve {q(n)} pozitif tamsayıların (1)’deki 

şartları sağlayan iki dizisi  α ∈ (0,1]  olsun. Her ε > 0 

için 

 

lim
 𝑛→∞

1

(𝑞(𝑛) − 𝑝(𝑛))𝛼 
|{  𝑝(𝑛) < 𝑘 ≤ 𝑞(𝑛): 𝑔(𝑥𝑘 − 𝑥𝑁) ≥ 𝜀}| = 0 

 

olacak şekilde bir NN() sayısı varsa 𝑥 = (𝑥𝑘) dizisine 

(𝑋, 𝑔) paranormlu uzayında α. dereceden deferred 

istatistiksel Cauchy dizisi denir. 
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Tanım 18: 𝑥 = (𝑥𝑘), (𝑋, 𝑔) paranormlu uzayında bir 

dizi, {p(n)} ve {q(n)} pozitif tamsayıların (1)’deki 

şartları sağlayan iki dizisi ve α ∈ (0,1], 𝑚 ∈ ℝ+ olsun. 

 

𝑙𝑖𝑚
 𝑛→∞

1

(𝑞(𝑛) − 𝑝(𝑛))𝛼 
∑ |𝑔(𝑥𝑘 − 𝑙)|𝑚 = 0

𝑞(𝑛)

𝑘=𝑝(𝑛)+1

 

 

olacak şekilde bir 𝑙 sayısı varsa 𝑥 = (𝑥𝑘) dizisine α. 

dereceden kuvvetli deferred m- Cesáro  yakınsaktır denir 

ve 𝐷𝑊𝑚
𝛼(𝑔) − 𝑙𝑖𝑚𝑥𝑘 = 𝑙 ile gösterilir. 

 

Teorem 19:  𝑥 = (𝑥𝑘) ve 𝑦 = (𝑦𝑘) herhangi iki dizi ve 

α ∈ (0,1] olsun. Bu takdirde;  

i)  𝑐 ∈ ℝ ve  (𝑥𝑘) dizisi (𝑋, 𝑔) total paranormlu uzayında 

𝑙 sayısına α. dereceden deferred istatistiksel yakınsak ise 

(𝑐𝑥𝑘) dizisi 𝑐𝑙’ye α. dereceden deferred istatistiksel 

yakınsaktır. 

 

ii) (𝑋, 𝑔) total paranormlu uzayında (𝑥𝑘) dizisi 𝑙1’e ve 

(𝑦𝑘) dizisi  𝑙2’ye α. dereceden deferred istatistiksel 

yakınsak ise (𝑥𝑘 + 𝑦𝑘  ) dizisi (𝑙1 + 𝑙2)′𝑦𝑒  α. dereceden 

deferred istatistiksel yakınsaktır. 

 

Teorem 20:  (𝑋, 𝑔) total paranormlu uzayında (𝑥𝑘) dizisi 

α. dereceden deferred istatistiksel yakınsak ise 

istatistiksel limiti tektir. 

 

İspat: Farz edelim ki 𝑔(𝐷𝑆α[p, q]) − 𝑙𝑖𝑚𝑥𝑘 = 𝑙1 ve 

𝑔(𝐷𝑆α[p, q]) − 𝑙𝑖𝑚𝑥𝑘 = 𝑙2 olsun ve 𝜀 > 0 için 𝐴1(𝜀)  

ve 𝐴2(𝜀) kümelerini  

 

𝐴1(𝜀)   = {p(n) < k ≤ q(n) ∶ 𝑔(𝑥𝑘 − 𝑙1) ≥
𝜀

2
} 

 

𝐴2(𝜀)  = {p(n) < k ≤ q(n) ∶ 𝑔(𝑥𝑘 − 𝑙2) ≥
𝜀

2
} 

 

şeklinde tanımlayalım ve 𝑔(𝐷𝑆α[p, q]) − 𝑙𝑖𝑚𝑥𝑘 = 𝑙1  

olduğundan 𝛿(𝐴1(𝜀)) = 0 dır. Benzer şekilde 

𝑔(𝐷𝑆α[p, q]) − 𝑙𝑖𝑚𝑥𝑘 = 𝑙2  olduğundan 𝛿(𝐴2(𝜀)) = 0 

dır. 

 

 𝐴(𝜀) = 𝐴1(𝜀) ∪ 𝐴2(𝜀) olduğundan 𝛿(𝐴(𝜀)) = 0 ve  

𝛿(𝐴𝑐(𝜀)) = 1 dir. Şimdi 𝑘 ∈ ℕ ∖ 𝐴(𝜀)  olsun. Bu 

takdirde 

 

𝑔(𝑙1 − 𝑙2) ≤ 𝑔(𝑥𝑘 − 𝑙1) +  𝑔(𝑥𝑘 − 𝑙2) <
𝜀

2
+

𝜀

2
= 𝜀 

 

olur. 𝜀 > 0 keyfi olduğundan  𝑔(𝑙1 − 𝑙2) = 0 elde ederiz 

ki buradan 𝑙1 = 𝑙2 elde edilir. 

 

Teorem 21:  (𝑋, 𝑔) paranormlu uzayında 𝑥 = (𝑥𝑘)  

dizisi 𝑙’ye 𝑔 − 𝑦𝑎𝑘𝚤𝑛𝑠𝑎𝑘 ise (𝑥𝑘)  dizisi 𝑙’ye α. 

dereceden deferred istatistiksel yakınsaktır fakat bunun 

karşıtı değildir. 

 

İspat: Farz edelim ki (𝑥𝑘)  dizisi 𝑙’ye 𝑔 − 𝑦𝑎𝑘𝚤𝑛𝑠𝑎𝑘 

olsun. O zaman ∀ 𝜀 > 0 için 𝑁 ∈ ℕ+ vardır öyle ki ∀𝑘 ≥
ℕ  için 𝑔(xk − 𝑙) < ε yazabiliriz. 𝐴(𝜀) = {𝑘 ∈

𝑁: 𝑔(xk − 𝑙) ≥ 𝜀} ⊂  {1,2, … , 𝑘} olduğundan (𝐴(𝜀)) =

0 dır. Bu nedenle 𝑔(𝐷𝑆α[p, q]) − 𝑙𝑖𝑚𝑥𝑘 = 𝑙 olur. 

      Teoremin tersinin doğru olmadığını göstermek için 

aşağıdaki örneği göz önüne alalım. 

 

Örnek 22: 

 

 𝑋 = ℓ (
1

𝑘
) = {𝑥 = (𝑥𝑘): ∑ |𝑥𝑘|

1

𝑘 < ∞∞
𝑘=1 } , 𝑔(𝑋) =

(∑ |𝑥𝑘)|
1

𝑘∞
𝑘=1 ) 

 

paranormu ile bir paranormlu uzay olsun. (𝑥𝑘) dizisini  

 

𝑥𝑘 = {
𝑘, 𝑘 = 𝑛2

0, 𝑘 ≠ 𝑛2 

 

şeklinde tanımlayalım. Buradan 

 

𝐴(𝜀) = {𝑘 ≤ 𝑛: 𝑔(𝑥𝑘) ≥ 𝜀} 
 

kümesini ele alalım. Buradan 

 

𝑔(𝑥𝑘) = {𝑘
1
𝑘, 𝑘 = 𝑛2 𝑖𝑠𝑒

0, 𝑘 ≠ 𝑛2 𝑖𝑠𝑒
  

 

elde edilir. Böylece 

 

lim
 𝑘→∞

𝑔(𝑥𝑘) = {
1, 𝑘 = 𝑛2𝑖𝑠𝑒

0, 𝑘 ≠ 𝑛2 𝑖𝑠𝑒
 

 

elde edilir. Bu da bize (𝑥𝑘) dizisinin 𝑔 − 𝑙𝑖𝑚𝑖𝑡𝑖𝑛𝑖𝑛 

olmadığını gösterir. Diğer taraftan 𝛼 >
1

2
  için 

δp,q
α (A(ε)) = 0 elde edilir. Bu da 𝑔(𝐷𝑆α[p, q]) −

𝑙𝑖𝑚𝑥𝑘 = 0 olduğunu verir. 

 

Teorem 23:  𝑥 = (𝑥𝑘) dizisinin (𝑋, 𝑔) tam paranormlu 

uzayında α. dereceden deferred istatistiksel Cauchy 

olması için gerek ve yeter şart α. dereceden deferred 

istatistiksel yakınsak olmasıdır. 

 

İspat: Farz edelim ki (𝑥𝑘) dizisi 𝑔(𝐷𝑆α[p, q]) −
𝐶𝑎𝑢𝑐ℎ𝑦 fakat 𝑔(𝐷𝑆α[p, q]) yakınsak olmasın o zaman 

F(ε) = {k ∈ ℕ ∶ 𝑔(𝑥𝑘 − 𝑥𝑚) ≥ ε} olmak üzere 

δp,q
α (F(ε)) = 0 elde ederiz. Aynı şekilde H(ε) = {k ∈

ℕ ∶ 𝑔(𝑥𝑘 − 𝑙) <
𝜀

2
} olmak üzere δp,q

α (H(ε)) = 0 yani 

δp,q
α (𝐻𝑐(ε)) = 1 elde ederiz. 𝑔(𝑥𝑘 − 𝑙) <

𝜀

2
  ise o 

zaman 𝑔(𝑥𝑘 − 𝑥𝑚) < 2𝑔(𝑥𝑘 − 𝑙) < ε elde ederiz. 

Dahası δp,q
α (𝐹𝑐(ε)) = 0 yani δp,q

α (F(ε)) = 1 elde edilir 

ki (𝑥𝑘) dizisi 𝑔(𝐷𝑆α[p, q]) − 𝐶𝑎𝑢𝑐ℎ𝑦 olduğundan bu bir 

çelişkidir. Bu nedenle 𝑥 = (𝑥𝑘) dizisi 𝑔(𝐷𝑆α[p, q]) 

yakınsak olmalıdır.  

Tersine farz edelim ki 𝑔(𝐷𝑆α[p, q]) − 𝑙𝑖𝑚𝑥𝑘 =
𝑙 olsun o zaman  
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A(ε) = {k ∈ ℕ ∶ 𝑔(𝑥𝑘 − 𝑙) ≥
𝜀

2
} 

 

olmak üzere δp,q
α (𝐴(𝜀)) = 0  elde ederiz. Bu da 

 δp,q
α (𝑁 ∖ 𝐴(𝜀)) = δp,q

α ({k ∈ ℕ ∶ 𝑔(𝑥𝑘 − 𝑙) <
𝜀

2
}) = 1 

olduğu anlamına gelir. 𝑚, 𝑘 ∉ 𝐴(𝜀) olsun o zaman 

𝑔(𝑥𝑚 − 𝑥𝑘) < ε dur. Sabit 𝑚 ∉ 𝐴(𝜀) için 𝐵(𝜀) =
{k ∈ ℕ ∶ 𝑔(𝑥𝑚 − 𝑥𝑘) < ε } olsun. O zaman ℕ ∖ 𝐴(𝜀)  ⊂
𝐵(𝜀) dur. Bundan dolayı  

 

1 = δp,q
α (ℕ/𝐴(𝜀)) ≤ δp,q

α (𝐵(𝜀)) ≤ 1. 

 

𝑁 ∖ 𝐵(𝜀) = {k ∈ ℕ ∶ 𝑔(𝑥𝑘 − 𝑥𝑚) ≥ ε} 
 

olmak üzere δp,q
α (ℕ ∖ 𝐵(𝜀)) = 0 anlamına gelir ki buda 

(𝑥𝑘) dizisinin (𝑋, 𝑔) paranormlu uazayında α. dereceden 

deferred istatistiksel Cauchy olduğu anlamına gelir. 

 

Teorem 24:  (𝑋, 𝑔) paranormlu uzayında (𝑥𝑘) dizisi 𝑙’ye 

α. dereceden kuvvetli deferred - Cesáro yakınsak ise (xk) 

dizisi 𝑙’ye α. dereceden deferred istatistiksel yakınsaktır. 

 

İspat: (𝑥𝑘) dizisi 𝑙’ye α. dereceden kuvvetli deferred - 

Cesáro yakınsak olsun 𝜀 > 0 için 

 

1

(𝑞(𝑛) − 𝑝(𝑛))
𝛼
 

∑ |𝑔(𝑥𝑘 − 𝑙)|

q(n)

𝑘=𝑝(𝑛)+1

 

=
1

(𝑞(𝑛) − 𝑝(𝑛))
𝛼
 
[
 
 
 

∑ |𝑔(𝑥𝑘 − 𝑙)|

q(n)

𝑘=𝑝(𝑛)+1
𝑔(𝑥𝑘−𝐿)≥𝜀

+ ∑ |𝑔(𝑥𝑘 − 𝑙)|

q(n)

𝑘=𝑝(𝑛)+1
𝑔(𝑥𝑘−𝐿)<𝜀 ]

 
 
 
 

≥
1

(𝑞(𝑛) − 𝑝(𝑛))
𝛼
 
[
 
 
 

∑ |𝑔(𝑥𝑘 − 𝑙)|

q(n)

𝑘=𝑝(𝑛)+1
𝑔(𝑥𝑘−𝐿)≥𝜀 ]

 
 
 
 

≥ 𝜺.
1

(𝑞(𝑛) − 𝑝(𝑛))𝛼 
|{  𝑝(𝑛) < 𝑘 ≤ 𝑞(𝑛): 𝑔(𝑥𝑘 − 𝑙)

≥ 𝜀}| 
 

elde ederiz. 𝑛 → ∞ için her iki tarafın limiti alınırsa  

 

lim
 𝑛→∞

1

(𝑞(𝑛) − 𝑝(𝑛))𝛼 
|{  𝑝(𝑛) < 𝑘 ≤ 𝑞(𝑛): 𝑔(𝑥𝑘 − 𝑙)

≥ 𝜀}| = 0 

 

Olur ki bu ise bize  (𝑥𝑘) dizisinin α. dereceden deferred 

istatistiksel yakınsak olduğunu verir. 

 

Teorem 25:  (𝑋, 𝑔) paranormlu uzayında (𝑥𝑘) dizisi α. 

dereceden istatistiksel yakınsak ve (
q(n)

q(n)−p(n)
)

α

sınırlı bir 

dizi olsun. Bu takdirde (𝑥𝑘) dizisi α. dereceden deferred 

istatistiksel yakınsaktır. 

 

İspat: (𝑥𝑘) dizisi (𝑋, 𝑔) paranormlu uzayında α. 

dereceden istatistiksel yakınsak olduğundan ∀𝜀 > 0 için 

 

𝑙𝑖𝑚
 𝑛→∞

1

𝑛𝛼  
|{𝑘 ≤ 𝑞(𝑛): 𝑔(𝑥𝑘 − 𝑙) ≥ 𝜀}| = 0 

 

yazabiliriz. Buradan  

 

𝑙𝑖𝑚
 𝑛→∞

|{𝑘 ≤ 𝑞(𝑛): 𝑔(𝑥𝑘 − 𝑙) ≥ 𝜀}|

(𝑞(𝑛))𝛼
= 0 

 

yazabiliriz. Buradan  

 
{  𝑝(𝑛) < 𝑘 ≤ 𝑞(𝑛): 𝑔(𝑥𝑘 − 𝑙) ≥ 𝜀}

⊆ {𝑘 ≤ 𝑞(𝑛): 𝑔(𝑥𝑘 − 𝑙) ≥ 𝜀} 
 

olduğundan 

 
|{  𝑝(𝑛) < 𝑘 ≤ 𝑞(𝑛): 𝑔(𝑥𝑘 − 𝑙) ≥ 𝜀}|

≤ |{  𝑘 ≤ 𝑞(𝑛): 𝑔(𝑥𝑘 − 𝑙) ≥ 𝜀}| 
 

yazabiliriz. 

 
1

(𝑞(𝑛) − 𝑝(𝑛))𝛼 
|{  𝑝(𝑛) < 𝑘 ≤ 𝑞(𝑛): 𝑔(𝑥𝑘 − 𝑙) ≥ 𝜀}| 

≤ (1 +
  𝑝(𝑛)

  𝑞(𝑛) − 𝑝(𝑛)
)

α 1

(𝑞(𝑛))𝛼 
|{𝑘

≤ 𝑞(𝑛): 𝑔(𝑥𝑘 − 𝑙) ≥ 𝜀}| 
 

olduğu göz önüne alınırsa (𝑥𝑘) dizisinin α. dereceden 

deferred istatistiksel yakınsak olduğunu elde ederiz. 

 

Sonuç 26:  Her  𝑛 ∈ ℕ için 𝑞(𝑛) < 𝑛 ve (
  𝑛

  𝑞(𝑛)−𝑝(𝑛)
)

𝛼

 

sınırlı bir dizi olsun. Bu takdirde (𝑋, 𝑔) paranormlu 

uzayında bir dizi α. dereceden istatistiksel yakınsak ise α. 

dereceden deferred istatistiksel yakınsaktır. 

 

Teorem 27: {𝑝(𝑛)}, {𝑞(𝑛)}, {𝑝′(𝑛)} ve {𝑞′(𝑛)}, dizileri 

her 𝑛 ∈ 𝑁 için 

 

𝑝(𝑛) ≤ 𝑝′(𝑛) < 𝑞′(𝑛) ≤ 𝑞(𝑛) 

 

eşitsizliğini sağlayan diziler ve 𝛼 ∈ (0,1] olsun. Eğer  

 

lim
𝑛→∞

(
𝑞(𝑛) − 𝑝(𝑛)

𝑞′(𝑛) − 𝑝′(𝑛)
)

𝛼

> 0 

 

ve (𝑋, 𝑔) paranormlu uzayında 𝑥 = (𝑥𝑘) dizisi 

𝑔(𝐷𝑆α[p, q]) yakınsak ise 𝑔(𝐷𝑆α[p′, q′]) yakınsaktır.  

 

İspat:  

{𝑘: 𝑝′(𝑛) < 𝑘 ≤ 𝑞′(𝑛): 𝑔(𝑥𝑘 − 𝑙) ≥ 𝜀} 
⊆ {𝑘: 𝑝(𝑛) + 1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑞(𝑛): 𝑔(𝑥𝑘 − 𝑙) ≥ 𝜀} 

kapsamasını yazabiliriz. Buradan hareketle  
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|{𝑘: 𝑝′(𝑛) < 𝑘 ≤ 𝑞′(𝑛): 𝑔(𝑥𝑘 − 𝑙) ≥ 𝜀}| 
≤ |{𝑘: 𝑝(𝑛) + 1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑞(𝑛): 𝑔(𝑥𝑘 − 𝑙) ≥ 𝜀}| 

ve bu eşitsizlikten faydalanarak 

 
1

(𝑞′(𝑛) − 𝑝′(𝑛))𝛼  
|{k: 𝑝′(𝑛) < 𝑘 ≤ 𝑞′(𝑛): 𝑔(𝑥𝑘 − 𝑙)

≥ 𝜀}|

≤ (
𝑞(𝑛) − 𝑝(𝑛)

𝑞′(𝑛) − 𝑝′(𝑛)
)

𝛼 1

(𝑞(𝑛) − 𝑝(𝑛))𝛼 
|{k: 𝑝(𝑛) + 1 < 𝑘

≤ 𝑞(𝑛): 𝑔(𝑥𝑘 − 𝑙) ≥ 𝜀}| 
 

yazarız. 𝑛 → ∞ için eşitsizliğin her iki tarafının limiti 

alınırsa 

 

𝑙𝑖𝑚
 𝑛→∞

1

(𝑞(𝑛) − 𝑝(𝑛))𝛼 
|{ 𝑝(𝑛) < 𝑘 ≤ 𝑞(𝑛): 𝑔(𝑥𝑘 − 𝑙)

≥ 𝜀}| = 0 

 

elde edilir. Bu da 𝑥 ∈  𝑔(𝐷𝑆α[p′, q′]) olması demektir. 

 

Teorem 28  {𝑝(𝑛)}, {𝑞(𝑛)}, {𝑝′(𝑛)} ve {𝑞′(𝑛)}, dizileri 

her 𝑛 ∈ 𝑁 için 

 

𝑝(𝑛) ≤ 𝑝′(𝑛) < 𝑞′(𝑛) ≤ 𝑞(𝑛) 

 

eşitsizliğini sağlayan diziler ve 𝛼 ∈ (0,1] olsun. Her 𝑛 ∈
ℕ için {𝑘: 𝑝(𝑛) < 𝑘 ≤ 𝑝′(𝑛)} ve {𝑘: 𝑞′(𝑛) < 𝑘 ≤ 𝑞(𝑛)} 
sonlu kümeler olsun. Bu takdirde (𝑋, 𝑔) paranormlu 

uzayında (𝑥𝑘) dizisi α. dereceden 𝑔(𝐷𝑆α[p′, q′]) 

yakınsak ise α. dereceden 𝑔(𝐷𝑆α[p, q]) yakınsaktır. 

 

İspat: 𝑥 = (𝑥𝑘) dizisi 𝑙’ye 𝑔(𝐷𝑆α[p′, q′]) yakınsak 

olsun. Bu takdirde  ∀𝜀 > 0 için 
{𝑝(𝑛) < 𝑘 ≤ 𝑞(𝑛): 𝑔(𝑥𝑘 − 𝑙)} ≥ 𝜀} 

= {𝑝(𝑛) < 𝑘 ≤ 𝑝′(𝑛): 𝑔(𝑥𝑘 − 𝑙) ≥ 𝜀} 
∪ {𝑝′(𝑛) < 𝑘 ≤ 𝑞′(𝑛): 𝑔(𝑥𝑘 − 𝑙) ≥ 𝜀} 
∪ {𝑞′(𝑛) < 𝑘 ≤ 𝑞(𝑛): 𝑔(𝑥𝑘 − 𝑙) ≥ 𝜀} 

 

eşitliğini yazabiliriz. Buradan 

 
1

(𝑞(𝑛) − 𝑝(𝑛))𝛼 
|{  𝑝(𝑛) < 𝑘 ≤ 𝑞(𝑛): 𝑔(𝑥𝑘 − 𝑙) ≥ 𝜀}| 

≤
1

(𝑞′(𝑛) − 𝑝′(𝑛))𝛼 
|{  𝑝(𝑛) < 𝑘 ≤ 𝑝′(𝑛): 𝑔(𝑥𝑘 − 𝑙)

≥ 𝜀}| 

+
1

(𝑞′(𝑛) − 𝑝′(𝑛))𝛼 
|{ 𝑝′(𝑛) < 𝑘 ≤ 𝑞′(𝑛): 𝑔(𝑥𝑘 − 𝑙)

≥ 𝜀}| 
1

(𝑞′(𝑛) − 𝑝′(𝑛))𝛼 
|{ 𝑞′(𝑛) < 𝑘 ≤ 𝑞(𝑛): 𝑔(𝑥𝑘 − 𝑙)

≥ 𝜀}|, 
 

eşitsizliğini yazabiliriz. 𝑛 → ∞ eşitsizliğinde limit 

alınırsa 

𝑙𝑖𝑚
 𝑛→∞

1

(𝑞(𝑛) − 𝑝(𝑛))𝛼 
|{  𝑝(𝑛) < 𝑘 ≤ 𝑞(𝑛): 𝑔(𝑥𝑘 − 𝑙)

≥ 𝜀}| = 0 

elde ederiz. Bu da 𝑥 ∈ 𝑔(𝐷𝑆α[p, q]) olması demektir. 

 

SONUÇ 
 

Bu çalışmada paranormlu uzayda Deferred istatistiksel 

yakınsaklık ve Deferred istatistiksel Cauchy ve Deferred 

Cesaro yakınsaklık tanımları yapılmış ve tanımlanan bu 

yakınsaklık çeşitleri arasındaki kapsama bağıntıları 

incelenmiştir. Ayrıca çalıştığımız bu konu tanım ve 

teoremlerin yanı sıra verilen çeşitli örneklerle 

desteklenmiştir. Bu çalışma ilerideki araştırmalar için bir 

kaynak teşkil etmesi amaçlanarak hazırlanmıştır. 
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