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Ozet

Bu ¢alismada cezalandirilmis egrisel ¢izgi regresyonunda karisik dogrusal model yaklasimi incelenmistir. Bu amagla Istanbul
Sanayi Odasi tarafindan yiiriitiilen “Tiirkiye'nin 500 Biiyiik Sanayi Kurulusu” ¢alismasmin 2009 yilina iliskin verileri kullanilmistir.
Isletmelerin isgiicii verimliligi ve aktif karhlig1 arasindaki parametrik olmayan iliski cezalandirilmis egrisel ¢izgi regresyonu ve
cezalandirilmis egrisel ¢izgi regresyonunda karistk dogrusal model yaklagimi kullanilarak tahmin edilmistir. R paket programinda
karigik dogrusal model i¢in gelistirilen “nlme” paketi kullanilmistir. Karigik dogrusal model yaklagimi kullanilarak tahmin edilen

modelin hata kareler ortalamasi daha kii¢iik bulunmustur.

Anahtar Kelimeler: Karigik dogrusal model, cezalandirilmig egrisel ¢izgi regresyonu, parametrik olmayan regresyon, is giicli

verimliligi, aktif karlilig

Linear Mixed Model Approach in Penalized Spline Regression

Abstract

In this study, it was examined the linear mixed model approach in the penalized spline regression. For this purpose, the data for the
year 2009 which is included in the “Turkey’s Top 500 Industrial Enterprises” study conducted by the Istanbul Chamber of Industry
was used. The nonparametric relationship between labor productivity and return on assets of the enterprises was estimated by using
penalized spline regression and linear mixed model approach in penalized spline regression. “nlme” package which is developed for
linear mixed model in R was used. The mean square error of the model which was estimated by using linear mixed model approach

is found smaller.
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1. Giris
Parametrik olmayan regresyon, (x,,y, ) veri ciftleri arasindaki iligskinin sekli bilinmediginde

yaygin olarak kullanilan bir modeldir. Bu model kullanilarak diizgiin (smooth) fonksiyonlar
olusturulabilir. Bu fonksiyonlar, veri kiimesini temsil eden diizgiin bir egri olugturarak bagimli degisken
icin daha iyi tahminler yapilmasim saglar. Bu nedenle bu isleme diizlestirme (smoothing) adi verilir [1].
(Redpath, 2008). Literatiirde ¢ogu kez diizlestirme yontemleri olarak tanimlanan ¢ok sayida parametrik
olmayan regresyon yontemi onerilmistir. Cezalandirilmis egrisel ¢izgi (penalized splines ya da P-Splines)
regresyon yontemi de bunlardan birisidir.

Cezalandirilmis egrisel ¢izgi regresyon yontemi ile karisik dogrusal modeller arasinda yakin bir
iliski vardir. Cezalandirilmis egrisel ¢izgi regresyon modeli, karisik dogrusal modele benzetilerek ifade

edilebilir. Literatiirde karisik dogrusal model ile cezalandirilmis egrisel ¢izgi regresyon modeli arasindaki
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iliskiyi inceleyen caligmalar vardir. Cezalandirilmis egrisel ¢izgilerin karisik dogrusal model gosterimini
tanitilmistir [2]. Toplamsal modellerde cezalandirilmig egrisel ¢izgileri kullanilmustir [3]. Parise vd.
(2001) ve Aerts vd. (2002) karigik model yaklagimini genellestirilmis toplamsal modellere
uygulamiglardir [4, 5]. Ruppert vd. (2003), cezalandirilmis egrisel ¢izgi regresyonunda karisik dogrusal
model yaklagimini incelemiglerdir [6].

Karisik dogrusal modelde amag, hem sabit etkilere hem de rasgele etkilere iligkin parametre
kestirimlerinin elde edilmesidir. Bu amagla onerilen yontemlerden birisi, hem sabit hem de rasgele
etkilere iliskin parametrelerin birlikte kestirilebildigi en iyi dogrusal yansiz kestirim (best linear unbiased
predictor, BLUP) yontemidir. Bu ¢aligmada cezalandirilmis egrisel ¢izgi regresyon modeli karigik

dogrusal modele benzetilip BLUP yaklasimi kullanilarak tahminler edilmistir.

2. Materyal ve Yontem
2.1 Cezalandirilmis egrisel cizgi regresyonu

Verilen x degerleri i¢in y’nin beklenen degeri ve y ile x arasindaki iliski genel olarak
y=m() +e 1)
bi¢ciminde modellenebilir. Burada m (x) = E( y/X = x) olup regresyon fonksiyonu adini alir. Parametrik
olmayan regresyon fonksiyonu m(x)’in belli bir bi¢giminin olmadigi varsayilir. Parametrik olmayan
regresyonun amaci, parametreleri tahmin etmekten ziyade dogrudan m(.) fonksiyonunu tahmin etmektir.

K, <. <k,, (mnx )<k, <..<xk, <max (x,)), digim noktalar1 kiimesi i¢in Es. (1)’deki

m(x) fonksiyonu cezalandirilmis egrisel ¢izgi regresyonu olarak

mx) =, + Bx+ > b (x-x, )+e 2)

k=1

bi¢iminde ifade edilir. Es.(2)’de

X-rx,), =10 x<&x,

x-x,) x>,

dir. Cezalandirilmis egrisel ¢izgi regresyonunda diigiim noktalari

k—+1
(K+2)

1<k:

formiili ile segilebilir. Bu formiilde K=min(1/4 (tekrar etmeyen x;’lerin sayis1), 35) dir [7]. Ayrica

literatiirde digiim noktalariin se¢imi i¢in bazi algoritmalar da onerilmistir.

Es.(2)y’deki g = (8,,B,, b, ... b ) parametreler vektoriiniin tahmini,

S(8)=|y-xp|*p"D p 3)

bigimindeki cezalandirilmig hata kareler toplami minimum yapilarak bulunur (42  0). Burada D matrisi
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bicimindedir. Es. (3)’deki ifadede 48 "D g terimi piiriizliiliik cezasi (roughness penalty) olarak, 1 ise

diizlestirme parametresi olarak adlandirilir. Es. (3)’deki fonksiyonun g ’ya gore tiirevi alinip sifira
esitlenirse A 'min tahmini /)’ ,
p=x "X+ X"y @

olarak bulunur. Es. (4)’de A ’nin se¢imi i¢in literatiirde bircok yontem gelistirilmistir. Capraz gegerlilik

ve genellestirilmis capraz gegerlilik yontemleri bu yontemlerin iginde en ¢ok kullanilanlaridir.

2.2, Cezalandirilmis egrisel ¢izgi regresyonunda karisik dogrusal model yaklasim
Es (2)’deki cezalandirilmis egrisel ¢izgi regresyon modeli karisik dogrusal modele benzetilerek

gosterilebilir. Buna gore Es.(2)’deki model
K
yi:m(xi):ﬁo+ﬂlxi+z Uk(X-Kk)++€ (5)
k=1

biciminde ifade edilebilir. Es.(5)’de g = [ﬂo, ,81] ", x degerlerine iliskin regresyon Kkatsayilari

vektoriini ve  u = (U,,..,u, )’ diigiim noktalarina iliskin regresyon Kkatsayilari vektoriinii
gostermektedir. Es. (5)’deki ifade matris formunda

y= XB+Zu+¢ (6)
bi¢iminde yazilabilir. Es. (5)’deki model hem sabit etkilerin hem de rasgele etkilerin birlikte yer aldig1

karigik dogrusal modeli ifade etmektedir. Es.(6)’da sabit etkilere iligkin tasarim matrisi X ve rasgele

etkilere iliskin tasarim matrisi Z

X =[1 x,
\
|
\
Ll X

S — |

d Z= I_(Xl - Ky )+ (Xl - Ky )+—}
:
L&, =) (K, -k, ), ]

n

bicimindedir. Es. (6)’daki karisik dogrusal model gosteriminde g , sabit etkilere iligkin parametreler

vektoriinli, U ise, rasgele etkilere iliskin parametreler vektoriinii ve ¢ rasgele hatalar vektoriinii
gostermektedir. Es. (6)’da u ve ¢ 'nun beklenen degerlerinin ve u ile & arasindaki varyans-kovaryans
matrisinin,

0 I 0 ] (7)

c

[ —
™
—

bi¢iminde oldugu varsayilsin. Buna gore Es. (6)’daki karigik dogrusal modelde g ve u parametreler
vektorlerinin birlikte tahmini en iyi dogrusal yansiz kestirici (BLUP) kullanilarak elde edilebilir. Es.
(7)’den u bilindiginde y’nin

ylu~NXB+2u a’l), u~N(O ol

seklinde normal dagildig: varsayilir [8]. u ve y’nin bilesik yogunluk fonksiyonu,
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fu ;y) = fy [u)f(u)

2

1 . o’
;exp{f;(nyBqu)(ny[iqu)+ ~u uj €))
GU
dir. Es. (8)’den f(u ;y) ’nun log-olabilirlik fonksiyonu
L=1log (fu; y) ~(y - XB—-2u) "(y — XB —Zu) + A u'u 9)

olarak elde edilir. Es. (9)’dan diizlestirme parametresinin 1 = af/cj oldugu goriilmektedir. Es. (9)’daki

ifadenin g ve u ’ya gore tiirevleri bulunup sifira esitlenirse ( £, U)’nun en iyi dogrusal yansiz kestiricisi

(BLUP)
/§T|:(CTC+AD)’1CTy (10)
d

olarak elde edilir. Burada C =[X zlveD=7T0

——

0,, | dir. Kestirim degerleri vektorii ise

|
LOKXZ IKXK J

2x2

Mm=Xg+Zi=CC 'C+D) 'C 'y (11)
olarak bulunur. Es. (11)’deki ifade parametrik olmayan m fonksiyonunun en iyi dogrusal yansiz
kestiricisinin “Ridge Regresyon” gosterimidir [6].

Cezalandirilmis egrisel ¢izgi regresyonunun karisik dogrusal model olarak gosterimi oldukga yararlidir.
Ciinkii karisik dogrusal model olarak ifade edilebilen cezalandirilmis egrisel ¢izgi regresyonunda
kestirimler karistk dogrusal model teorisi ve karisik dogrusal model igin gelistirilen bilgisayar

programlar1 kullanilarak elde edilebilir. Ayrica karistk dogrusal modelde kestirilen varyans orani,

2 2
o./o, , egrisel ¢izgi regresyonundaki diizlestirme parametresine, 4 , karsilik gelmektedir. Bu da

diizlestirme parametresinin se¢iminin Onemli oldugu egrisel ¢izgi regresyonunda diizlestirme

parametresinin belirlenmesinde dnemli kolaylik saglar.

3. Uygulama

Bu ¢alismada, cezalandirilmis egrisel ¢izgi regresyonda BLUP yaklagimi ile parametrik olmayan
regresyon fonksiyonunu kestirmek igin Istanbul Sanayi Odasi tarafindan yiiriitiilen “Tiirkiye'nin 500
Biiyiik Sanayi Kurulusu” ¢alismasinin 2009 yilina ait verileri kullanilmistir. Isletmelere ait isgiicii
verimliligi ve aktif karliligi degiskenleri arasindaki iligki incelenmistir. Verimlilik, bir {iretim ya da
hizmet sisteminin trettigi ¢ikt1 ile bu ¢iktiyt yaratmak i¢in kullandigi girdi arasinda iligski olarak
tanimlanmistir. Verimlilik bir igletmede kaynaklarin ne 6lgiide etkin kullanildigint gésteren bir ol¢iidiir.
Bu nedenle verimliligin 6l¢iilmesi ve verimliligi etkileyen faktorlerin belirlenip kontrol altina alinmasi
isletmeler icin oldukga &nemlidir. Isgiicii verimliligi ise isletmelerin iiretim performanslarindaki
iyilesmeyi ve gelismeyi, dolayisiyla sektorlerin rekabet gliglerini yansitan 6nemli bir gostergedir [9].
Verimlilik gostergesi olarak isgilicii verimliligi almmustir. Isgiicii verimliligi Isgiicii verimliligi=Briit
Katma deger/Calisan Sayisi bigiminde hesaplanmaktadir. Bu ¢alismada, isletmelerin “isgiicii verimliligi”

bagimlh degisken, “aktif karliligi (Donem Kari/Net Aktif)” ise bagimsiz degisken olarak ele alinmustir.
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Bazi isletmelere iligkin verilerin eksik olmasi nedeniyle bu igletmeler veri kiimesinden ¢ikarilarak 318
tane isletme analize alinmugtir. Sekil 1°deki isgiicii verimliligi ve aktif karliligina iligkin sag¢ilim

grafiginden bu iki degisken arasinda parametrik olmayan bir iliski oldugu goriilmektedir.
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Sekil 1. Isgiicii verimliligi ve aktif karhilik iliskin sacilim grafigi

Bu ¢alismada isgiicii verimliligi ve aktif karlilig1 arasindaki iliski hem egrisel ¢izgi regresyonu hem de
egrisel ¢izgi regresyonunda BLUP yaklasimi kullanilarak incelenmistir. Egrisel ¢izgi regresyonunda
BLUP yaklasgimini kullanmak kolaylik saglamaktadir. BLUP yaklasiminda egrisel ¢izgi regresyonu
karigik dogrusal modele benzetilerek tahminler elde edildigi i¢in karisik dogrusal model igin gelistirilen
paket programlari kullanilarak tahminler kolaylikla elde edilebilir. Bu ¢alismada da tahminler R paket
programinda karisik dogrusal model i¢in gelistirilen “nlme” paketi kullanilarak elde edilmistir. Ayrica
egrisel ¢izgi regresyonunda diizlestirme parametresinin se¢imi Onemli bir konudur. Diizlestirme
parametresinin se¢imi i¢in c¢apraz gecerlik, genellestirilmis capraz gecerlilik vb. gibi bircok yontem
gelistirilmistir. Ancak egrisel ¢izgi regresyonunda BLUP yaklasimi kullanildiginda diizlestirme

parametresinin se¢imi i¢in herhangi bir yonteme gerek duyulmaz. Ciinkii Es.(9)’dan BLUP yontemi ile
tahmin edilen varyans orani (af / 05 ) diizlestirme parametresi olarak elde edilir. Ik olarak

cezalandirilmis egrisel ¢izgi regresyonunda kullanilacak diigiim sayilarina karar verilmelidir. Bunun i¢in
K=min(1/4 (tekrar etmeyen x;’lerin sayisi), 35) formiiliinden yararlanilmistir. Buna gore digiim
noktalarinin sayist K=min(79.2, 35)=35 olarak bulunmustur. Diigiim noktas1 sayisi belirlendikten sonra R
programinda yazilan kodlar ile bu diigiim noktalar1 igin X ve Z matrisleri yeniden olusturulmustur.
Karisik dogrusal model igin gelistirilen “nlme” paket programu kullanilarak Es.(6)’daki karigik dogrusal

model i¢in parametre kestirimleri elde edilmistir. Bulunan parametre kestirimleri yerine yazilarak
Es.(11)’deki kestirim degerleri ,m,, bulunmustur. Diizlestirme parametresi A = af /au2 = 0.7088 /
120.58 = 0.006 olarak elde edilmistir. Daha sonra bu veriler i¢in ayni diigiim noktalarinda Es.(2)’deki
egrisel ¢izgi regresyon modeli kullamlarak m_ degerleri elde edilmistir. Es.(2)’deki egrisel ¢izgi
regresyon modeli i¢in diizlestirme parametresi “genellestirilmis capraz gegerlilik” yontemi ile 2 = 0.8875

olarak elde edilmistir. Egrisel ¢izgi regresyonunda BLUP yaklagimi kullanilarak yapilan diizlestirme ve

egrisel ¢izgi regresyonu kullanilarak yapilan diizlestirme Sekil 2°deki gibi elde edilmistir.
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Werimlilik

— BLUP
— ECR

Alif karlhg)
Sekil 2. BLUP kullanilarak elde edilen diizlestirme ve Egrisel Cizgi Regresyonu (ECR) ile elde edilen diizlestirme

Sekil 2°den goriildiigii gibi egrisel ¢izgi regresyonunda BLUP yaklagimi kullanildiginda daha iyi bir

diizlestirme elde edilmistir. Ayrica her iki modele iliskin hata kareler ortalamasi
1. o
HKO:_Z (y| - yi )
n i=1

formiili kullanilarak hesaplanmis ve Tablo1’deki gibi elde edilmistir.

Tablo 1. Yontemlere iligkin HKO

Kullanilan Diizlegtirme Yontemi | HKO
BLUP Yaklagimi 0,6926

Egrisel Cizgi Regresyonu 0,7156

Tablo 1’den goriildiigii gibi egrisel ¢izgi regresyonunda BLUP yaklasimi kullanildiginda elde edilen hata

kareler ortalamasi daha diistiktiir.

4, Sonug¢

Egrisel ¢izgi regresyonunda karisik dogrusal model yaklagiminin kullanilmasi tahminlere iliskin
hatay1 azaltmigtir. Ayrica veriyi temsil eden daha iyi bir diizlestirme elde edilmistir. Cezalandirilmig
egrisel ¢izgi regresyonun karisik dogrusal model olarak gésterilmesi, karisik dogrusal model teorisinden
yararlanarak tahminlerin elde edilmesini saglamistir. Bu amagla karigik dogrusal model igin gelistirilen
paket programlarindan yararlanilabilmistir. Ayrica cezalandirilmis egrisel ¢izgi regresyonunun karisik
dogrusal model olarak gosterilmesi sayesinde diizlestirme parametresinin se¢imi i¢in herhangi bir
yontemin kullanilmasina gerek kalmamustir. Ayrica incelenen veri kiimesi i¢in cezalandirilmig egrisel
¢izgi regresyonunda karisik dogrusal model yaklagimi kullanildiginda elde edilen hata kareler ortalamasi,
cezalandirilmis egrisel ¢izgi regresyonu kullanilarak elde edilen hata kareler ortalamasindan daha kiigiik
bulunmustur. Sonug olarak cezalandirilmis egrisel ¢izgi regresyonunun karisik dogrusal model olarak

gosterimi arastirmacilara kolaylik saglamaktadir.
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