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Oz: Islevsel Hilbert uzaylar, istatistik, yaklasim teorisi, grup temsili teorisi, vb. dahil olmak
iizere bircok alanda ortaya c¢ikar. Islevsel Hilbert uzay sayesinde tamimlanan Berezin
doniigiimii ise, diizgiin fonksiyonlar1 analitik fonksiyonlarin Hilbert uzaylar1 {izerindeki
operatorlerle iliskilerini inceler. Berezin yarigapimi ve Berezin normunu karakterize etmek
icin bazi calismalarda birgok esitsizlik ve bunlarin o6zellikleri vardir. Bu c¢alismada
fonksiyonel bir Hilbert uzay1 lizerinde tanimlanan sinirli lineer operatdrlerin Berezin normu
ve Berezin sayisi i¢in yeni esitsizlikler sunulmustur. Bu makalenin benzersizligi veya
yeniligi, iki operatdr i¢in yeni Berezin sayilar1 tahminlerinden olugmaktadir. Bu tahminler,
diger benzer makaleler tarafindan elde edilen Berezin sayilarinin tist sinirlarini iyilestirmistir.
Daha sonra El-Haddad and Kittaneh ([10]) tarafindan verilen esitsizlik genellestirilmis ve
iyilestirilmistir. Bu c¢alismada fikir ve sunulan metodolojiler, bu alanda gelecekteki
arastirmalar i¢in bir baslangi¢ noktasi olarak hizmet edebilir.

Anahtar kelimeler: Berezin doniisiimii, Berezin kiimesi, Berezin sayisi, Konveks fonksiyon,
Siiperkuadratik fonksiyon.

Further Inequalties For The Berezin Radius

Abstract: Functional Hilbert spaces are encountered in a variety of fields, including statistics,
approximation theory, group representation theory, and so on. Smooth functions are
associated with operators on Hilbert spaces of analytic functions through the Berezin
transform defined by functional Hilbert space. We present new inequalities for the Berezin
norm and Berezin number of limited linear operators defined on a functional Hilbert space in
this study. We discovered various inequalities and their features in some papers to
characterize the Berezin number and the Berezin norm. This article's originality or novelty
consists of fresh Berezin number estimations for two operators. These estimates improve on
the upper bounds of the Berezin numbers found in previous studies. The inequality given by
El-Haddad and Kittaneh ([10]) is then improved and generalized after that. The concepts and
approaches offered in this paper may serve as a starting point for future research in this field.

Key words: Berezin transform, Berezin set, Berezin number, Convex function,
Superquadratic function.
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1. Giris

Operatdr teorisi ile ilgili literatiirde, bir operatoriin Berezin normu ve Berezin sayist
miithendislik, kuantum hesaplama, kuantum mekanigi, sayisal analiz, diferansiyel
denklemler vb. alanlardaki bir¢ok uygulamasi i¢in incelenmistir. Berezin sayisini ve
Berezin normunu karakterize etmek i¢in, once bir Hilbert uzayinda simirli lineer
operatorlerin bazi kavramlarini ve 6zelliklerini sunuyoruz.

L(F) cebiri bir ' karmasik Hilbert uzay tizerinde (.,.) i¢ ¢arpim ile tiim sinirli lineer
operatorlerin  C*-cebiri olsun. Eger her x € H igin (Px,x) >0 ise P € L(H)
operatdriine pozitif denir ve P > 0 biciminde yazilir. Eger kendine es P ve R operatorii
icin her x € H i¢in (Px,x) = (Rx,x) ise P > R olur. Ayn1 zamanda bazt m ve M
skalerleri ve her x € H i¢in m(x,x) < (Px,x) < M(x,x) ise m < P < M big¢iminde

1
yazabiliriz. Burada P nin mutlak degeri |P| = (P*P)2 ile gosterilir.

Bir H = H (Q2) fonksiyonel Hilbert uzay1 nokta degerlendirmeleri siirekli, yani her bir
A€ Q igin f = f(A1) donisimi H {izerinde bir siirekli lineer fonksiyonel 6zelligine
sahip Q kiimesi tizerinde karmasik degerli fonksiyonlarin bir Hilbert uzayidir. Bu ise
Riesz teoremine gore her bir 2 € Q ve f € H igin f(1) = (f, K;) olacak sekilde bir tek
K, € H elemaninin mevcut oldugunu garantiler. {I/(> LAE Q} ailesi H’nin g¢ekirdeginin
tireteni adint alir. Eger {e,,} baz1 I fonksiyonel Hilbert uzay i¢in bir ortogonal baz ise o
zaman H nin ¢ekirdek tireteni K; = ¥, e, (1) e,(2) ile verilir. 1 € Q igin K; = ”;ﬁ
ifadesi A *nin normallestirilmis ¢ekirdegi iireteni olsun. # iizerinde P smirli lineer bir
operatorii i¢in P(1) := (PK;,K;) ile Q kiimesi tizerinde tanimli P fonksiyonu P nin
Berezin semboliidiir ([3]). P operatériiniin Berezin kiime ve Berezin sayisi sirasiyla

Ber(P) = {P(1): 1 € Q} ve ber(P) = {|P(D)|: 1 € 0} 1)
ile tanimlanir (bkz. [22]). P € L(H)’nin numerik yari¢api
w(P) = sup{l[(Px, x)|: x € H(Q) ve ||x|| = 1} )

ile tanimlidir. Her P € L(H) i¢in ber(P) < w(P) < ||T|| oldugu bilinen bir gergektir.
Hilbert uzay operatorlerinin sayisal yarigap esitsizliklerine iligkin son katkilar [9]'da ve
oradaki referanslarda bulunabilir. Hilbert uzaylarindaki bazi operatorlerin 6zellikleri
[18, 21]'te bulunabilir.

Ayrica Berezin sembolii kavrami Hardy ve Bergman uzaylar1 iizerinde Toeplitz ve
Hankel operatorleri i¢in detayli incelenmistir. O analizin c¢esitli sorularinda genis
uygulamalara sahiptir. Berezin sembolii hakkinda diger bilgiler i¢in [4, 5, 6, 7, 8, 14, 15,
16, 17, 23, 24, 28] ¢alismalarina ve referanslarina bakilabilir.

Bu makalenin benzersizligi veya yeniligi, ¢ekirdek Hilbert uzaymi yeniden liretmeye
etki eden farkli sinirl lineer operator tiirlerinin Berezin sayist ve Berezin normunun
yeni tahminlerinden olusur. Bu tahminler, diger benzer makaleler tarafindan elde edilen
Berezin sayilarinin tist sinirlarin iyilestirir.

Bu makale su sekilde diizenlenmistir: Bolim 2'de, ana sonuglarimizi olusturmak igin
gerekli olan bazi 6nermeler toplanmistir. Boliim 3'te, operatorlerin gesitli Berezin sayisi
ve norm esitsizliklerini i¢eren ana sonuglarimizi sunuyoruz. Ozellikle iki operatdriin
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toplam1 igin yeni bir tahmin saglanmistir. Daha sonra El-Haddad and Kittaneh ([10])
tarafindan verilen

1P+ RIZ < IIPI + IRIZIl + IP*1% + [R™I2]] (3)

esitsizligi genellestirilmis ve iyilestirilmistir. Ozel durumda P € L(H), r>2 ve f
siiperkuadratik fonksiyonu i¢in

2

F(ber(®)) < |£(1PD = infucaf ([IP1 - ber(P)[K;) @

ber

esitsizligi ispatlanmistir. Bu amaglar i¢in [26] c¢alismasindan bazi metotlar
uygulanmstir.

2. Materyal and Metot

Bu boliimde, bu makaledeki amacimiza ulagmak i¢in kullanilacak olan bazi iyi bilinen
faydali Yardime1 teoremler ve gerekli notasyonlar toplanmastir.

Pozitif tersinebilir P operatorii, pozitif R operatorii ve 0 < v < 1 igin agirlikli operator
aritmetik ortalama V,, ve geometrik ortalama #,, asagidaki

v

1 1 1 1
PV,R=(1-v)P+UR Ve P #, R = P (P2RP2) P2 (5)

. o 1. . . . .
ile tanimlanir. Eger v = 5 ise aritmetik ve geometrik ortalama sirasiyla V ve # ile

tanimlanir.

Huban vd. ([20]) herhangi P € L(H), i¢in

1 . 1 -
ber(P) < 5 [I1P1+ 1Pl < 5 (IIPIl + 11P?I12) (6)
ve

1
ber”(P) < = |IPI*"™ + P20 r>1,0<v<1 @)
esitsizliklerini ispatlamistir. Daha sonra Huban vd. (bkz. [19]) calismasinda
1
ber”"(P*R) < 3 PI?" + |RI*|,r = 1 (8)

esitsizligini vermistir. Diger taraftan Taghavi vd. ([27]) ise
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1
ber"(P*XR) < > ||(p*|X|2(1—v)p)r + (R*IX|1?*R)" ||, r = 1, o<v<1 (9

sonucunu elde etmistir.

Simdi ihtiya¢ duyulan bazi yararli Yardimci teoremler verilebilir.

Yardimei Teorem 1 ([9]). x,y, z € H olsun. Bu durumda

(z, )I? + [z, »)I? < llzIPmaxllx Iy 11?) + I(x, »)] (10)

saglanir.
Yardimci Teorem 2 ([21]). P € L(H) ve x,y € H herhangi vektorler olsunlar. Eger, f

g, f(t) g(t) =t, (t = 0), bagintisini saglayan [0, ) lizerinde negatif olmayan siirekli
fonksiyonlarsa, bu durumda

[(Px, )| < I APDxIHF AP Dy (11)

esitsizligi elde edilir.

Yardimer Teorem 3 ([25]). Eger f, P kendine es operatoriin spektrumunu igeren |
gercel araliginda konveks fonksiyonsa, o zaman herhangi bir x,y € H icin,

f(Px,x)) = (f(P)x,x) (12)

olur ve f konkavsa ters esitsizlik elde edilir.

Yardimc1 Teorem 4 ([2]).f, [0,00) iizerinde negatif olmayan azalmayan konveks
fonksiyon ve P,R € L(H) pozitif operator olsunlar. O zaman herhangi bir 0 <v < 1
i¢in,

|F((1=v)P+vR)|| < 11 —v)F(P) + vf (R)I (13)

saglanir.
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Yardimear Teorem 5 ([12,13]). a,b >0 ve min{a, b} <m < M < max{a, b}
bagintisini saglayan m, M pozitif gergel sayilar oldugunu varsayalim. Bu durumda

M+ m a+b
Vab < 14
2VMm 2 (14)
olur.
f:]0,00) = R fonksiyonu her s = 0 igin, her t = 0 igin
ft=sD + C(E—s)+ f(s) < f(2) (15)

olacak sekilde C; € R sabiti varsa f fonksiyonuna siiperkuadratik fonksiyon denildigi
hatirlanabilir.

Yardimc1 Teorem 6 ([1]). f sliperkuadratik ve negatif olmayan fonksiyon olsun. O
zaman f fonksiyonu konveks ve artan fonksiyondur. Ayrica, eger C, sabiti (15)
esitsizliginde oldugu gibi ise, 0 zaman C; > 0 dir.
3. Bulgular
Bu makaledeki ilk sonucumuz su sekildedir:
Teorem 1. P,R € L(H)olsun. O zaman
1
ber? (P + R) < S [IIP"? + IR Zllper + ber(PI? = [R')] + ber(RP) (4
+ 2ber(P)ber(R)

elde edilir.

Ispat. K; normallestirilmis ¢ekirdegin iireteni olsun. (10) numarali esitsizlikte x =
P’K;, y = R*Kyve z = K,, alinarak

(K PP ED| + (K REED] < 1K, || max(IP*KalIZIR KA 1IZ) + 1¢P* Ky, R*Ky)

esitsizligi elde edilir. Burada A,u € Q dir. Bu esitsizlik max{a,b} = %(a +b—
la — b|) (a, b € R) sayesinde

2 2
|(PK, . K2)|” + |(RK, , K3)|
1
< > [((PP* + RR)K), K;) + [{(PP* — RR")K;, K)I] + [{RP*K), K))|

esitsizligi elde edilir. Simdi, liggen esitsizliginden

(P +R)K, , K)|” < |(PK,, KD)|” + [(RK, kD) + 2|(PK,, , K)||(RK,, , K3
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< 5 [((PP* + RR")K;, Ky) + [{(PP* — RR") K, K))|] + (RP*K), K;)|

1
2
2[(PK, , K;)||(RK, , K)|

+
esitsizligi elde edilir. Ustte elde edilen esitsizlikte A = u ile A, u € Q supremum ahinarak

1

ber?(P +R) < > [11P*12 + IR*?|lper + ber(IP*|? — |R*|?)] + ber (RP")
+ 2ber(P)ber(R)
esitsizligi bulunur.
Uyan 1. Her P ve R iki normal operatdr olmak lizere Teorem 1’den
1
ber?(P +R) < > [I1P1? + [RIZllper + ber(IP|?> — |R|?)] + ber(RP")

+ 2ber(P)ber(R)
esitsizligi elde edilir.
Eger Teorem 1’in ispatinda A = u almirsa o zaman asagidaki sonug verilebilir.

Sonu¢ 1. P,R € L(H) olsun. O zaman

IP +RllZer < %[lllp*l2 + |R*|?|lper + ber(|P|? — [R|?)] + ber(RP*)
+2[[Pllper IRl per
olur.
(11), (12) ve (14) esitsizliklerinden asagidaki daha genel sonug elde edilir.
Onerme 1. P,R,S € L(H) ve f ve g her t € [0,) igin f(t)g(t) =t bagintisim

saglayan ve siirekli olan [0, o) tizerinde negatif olmayan fonksiyonlar olsunlar. Eger h
tizerinde negatif olmayan artan konveks fonksiyonsa, o zaman herhangi bir 0 <v < 1

icin,

h(ber®(P*SR)) < ||(1 _ u)h((R*f(|5|)R)ﬁ) +uh ((P*g(IS'PY) _an
ve

ber?"(P*SR) < % IR*FUSDRY? + (P*FUSDPY*" llper (18)

esitsizlikleri elde edilir.
Ispat. A € Q bir sabit olsun. O zaman agirlikli AM-GM esitsizligini ve (11) esitsizligini
kullanilarak

[{P*SRK;, K))|* = {SRK), PK))|* < (R*f2(ISDRK), Ka)(P* g% (IS* ) PK;, K;)

<(®PasHRT) Kk (PrgUsIPY) Ky
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< (R FASDRYFK,, K)— (P g (IS PV, Ko
f@)=tr(0<v< 1 ) konkav fonksiyonu i¢in)

< (1-v)(Rf? (ISI)R)(1 vK;, K) + v (P g(]S” DP)“K/D K)

elde edilir. Bu elde edilen esitsizlikte A € () icin supremum alinirsa

ber®(P*sR) < [|(1 = )R FUSHRYTD + v(Pg (1" )P):

ber

olur. h varsayimindan dolay,

h(ber*(Prsp) < b ([ - @ FASDRYE + u(P*g(IS* P>

1 )
‘ ber

ber

< Jla o (@ raspr=s) + wn (@ g per)

h <(1 - v)(l’?*f(ISI)R)ﬁ + U(P*g(IS*I)P)%>

ber

yazilir. (18) esitsizliginde h(t) =t" (r=1) ve v =% alinirsa (17) den direk olarak
bulunur.

Teorem 2. P,R,S € L(H) ve f ve g her t € [0,00) i¢in f(t)g(t) =t bagintisim
saglayan ve siirekli olan [ ,oo) tizerinde negatif olmayan fonksiyon olsunlar. Eger h
[0,0) iizerinde negatif olmayan artan konveks fonksiyon, 0 < R*f?(|SDR<m <
M < P*g?(|S*])P veya 0 < P*g?(|S*DP < m < M < R*f2(|S|)R ise, bu durumda

A(ber(P'SR)) < 3 IRCR"F2SIR) + (P 52015 DPler (19)

esitsizligi saglanir.

Ispat. K; normallestirilmis cekirdegin iireteni olsun. (11) esitsizliginden

[(P*SRK;, Kp)| < V(R*F2(ISDRKy, Ky){(P* g2(IS*[)PK;, K) (20)

elde edilir. (14) esitsizligi

V(R F2(ISDRK;, Ky)X(P* g2 (IS DPK;, K;)
VMm
M +
\/M

M+

<

((R*fZ(ISI)RK;u K3) + (P g*(IS"DPKy, Kz))

(R*f2USDR + P*g*(IS"DP)K;, K;) (21)

esitsizligi saglanir. (20) ve (21) esitsizlikleri beraber diisiiniiliirse,

(P*SRKy, Kp)| <~ ((R*F(ISDR + P*g*(IS* DP)Ky, K)

M+m

esitsizligi bulunur. Yukaridaki esitsizlikte A € Q supremum alinirsa,
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m
IR*f2(ISDR + P*g*(IS"DPllper

ber(P*SR) <
er( )_M+m

esitsizligi elde edilir. Simdi, h negatif olmayan artan konveks fonksiyon oldugundan,

VM
h(ber(P*SR)) < h<M ;:ln IR f2(ISDR + P"g (lS*DP“ber>

_ 2/Mm <h(IIR*f2(ISI)R +Pg (IS*DP”be’r)>

-M + m 2 22)
R*f?(ISDR + P*g*(|S* P
M +m 2 ber
VvMm
< IRR*F2(ISDR) + h(P*g*(IS* DP)Iper

M+m

esitsizligi saglanmaktadir. Burada eger f negatif olmayan konveks fonksiyon ve a < 1
2VM
M+m

ise, 0 zaman f(at) < af(t) (yani, T <1) oldugundan dolay1 (22) esitsizligi

bulunur.

Uyan 2. Asagida (19) esitsizliginin baz1 belirli ilgi ¢eken esitsizliklerini ifade ediyoruz.
() Egerr>1ve0<v<1ve0<RS|?!OYR <m<M < P*|S*|*P veya
0 < P*|S*|?P < m < M < R*|S|*~Y)R olursa o zaman

va r
ber” (P*SR) < R*|S|2A-VR P*|S*|2vP)"
er”(PSR) < 3 [ (RISPAR)" + Pis Py

elde edilir. Yukaridaki esitsizlik, (9) esitsizliginin refine edilmis halidir.
(i) Egerr>1ve0<v<1vehernezaman0 < |S|20-Y <m <M < |S*]|?
veya 0 < |S*|2Y <m < M < |S|20-Y) jse 0 zaman

VvMm
ber"(P*SR) <
er’( )_M+m

|||S|2r(1—v) + |S*|2rv”

ber

dir. Yukarida verilen esitsizlik, (6) esitsizliginin refine edilmis halidir.
(iii) Eger r>1 ve her zaman 0 < |R|?<m <M < |P|? veya 0 < |P|? <m <
M < |R|? ise 0 zaman

VvMm
ber” (P*SR) <
er’( )_M+m

RIZ" + 1P1*" lIper

dir. Yukar: verilen esitsizlik, (8) esitsizliginin refine edilmis halidir.

Teorem 3. P,R,S € L(H) ve f ve g her t € [0,0) i¢in f(t)g(t) =t bagintisim
saglayan ve siirekli olan [O,oo) tizerinde negatif olmayan fonksiyon olsunlar. Eger h
[0, ) tizerinde negatif olmayan artan konveks fonksiyon ve verilen m’ ve M’ igin, 0 <
m' < R*f2(ISPR < P*g*(|S*)P < M’ veya 0 <m' < P*g%(|S*|)P < R*f%(|SDR <
M’ ise, bu durumda
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1
h(ber(P*SR)) < % IR(R*F2(ISDR) + R(P*g*(IS*DP) I per

1

, (02)
Ispat. [11] calismasindaki Sonu¢ 3.15°den, 0 <m’ < R*f2(|SDR < P*g%(|S*|)P <
M’ veya 0 <m' < P*g?(|S*|)P < R*f?(|S])R < M’ elde edilen m’,M’ > 0 ile P,R >
0 igin

esitsizligi elde edilir. Burada h’ = % ileé = dir.

v(l—v) 1\?
exp, T(l_ﬁ> P #, R<PV,R

1
olur. Burada exp,(x) = (1+rx)r olur. Eger 1+rx >0 ise, ve aksi halde
tanimlanamaz. exp,(x) degeri r € [—1,0] arahginda azalan oldugundan, r = —1
oldugu zaman yukaridaki esitsizlikte alt sinir bulunur. Sonunda 0 < m' < min{a, b} <
max{a, b} < M’ olacak sekilde m’,M’' > 0 ve a,b > 0 igin

a+b
2

dpVab <

skaler esitsizligini elde ederiz. Teorem 2 de oldugu gibi benzer argiimanlar ile bu
esitsizlige uygulayarak, istenen sonug bulunur.

Biz ayrica Uyar 2 ile benzer uyarilar elde ederiz. Burada Yardimc: Teorem 4, Onerme
1 ve Teorem 2 de onemli rol oynamaktadir.

Simdi Yardimci Teorem 4’{in iyilestirilmesi verilebilir.

Onerme 2. Yardimci Teorem 4 deki varsayimlar saglansin. Bu durumda
[IF((1=v)P+uR)||, < 11 =0)f(P) +vf Rllper — E(f) (23)

olur. Burada r = min{(v,1 —v)} ve

£() = infacalf (P + £ (RWD) - 2f (@ (A))} (24)

dir.
Ispat. 0 <v < %oldugunu varsayalim, A € Q bir sabit olsun. O zaman

FU((1—v)P +VR)Ky, K3)) + TE(f)
< f((1 = v){PK), K3) + v(RK;, K;)) + 1E(f)

P+R
<f ((1 — 20)(PKy, Ky) + 20 (—— K, K») +78(f)
(25)

P+R
< (1= 20) FUPKy K) + 20f (=K K ) + 7€)

P+R
+r (f(<PKA, K+ (RKy, Ko)) — 2f ((—— K, m))
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(f fonksiyonunun konveksliginden)
< (1 -v) fPKy, K3)) + vf ((RK), K;))
< (1 = v) (f(P)Ky, K3) + v{f (R)K}, K)
<{(A =) f(P) + vf (R)) Ky, Ky)

olur. (24) esitsizliginden (25) esitsizligi elde edilir. Eger %S v <1 i¢cin benzer
arglimanlar uygulanirsa,

FU(A =P +uR)Ky, K1) < {((1 —v) F(P) + vf(R)Ky, Ky) — € (f)

esitsizligi yazilabilir. Eger P € L(H) pozitif operator ise, 0 zaman |[|P|lper =
supyeal{PK;, K;) oldugu bilinir. f’nin artanligini ve siirekliligini kullanarak,

lF((1—v)P+ vR)”ber = f(suprca(((1 — V)P + vR)K), K;))
= supseaf ((((1 — V)P + vR)Ky, K;))
< supaea((((1 = v) £(P) +vf (R))Ky, K3)) — 7€ (f)
=1 = v)f(P) + vf (R)lper — rE(f).

esitsizligi bulunur. Diger taraftan, eger P € L(H) ve f [0,00) araliginda negatif
olmayan artan fonksiyon ise, 0 zaman f([|S|lper) = [If (S)|lper Olur. Bu ise istenen
sonucu verir.

Uyan 3. Eldeki (23) esitsizligi ile Onerme 1 ve Teorem 2 iyilestirilebilir. Ornegin,
Onerme 1 in varsayimi altinda,

—rB(f)

ber

h(ber’(Ps®)) < | - )R F2(SDRYT + v(P*g2(|S°P)"

ifadesi elde edilir. Burada

B(f) = infreqsh ((R*fiflfl)R)“T’O () + h(P*g*(S*HP)* ()

1 1

(R*f2(SDR)G— + (P g*(IS*P)v
2

—2h

D

dir.

(15) esitsizligi ve Yardimci Teorem 6 kabul edilerek, ber(P) < ||P|lper refine
edilebilir.

Teorem 4. P € L(H) ve f negatif olmayan siiperkuadratik fonksiyon olsun. O zaman

2

f(ber(P)) < |[£(IPD = infcaf (|IPI - ber(P)['K; ) (26)

ber

saglanir.
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Ispat. K; normallestirilmis ¢ekirdegin iireteni olsun. (15) esitsizliginde s = ber(P)
koyarak,

f(lt — ber(P)|) + Cpercp)(t — ber(P)) + f(ber(P)) < f(¢) (27)

esitsizligi elde edilir. (27) deki |P| fonksiyonel temel kalkiiliis islemleri uygulayarak,

f(|[IP| = ber(P)|) + Cperp)(IP] — ber(P)) + f(ber(P)) < f(IP]) (28)

esitsizligine ulasilir. Sonug olarak, herhangi bir A € Q igin

2

[Ftie1 = ber®Dscs|| + Coorcrr (1PIKw ) = ber @) + F(Ber®)) (a0
< fUIPIKx, K3))

olur. Simdi, (29) de 1 € Q supremum alarak ve ber(P) = ||P|| = ber(P) gergegini
kullanarak ve liggen esitsizligini uygulayarak istenen sonug¢ bulunur.

Teorem 4 ifadesinde f(t) =t" (r = 2) siiperkuadratik fonksiyonu alinirsa asagidaki
sonug elde edilir.

Sonug 2. P € L(H) olsun. Herhangi r > 2 igin

r 2
ber”(P) < |||P|r — infreq|IP| — ber(P)[?K;

ber

ve

ber(P) < J 11P12 = infycal 1P| = berP)|K . < 1Pllper

elde edilir.

4. Sonuc¢ ve Yorum

Bu ¢alismada sunulan fikirler ve metodolojiler, bu alanda gelecekteki arastirmalar i¢in
bir baslangic noktasi olarak hizmet edebilir. Berezin sayisinin olast bir genellemesini
inceleyerek, operatorlerin norm esitsizlikleri ile Berezin sayisi arasindaki diger
baglantilari arayacagiz. Iki operatoriin toplami igin Berezin sayisini kullanarak bazi iist
sinirlar bulmak istiyoruz. Ayrica, fonksiyonel Hilbert uzayi tizerinde pozitif bir operator
operatOr tarafindan indirgenen ek bir yari i¢ ¢arpim yapist dikkate alindiginda, Berezin
sayis1 ve Berezin normu ile ilgili bazi sinirlar incelenmistir. Gelecek ¢alismalarimizda
aragtirmamizin ~ “Fraktallar ve Kesirli Hesap” ile baglantilara nasil katkida
bulunabilecegini planliyoruz.
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