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Bu caligmada, lineer olmayan Drinfeld-Sokolov denklem sistemi ve Modifiye-Benjamin-Bona-Mahony
denkleminin pertiirbatif ¢éziimleri, homotopi pertiirbasyon yontemi kullanilarak elde edilmistir. Denklemlerin
pertiirbatif ¢oziimleri i¢in ii¢ iterasyon yapilmistir. Birinci iterasyonlar kullanilarak her iki denklem icin de basit
dallanma noktalar1 hesaplanmustir. ikinci iterasyonlar igin basit dallanma noktasinin yalnizca Drinfeld-Sokolov
denklem sisteminde oldugu goriilmistiir.

Anahtar Kelimeler: Homotopi Pertiirbasyon Yo6ntemi, Drinfeld-Sokolov denklem sistemi, modifiye-
Benjamin Bona-Mahony denklemi

APPLICATION OF HOMOTOPY PERTURBATION METHOD TO
NONLINEAR PARTIAL DIFFERENTIAL EQUATIONS

ABSTRACT

In this paper, Drinfeld-Sokolov system of equation and Modify-Benjamin-Bona-Mahony equations are studied
perturbatively by using homotopy perturbation method. We made three iterations for the perturbative solutions
of these equations. The simple bifurcation points are calculated by using the first iterations for both equations.
The simple bifurcaton point is seen only in the Drinfeld-Sokolov system of equation for the second iteration.

Keywords: Homotopy perturbation method, Drinfeld-Sokolov equation, modify-Benjamin-Bona-Mahony
equation

1. GIRIS

Drinfeld-Sokolov (DS) denklem sistemi ilk olarak Drinfeld ve Sokolov tarafindan, Lax ciftine sahip lineer
olmayan kismi diferansiyel denklemlerin 6zel formu olarak tanimlanmistir [1]. Denklemin fiziksel uygulamasi
ayrintili olarak Kaynak [2]’de ele alinmugstir. DS denklem sistemi ve ¢oziimleri ¢esitli arastirmacilar tarafindan
farkli yontemler kullanilarak incelenmistir [3-8]. DS denklem sistemi; u ve v bagimli ve x ve t bagimsiz
degiskenler, a, b ve k keyfi sabitler olmak iizere

U+ W), =0 1)
Ve + QUyyy + 3bu,v + 3kuv, =0 )
seklinde verilir [8].
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Farkli fiziksel sistemlerin matematiksel modellerinden biri olan Benjamin-Bona-Mahony (BBM) denklemi ilk
defa Benjamin ve digerleri tarafindan [9] Korteweg-de Vries (KdV) denkleminin alternatif modeli

Up + Uy + ULy — Uy = 0 3)
biciminde verilmistir. Burada u bagimli ve x ve t bagimsiz degigkenlerdir. Literatiirde (3) denklemi ile verilen
BBM denkleminin farkli modifiye versiyonlari mevcuttur [10-15]. Bu ¢alismada, Kaynak [14]’te verilen a, 8 ve
y keyfi sabitler olmak iizere

Uy + auy, + fulu, —yuy, =0 4)

ile tammlanan Modifiye-Benjamin-Bona-Mahony (MBBM) denklemi incelenecektir. Aslan [14], (4) denklemi
ile verilen MBBM denkleminde (G’ / G) -a¢ilim metodu ile tam ¢dzliimlere ulasmustir.

Bu ¢aligma, Kaynak [15] ve [16]’da yapilan ¢alismalarin bir genislemesi niteligindedir. Kaynak [15,16]’da; DS
ve MBBM denklemleri igin sadece birinci iterasyonlar kullanilarak basit dallanma noktalar1 hesaplanmistir. Bu
iki ¢aligmadan farkli olarak, bu ¢alismada her iki denklem i¢in de iigiincii iterasyona kadar basit dallanma
noktalar1 arastirilmistir. Birinci iterasyonlar kullamlarak basit dallanma noktalar1 hesaplanmustir. Ikinci
iterasyonlar sonucunda, DS denklem sistemi i¢in basit dallanma noktas1 hesaplanmistir. MBBM denkleminde ise
ikinci iterasyon igin basit dallanma noktasinin olmadigi tespit edilmistir. Ugiincii iterasyon sonucunda ise
durumun ikinci iterasyonla ayni oldugu goriilmiistiir.

2. MATERYAL VE METOT
2.1. Homotopi Pertiirbasyon Metot

A genel bir diferansiyel operator, f(r) analitik bir fonksiyon, T': Q bdlgesinin sinir1 olsun. Lineer olmayan
bir diferansiyel denklem

AU)-f(r)=0, reQ ®)

seklinde verilsin. B sinir gartlari ise

Bu)-J =0, rer
an

olsun [17]. A diferansiyel operatorii, L lineer ve N lineer olmayan operatorler olmak iizere (5) denklemi
LW)+N@u)=f(r), reQ

bi¢iminde yazilir. Burada
v(r, p)=Qx[0,1]] >R

seklinde bir homotopi tanimlanir [17]. p [0,1] ve u, sinir kosullarini saglayan baslangic yaklagimi olmak lizere
H(,p) = L(w) = L(uo) + pL(uo) + p[N(v) — f(r)] =0 (6)

esitligi gerceklenir [17]. (5) denkleminden

H(v,p) = L(v) = L(up) = 0 ()
Hw,1) =L@w)-N®) - f@) =0 ®)

denklemleri elde edilir [17]. p parametresinin 0’dan 1’e degismesi, v(r, p) fonksiyonun u,’dan u,.’ye degisimini

gergeklestirir. Topolojide bu degisim, L(v) — L(u,) ve L(v) + N(v) — f(r) homotopik olarak adlandirilir [17].
(7) ve (8) denklemlerinin ¢6ziimleri p cinsinden bir kuvvet serisi
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v =1vy+pvy +piv, + 9)
seklinde ifade edilir. (5) ile verilen denklemin yaklasik ¢6ztimii ise

u=lim_ v=v,+V, +V, +--- (10)

p—l

serisiyle elde edilir.

3. BULGULAR VE TARTISMA
3.1. Homotopi Pertiirbasyon Metodun Uygulamalar:

3.1.1. DS Sistemine Homotopi Pertiirbasyon Metodun Uygulanmasi

(1) ve (2) numarali denklemler ile verilen DS denklem sisteminde 7=x-pt, u=U(n), v=V ()

doniisiimii uygulanirsa, (j:_ ﬂ ve v :(LV olmak lizere
dn dn

-AU'+(V¥)' =0 (11)
pV'+av"-3pU'V —-3kUV'=0 (12)

denklemleri elde edilir. (11) denklemi integrallenebilen bir denklem olup, eger integre edilirse c keyfi bir
integrasyon sabiti olmak tizere

U=tz (13)
B

sonucuna ulagtlir. (13) denklemi (12) denkleminde yerine yazilir ve integrali alinirsa

P30, @ s e g (14)
af afp afp

\

elde edilir. Burada e yeni bir integrasyon sabitidir. Bu ¢alismada, (14) denkleminin ¢6ziimii i¢in kaynak [18]’de
kullanilan baslangig sartlarindan farkli yeni baslangi¢ sartlar1 kullanilacaktir.

3.1.1.1. Birinci iterasyon

Homotopi Pertiirbasyon metodu (14) denklemine: p <[0,1] olmak iizere

2
Ve B —3Ck)V B (2b+k) pV3

e
=0, pel0]] (15)
af af 4

seklinde uygulanir. p = 0 oldugunda (15) denklemi lineer bir denkleme, p = 1 durumunda ise (14) denklemi ile
verilen orijinal denkleme indirgenir. (15) ile verilen adi tiirevli denklemin ¢6ziimii

V=V, +pV, (16)

biciminde p’nin bir serisi seklinde aranir. Bununla birlikte (15) denkleminde lineer terimin katsayisi ve sabit
terim ise
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2
B =3%) _ w2 4 pay, 17
%
£ (18)
5

olacak bi¢cimde p’nin bir serisi bigiminde yazilabilir [19-21]. (16), (17) ve (18) ifadeleri (15) denkleminde yerine
yazilirsa

V, +aV, =0, (19)
V, + o'V, + oV, - (Zb;;k)Voa +c,=0 (20)
Q,

denklemleri elde edilir. (19) denkleminin V,(0) = A ve V;(0) = 0 baslangig sart1 altinda ¢6ziimii
V, = Acos wn (21)

seklindedir. (21) denklemi ile verilen ¢6ziim (20) denkleminde yerine yazilirsa

2 3
V, + 0V, + wl—w ACOSwU—MCOS3wn+Cl =0 (22)
dap Q,
. . 3A°(2b +K) N T
denklemine ulasilir. (22) denkleminde @ ———— = =0 esitligi saglanmazsa, (22) denkleminin her ¢dziimii
dap
bir sekiiler terim icerir. Boylece
3A%(2b +k)
0 =——",
dap
c,=0

esitlikleri gergeklenir. (22) denklemindeki cos wn terimi elimine edilirse
" A% (2b + k)
V, + 0V, -~  cos3wn +¢, =0 (23)
dof

denklemine ulagilir. (23) denkleminin V;(0) = 0 ve V/(0) = 0 baslangi¢ sartlari altinda ¢dziimii

A’(2b+k
V,=- (72) (cos 3wn — cos wn)
32afw
olur. p =1 igin (15) denkleminin ¢dziimil
A’(2b+k
V = Acos wn — (7+2) (cos 3w — cos wn) (24)
R2afw

seklinde elde edilir [15,16]. Bu ¢6zlim (13) ile verilen denklemde yerine yazilirsa

1 A’(2b+k
U= 5 ((Acos wn — (7+2) (cos 3wn — cos wn))” +¢)

R2aofw
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elde edilir. V ve U ile verilen ¢6ziimlerde 7 = x— St doniigimil uygulanirsa (1) ve (2) denklemleri ile verilen

DS sisteminin birinci iterasyon ile elde edilen pertiirbatif ¢oziimleri bulunmus olur. Ayrica, (17) ve (18) ile
verilen denklemlerden

. (B° —3ck) 3A"(2b+k)
B 4afp

(25)
e=0

2
sonucuna ulasilir. (25) ile verilen denklemden @? >0 oldugu asikardir. ¢ > i B —i(2b+k) i¢in ise (25)
3k 4k

denkleminin ¢6ziimii yoktur. Cozim:
1 A

c<— BF——(2b+k)
3k 4k

esitsizligi gerceklendiginde miimkiin olup, bu ¢6ziim

Y- (B° —3ck) 3A°(2b+k)
R 4o

seklinde elde edilir. Boylece, basit dallanma
1, A
c=— p*——(2b+kK)
3k F 4k

icin meydana gelir [15,16]. Birinci iterasyonda yapilan uygulamada oldugu gibi ikinci iterasyon sonucunda basit
dallanma noktas tespiti agagida gosterilmistir.

3.1.1.2. ikinci Iterasyon
ikinci iterasyon igin, (15) ile verilen denklemin ¢dziimii
V =V, +pV, + p?, (26)

seklinde aranir. (15) denkleminin lineer terimin katsayisi ve sabit terimi

2

(B =3k) _ @ + pay, + plw,, (27)
off

a_eﬂ =pe, + p'c,. )

seklinde p’nin bir serisi bi¢iminde yazilabilir. (26), (27) ve (28) ifadeleri (15) denkleminde yerlerine yazilirsa

V, +o’V, =0,
" 2b+k
V, + o'V, + oV, - !vj +¢, =0
aff
", 3(2b+K). ,
V, +oV, + oV, oV ————=VV, +¢, =0

af
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denklemleri elde edilir. Bu denklemlerin ¢6ziimleri igin;

3A%(2b+k)
0 =—"
dap
3A*(2b + k)?
= T 2 2 2
2 a°pf'w

olmak tizere sirastyla V(0) = 4, V;(0) = 0ve V;(0) =0,V;/(0) =0 (i=1,2) baslangi¢ kosullar1 kullanilirsa

V, = Acoswn
A¥(2b+k)
=—————*(cos3wn —Cos )
| Rape (cos3wn @)
A°(2b+k)®
V2 = W (COS 5&)7] —COS 6077)

¢ozlimlerine varilir. Bu ¢oziimler p =1 i¢in (26) ile verilen denklemde yerlerine yazilirsa

3
A(2b+k) (cos3wn —cos wn) +
3 2

20w

A®(2b+k)?

V = ACOSCO?]— W(COS5CDU—COSCOT7)

¢Oziimiine ulagilir. Bu ¢6ziim ise (13) de yerine yazilirsa

3
W (cos3wn —coswn) +

20w

A°(2b+k)?

W(COSS@?] —CO0s 6!)77))2 +c)

1
U=—((Acoswn -
5 n

¢Oziimiine ulagilir [15]. V ve U ile verilen ¢oziimlerde 7 =x— At donisimii uygulanrsa (1) ve (2)

denklemleri ile verilen DS sisteminin ikinci iterasyon ile elde edilen pertiirbatif ¢6ztimiine ulagilir. (27) ve (28)
ile verilen denklemler

(8% —3ck) N 3A%(2b+k) N 3A*(2b +k)?
af daf 2o’ o’
e=0

(29)

seklinde yeniden yazilabilir. (29) denkleminden de agikca goriilecegi lizere @’ >0 olmalidir.

—12A*b% — 124%bk — 3A*k? — 672A42bB% — 336A2kp% — 11208*

€= 1344k B2

durumunda (29) ile verilen denklemin ¢6ziimii yokken,

—12A*b% — 124%bk — 3A*k? — 672A42bB% — 336A2kp% — 11208*

€< 1344k B2

esitsizligi gergeklendiginde (29) denkleminin ¢éztiimii
s = a’B2(15A4*(2b + k)* + 48A%(2b + k)(3ck — B?) + 32(—3ck + pH)?)

olmak tizere

© = +(1/4ap) J—6(4ck T 42(2b + K))af + 8aB? + VIVS
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seklinde elde edilir. Boylece, ikinci iterasyona gore

—12A4%*b? — 12A4*bk — 3A*k? — 672A4%bB? — 336A2kB? — 11208*
1344kp?

CcC =

degerinde basit dallanma meydana gelir.
3.1.1.3. Ugiincii iterasyon
Ugiincii iterasyon icin, (15) ile verilen denklemin ¢oziimii
V =V, +pV, + piV, + p,

seklinde aranir. (15) denkleminin lineer terimin katsayisi ve sabit terimi

2_
('Ba—;’Ck)zwz+ po, + pe, + P,
€ 2 3
_aﬂ:pcl"‘p G+ PG

seklinde p’nin bir serisi biciminde yazilabilir. Burada

3A’(2b+K)
o =—"
dap
3A"(2b + k)?
Q= 2.2
2a fw
w; =0

olmak tizere V,(0) = A, V5(0) =0 ve V;(0) =0,V/(0) =0 (i=12,3) baslangi¢ kosullari altinda birinci ve
ikinci iterasyonlar i¢in yapilan islemler tekrar edilirse, p =1 igin

A®(2b +k)?

210a2ﬂ2w4

A*(2b+K)

V = Acoswn — cos3wn —coswn) + cosbwn —cos w
n 32aﬂmz( n 7) ( n 1)

A (2b+k)?

—W(coﬂa)n —6c0s3wn +5c0swn)

3
U= i[(ACOScm] —M
B 32afw

(cos 7wn —6cos3wn +5c0s wn )]’ +c)

A°(2b+ k)2

(COS 36077 —C0s a”]) + 210a2ﬂ2w4

(cos5wn —coswr)
A7 (2b + k)®
- 2150(3ﬂ3a)6

¢oziimleri elde edilir [15]. V ve U ile verilen ¢oziimlerde 7 =x— At donisiimi uygulamrsa (1) ve (2)

denklemleri ile verilen DS sisteminin ii¢lincii iterasyon ile elde edilen pertiirbatif ¢dziimiine ulagilir. @, = 0 ve

e =0 ifadelerinden; tigiincii iterasyon sonunda dallanma noktasinin ikinci iterasyon ile elde edilen dallanma
noktasi ile ayn1 oldugu sonucu ¢ikmaktadir.
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3.1.2. MBBM Denklemine Homotopi Pertiirbasyon Metodun Uygulanmasi

(4) numarali denklem ile verilen MBBM denklemine 7 = kx + wt,u =U (77) doniisiimii uygulanirsa

—7k’oU" + BKUU' + (@+ak)U’' =0 (30)

seklinde adi tiirevli denklem elde edilir. Bu denklem integre edilebilir bir denklem olup, bir kez integre edilirse;
c keyfi bir integrasyon sabiti olmak iizere

U”

k c
lorak)y Pyl C g (31)
7K 3ykw 7K @

denklemine ulasilir. Bu ¢alismada, (31) denklemi igin kaynak [22]’de kullanilan baslangi¢ sartlarindan farkli
yeni baglangi¢ sartlari igin pertiirbatif ¢oziimler elde edilecektir.

3.1.2.1. Birinci iterasyon

(31) numara ile verilen adi tiirevli denkleme homotopi pertiirbasyon metodu uygulanirsa;

U"

k
_(a)+20t )U_ ﬂ pU3_ . :0, pE[O,l]
7K @ 3rkaw 7K o (32)

seklinde bir denklem elde edilir. p =0 durumunda (32) denklemi lineer bir denkleme, p =1 durumunda ise
orijinal denkleme indirgenecektir. Homotopi pertiirbasyon teknigi geregi, (32) denkleminin ¢6ziimii

U =u, + pu, (33)

seklinde p’nin bir serisi, lineer terimin katsayisi ve sabit terim

_% =%+ poy, (34)
vk
C
—k—2 = p¢,. (35)
7K @

bi¢iminde p’nin bir serisi biciminde yazilir. (33), (34) ve (35) denklemleri (32) denkleminde yerine yazilirsa

U, +o°U, =0, (36)

U£+62U1+01U0—3%U§+cl =0 @37
1400

denklemleri elde edilir. Uy(0) = A ve Uy(0) = 0 baslangic sartlar1 (36) ile verilen adi tiirevli denkleme
uygulanirsa,

U, = Acosorn (38)

¢ozlimiine ulasilir. (38) ile verilen ¢6ziim (37) denkleminde yerine yazilirsa
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2 3
U, +0%U, +| o, — AS Acoson — Ap cos3on+¢, =0 (39)
4ykew 12ykw

denklemi elde edilir. (39) denkleminde

A2
o, — p =0
4yko

esitligi gergceklenmez ise (39) denkleminin her ¢dzlimii bir sekiiler terim igerir. Bu sebepten

A2
o, — p =0, ¢ =0
dyka

esitlikleri ve (39) denklemindeki COS 077 terimleri yok edilirse,

3
U, +02U1—12A’f cos3on =0
Y K@

denklemi elde edilir. Bu denklemin ¢6ziimii U;(0) = 0 ve U;(0) = 0 baslangig¢ sartiyla birlikte

AB
U, =———(cos3on—Cos
! 967/ka)0'2( o o)

seklinde bulunur. p =1 durumunda (33), (34) ve (35) denklemlerinden

3
U = Acoson— ﬁf}f (cos3om —cos on)
g2 (orak) Ap (40)
Ko  dykeo
c=0

2
elde edilir [15,16]. 62 = 0 olacagindan a > — (% + %) esitsizligi gerceklendiginde (40) denkleminin ¢dziimii
2
yoktur. Fakat, a < — (% + %) esitsizligi ger¢ceklendiginde denklemin ¢oziimii

o J_(w+ak) A

K’ - dyke

2
seklinde elde edilir. Boylece a = —(%+%) noktas1 birinci iterasyondan basit dallanma noktasi olarak

bulunmus olur [15,16].

3.1.2.2. ikinci Iterasyon

Ikinci iterasyon i¢in (32) numara ile verilen denklemin ¢oziimii
U =u, + pu, + pu, (41)

seklinde p’nin bir serisi olsun. Ayrica, (32) denkleminde lineer terimin katsayisi ve sabit terim
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w+ak
- Ko )+ po,+ pio, (42)
C 2
- ;/kza) = pc, +p°c, (43)

bigiminde p’nin bir serisi biciminde yazilir. (41), (42) ve (43) ile verilen denklemler (32) denkleminde yerine
yazilirsa

U, +o°U, =0,

U£+02U1+0'1U0—%U3+cl=0
144

UJ+c°U, +o,U, +alUl—iU§U1 +c,=0
rko

denklemleri elde edilir. Bu denklemlerin ¢6ziimleri i¢in

A’B
O'l =

- dyke
A4[32

olmak lizere Uy(0) = A ve Ui(0) = 0vei = 1,2 i¢in U;(0) = 0, U;(0) = 0 baslangig kosullar1 kullanilirsa

U, = Acoson
A'p
U, =———(cos3on—CoS
. 967/ka)0'2( o —C0s o7y)

AB?
2= 32210}/2k26020'4 (COSSO—U—COSGU)
¢ozlimlerine ulasilir. p =1 i¢in (41) den

ApB Ap?
U= ACOSW—W(COQGU—COSOW)*‘W

- (cos5om —coson)

elde edilir [15]. (42) ve (43) denklemlerinden
o2 _ (o+ak) A B 3 A'p?
Ko  dyke 273y%K’0’c?’

(44)
c=0

gerceklenir. (44) denkleminden ¢6ziim
q = —1536A*k?w?B?%y? + (384w?y + 384kway + 96A%kwfy)?

olmak tizere

_ 1 _ 24 _ AZB + \/E )1/2
2k?y  2kwy 8kwy = 768kZw?y?

o==(

seklinde verilir. Burada, basit dallanma meydana gelmemektedir.
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3.1.2.3. Uciincii iterasyon

Ucgiincii iterasyon igin (32) ile verilen denklemin ¢oziimii
U =u, + pu, + p°u, + pu,

seklinde p’nin bir serisi olsun. Ayrica, (32) denkleminde lineer terimin katsayisi ve sabit terim

_(o+ak)

= o’ + po, + p’o, + pio, (45)
YK @

—— = pc, + p'c, + pc, (46)

7K
bi¢iminde p’nin bir serisi bi¢iminde yazilir.

Birinci ve ikinci iterasyonlar igin yapilan islemler tekrar edilirse ve Uy(0) = A ve Uy(0) =0 ve i = 1,2,3 igin
U;(0) = 0, U; (0) = 0 baslangi¢ kosullar1 altinda p =1 i¢in (32) denkleminin iteratif ¢6ziimii

Asﬂ ASﬂZ
————(cos3on—C0S0N)+——————
3125 }/kwaz ( ’7 77) 32210}/2k2w20-4

A7ﬂ3
- 3915 7/3k3a)30'6

U = Acoson— (cos5om —coson)

(cos7on—6cos3on+5coson)

seklinde elde edilir [15].
0, =0 ve ¢ =0 ifadelerinden iigiincii iterasyon kullanilarak dallanma noktasi hesab1 anlamsiz olup, davranis

ikinci iterasyonla ayni olmaktadir. Dolayistyla, tigiincii iterasyon i¢in de basit dallanma meydana gelmemektedir.

4. SONUC

Bu c¢alismada, homotopi pertiirbasyon teknigi kullanilarak lineer olmayan kismi tiirevli Drinfeld-Sokolov
denklem sistemi ve Modifiye-Benjamin-Bona-Mahony denkleminin pertiirbatif ¢6ziimleri elde edilmis ve bu
¢oziimler i¢in liger iterasyon yapilmistir. Birinci iterasyonlar sonucunda her iki denklem i¢in de basit dallanma
noktalar1 verilmistir. Drinfeld-Sokolov denklem sisteminin ikinci iterasyon ile ¢6ziimiinde basit dallanmanin
varlhig1 tespit edilmistir. Modifiye-Benjamin-Bona-Mahony denklemi i¢in elde edilen ikinci pertiirbatif ¢oziimde
basit dallanmanin olmadig1 gériilmiistiir. Uciincii iterasyonlar sonunda ise dallanma noktalarinin ikinci
iterasyonlarla ayn1 oldugu sonucuna varilmigtir. Dort ve sonraki iterasyonlar i¢in dallanma noktalari ¢aligilmigsa
da bir sonuca varilamamustir.
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