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Ozet

David Bohm ve doktora 6grencisi Yakir Aharonov 1959 yilinda Aharonov-Bohm
(AB) olaymi kesfettiler. Daha sonra AB olayr 1986 yilinda A. Tonomura ve
arkadaslar tarafindan deneysel olarak dogrulanarak daha gekici bir hale gelmistir
(Tonomura ve ark., 1982, 1986). AB olaymin anlasilmasi ile kuramsal fizigin
temelleri ve AB olay1 ile ilgili baska fiziksel olay ve kavramlar daha iyi
anlasilmaktadir.

Bu ¢alismada, Aharonov-Bohm olay1 incelenip tartisilmaktadir (Aharonov ve
Bohm, 1959). AB olaymin sonucunda, kuantum mekaniginde elektromagnetik
(EM) potansiyellerin ilging Ozellikleri ortaya ¢ikmakta ve ayri bir O6nem
kazanmaktadir. Klasik mekanige gore, alanlar yiiklii parcaciklarin kendisi ile direk
etkilesmektedir fakat Aharonov-Bohm olayina goére etkiyen hicbir alan olmasa
bile yikli  parcaciklarin  elektromagnetik  potansiyellerle  etkilestigi
anlasilmaktadir.

Ayar dontisiimleri altinda Schrédinger dalga denkleminin degismez (invaryant)
kalmasi, dalga fonksiyonun doniigsmesini gerektirir. Doniisen dalga fonksiyonu bir
faz carpam igerir ve bu faz, elektromagnetik potansiyellere bagldir. Onerilen
Aharonov-Bohm deneyinde hi¢ bir alanla etkilesmeyen fakat sadece
elektromagnetik potansiyeller ile etkilesen elektronlar girisim deseninde kaymaya
neden olur. Bunun sonucunda, faz kaymasi, magnetik aki, magnetik tek-kutup
(monopole) kuantizasyonu gibi 6nemli sonuglar elde edilir. Ayrica, yari-klasik
yontemle de magnetik tek-kutup ve elektromagnetik acisal momentum
kuantizasyonu yapilabilmektedir (Sakurai, 1994; Jackson, 1999) .

Ayar doniistimiiniin fiziksel anlam1 ve vektor potansiyel hesaplarindan sonra bir
sarmal (selenoid) ile etkilesen yiiklii pargaciklarin sagilma genligi ve diferansiyel
tesir kesit hesaplar1 yapilarak, sonuclari tartisilmaktadir.

Anahtar sozciikler: Aharonov-Bohm, Ayar Doniistimii, Dirac Kuantizasyonu,
Sag¢ilma, Tek-kutup (Monopol).
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Aharonov-Bohm Effect and Monopole

Abstract

David Bohm and his Ph.D. student Yakir Aharonov discovered Aharonov-Bohm
(AB) effect in 1959. Then AB effect has been confirmed by experiment which
was done by A. Tonomura and his colleagues and then it became more attractive
(Tonomura and et al., 1982, 1986). By understanding AB effect, fundamental of
theoretical physics and other physical phenomena which is related to AB effect,
are better understood.

In this study, AB effect is discussed and analyzed here (Ahoronov and Bohm,
1959). As a result of AB events, an interesting properties and significance of
electromagnetic potentials are appeared in quantum theory. In classical mechanics,
charged particles are interacted with the electromagnetic field itself directly. But
according to AB effect, even if there is no electromagnetic fields, charged
particles are interacted with the electromagnetic potentials.

Schrodinger equation does not change under the gauge transformation, then wave
function needs to be transformed as we know that wave function can be multiplied
by a phase factor. This phase factor is depends on electromagnetic potentials and
it causes quantum interference patern to shift has been observed by AB
experiment, then we see that charged particles are interacted with electromagnetic
potentials (not fields). As a result of these kind of events leads to phase shift,
magnetic flux, magnetic monopole, quantization etc. Additionally, magnetic
monopole and electromagnetic angular momentum could be quantized by using
semi-classical methods (Sakurai, 1994; Jackson, 1999).

After the meaning of the gauge symmetry and calculation of vector potential, we
disscus the scattering of charged particles on the selenoid (Dirac string), scattering
amplitude and differantial cross section.

Keywords: Aharonov-Bohm, Dirac Quantization, Gauge Transformations,
Scattering, Monopole.
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1. Giris

David Bohm ve doktora 6grencisi Yakir Aharonov 1959 yilinda Aharonov-Bohm (AB)
olayin1 kesfettiler (Aharonov ve Bohm, 1959). Sayisiz c¢alismalari ve bilime katkilariyla
taninan D. Bohm 1990 yilinda Royal Society iiyeligine se¢ilmis ve 1991 yilinda, Y. Aharonov
ile birlikte Elliot Cresson Altin Madalyasini1 almustir.

Elektromagnetik (EM) alanlarin etkisindeki yiiklii pargaciklarin hareketinin  kuantum
mekanigiyle nasil anlatilacagi ciddi bir arastirma gerektirmektedir. Deneylerle uyumlu oldugu
gozlenen Aharonov-Bohm olay: fizikgilerin daha ¢ok ilgisini ¢ekmis ve A-B olayiyla ilgili
baska fiziksel olay ve kavramlarin daha iyi anlasilabilecegini diisiinmiislerdir.

Bu calismada, kuramsal fizigin 6nemli bir pargast ve fizigin her alaniyla iliskisi olan
Aharonov-Bohm olayi tartisilmaktadir.

1.1. Klasik Limit

EM alanindaki yiiklii parcaci@in Lagrange fonksiyonu potansiyellere baglidir. Eylemin
6S = 0 varyasyon (minimum eylem ilkesi) hesabindan Euler-Lagrange denklemleri ve
buradan parcacigin klasik davranisi hakkinda bilgiler elde edilebilir. Lagrange fonksiyonu
bilindigi icin Hamiltonyen de bilinir dolayisiyla kuantum mekaniksel yontemle ilgilenilen
sistemdeki potansiyeller amaca uygun bir sekilde degistirilerek incelenebilir. Hamiltonyenin
operator formu Schrodinger dalga denklemidir ve 6zel limit (asimptotik) durumu, Hamilton-
Jacobi denklemini verir. Schrodinger dalga denkleminin ¢oziimii (x,t) = eS®D/A

| « 1 yaklasimi (WKB) ile Hamilton-Jacobi denklemi elde edilir (Schiff,

1949). Bunun sonucunda H(x,p) = % + V(x) Hamiltonyen ve p = z—i kanonik (eslenik)
momentum elde edilir. Burada S(x, t) fonksiyonu iki boyutlu uzayda bir egriyi ve ii¢ boyutlu
uzayda bir ylizeyi temsil eder. Momentum vektori, S yiizeyine dik ve klasik pargacigin
izledigi yoriinge boyuncadir (Schiff, 1949). Kuantum mekaniginden klasik mekanige bir
yaklagimla gecis yapilabildigi igin, bu tiir ¢oziimlere yari-klasik ¢oziimler denir. Bilinen
klasik mekanik hesaplariyla Lagrange fonksiyonu L = px — H ve S = [ L dt eylem (action)
bulunur. Eger S(x,t) = S(x) — Et gibi degiskenlerine ayrilabilirse, Hamiltonyen H(x,p) =
E ve kararll durum y(x,t) = e/ e=Et/h c57umii bulunur. Burada E enerji, [ (x,t)|?
olasilik yogunlugu olarak tanimlanir ve zamandan bagimsiz sabit bir sayidir. Eylemin §S = 0
varyasyon hesabindan

d (oL oL _, _oL 1
dt\ox,) odx; Pi= 5%, ~ Mt a4 (1.1)

Onerilerek ve |

Euler-Lagrange denklemleri ve p; kanonik momentum elde edilir (Goldstein, Poole ve Safko,
2002). EM alanda hareket eden yiikli pargacigin Lagrange fonksiyonu L = %mfcifci +
qA;x; — q¢ verildiginde



Misli ve Yilmaz, 2016

Newton’nun hareket yasasi elde edilir. Burada E; = —% — ii.b elektrik ve B; = (V X A);
]
magnetik alandir (Jackson, 1999). Hamiltonyen H =p;x; — L ifadesinde Lagrange

fonksiyonu ve mx; kinetik momentum yerine yazilarak, EM alanla etkilesmeyi anlatan

(pj — q4))*

H =
2m

+q9 (1.3)

hamiltonyen bulunur. Boylece sistemin hamiltonyeni bilindigi i¢in, kuantum mekanigiyle
potansiyeller istenilen amaca uygun sekilde degistirilerek incelenebilir.

1.2. Ayar Doniisiimii

Aharonov-Bohm olay1, ayar simetrisinin sonuglarindan biridir ve neden sonug iligkisi
acisindan birbirlerini tamamlarlar. Dalga fonksiyonu bir faz ¢arpani ile doniistiigli igin ve
girisime neden oldugu i¢in bu doniisiime faz doniisiimii ya da doniisiimler simetriyi korudugu
icin ayar simetrisi de denir. AB olaymin anlasilmasiyla ayar teorisi daha anlamli hale
gelmektedir. Schrodinger dalga denkleminin ayar dontisiimleri altinda degismemesi dalga
fonksiyonun doniismesine neden olur. Doniisen dalga fonksiyonu; magnetik aki, elektrik ve
magnetik yiikiin kuantizasyonu, girisim deseninde faz kaymasi ve AB olay1 gibi 6nemli
sonuclara neden olur (Sakurai, 1994).

Bilindigi gibi SI birim sisteminde ve boslukta Maxwell denklemleri

V-E= - V-B=0 (Gauss) (1.4)
0
VXE=— %_l: (Faraday) (1.5)
OE
VX B = puyj+ Ho€o 5, (Ampere-Maxwell) (1.6)

ile verilir (Jackson, 1999). Burada p yiik ve j akim yogunlugu olarak tanimlanur,

0
P iv.ij=0 (1.7)

yik korunum yasast Maxwell denklemleri i¢inde kendiliginden saglanir. (1.4)’deki Gauss
yasasini her zaman saglayan A vektor potansiyel ve Faraday yasasii saglayan ¢ skaler
potansiyel

E=-V$—— B=VxA (1.8)

olacak sekilde tanimlanabilir (Jackson, 1999). Burada (1.8) ile verilen elektrik ve magnetik
alanlar Maxwell denklemlerini degistirmez yani invaryant birakir. Dogal olarak bu
potansiyellere matematiksel agidan uygun fonksiyonlar goziiyle bakilabilir. Bununla birlikte
potansiyellerin fiziksel anlamlar1 olduk¢a énemlidir. Burada yine (1.8) ile verilen elektrik ve
magnetik alanlar
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P =¢+ afg:’ 2 A =A-Vf(rt) (1.9

skaler ve vektor potansiyel doniisiimleri altinda invaryant kalir (Gasiorowicz, 1974). Elektrik
ve magnetik alani invaryant birakan (¢,A4) — (¢',A") doniisime ayar doniisimii denir.
Burada f(r,t) fonksiyonu doniisiime araci olan herhangi bir fonksiyondur ve doniisiim
fonksiyonu olarak bilinir. Ayar doniisiimleri altinda EM alanlar degismedigi igin klasik
pargacigin hareketini anlatan (1.2) ile verilen denklemler invaryant kalir. Benzer sekilde

kuantum mekaniginde P = |y|? olasilig1 ve gozlenebilir nicelikler de invaryant kalmalidir
(Peshkin ve Tonomura, 1989; Sakurai, 1994). Bu nedenle

l/)’ — eiS/hlp (110)
dontigtimii altinda Schrodinger dalga denklemi de invaryant kalmalidir (Sakurai, 1994).
Burada S(r,t) yerel (local) fazdir. Bilindigi gibi serbest pargacik i¢in Schrodinger dalga

denklemi

d (—ihv)?

ey = 1.11
Lhatw — Vo (1.11)
ile verilir ve
0 0 ) .
Lha— Lh— —q¢ -ihV - —ihV — gA (1.12)

operator doniisiimlerinden (¢, A) potansiyeli ile etkilesen yiiklii bir pargacigin

PR 2
(mi_ 1) b = %w (113)

Schrodinger dalga denklemi elde edilmektedir. Bu denklem (¢, A4,y) —» (¢',A",¢")
dontigiimleri altinda ve S(r,t) = —qf (r, t) kosulu saglandig: siirece invaryant kalir. Ayrica
(¢ A", ¢") = (0,0,1y) doniistimii serbest parcacigin Schrodinger dalga denklemini verecegi
i¢in dalga fonksiyonu da ' — 1, seklinde doniiseceginden,

of (r,t)
ot

b= — ve A=Vf(rt) (1.14)

ayni zamanda saglanmis olur. f(r,t) fonksiyonun

M(Q—f()m+w@udr (1.15)

tam diferansiyelinde (1.14) ifadeleri (1.15)’da yerine yazildiktan sonra her iki tarafin integrali
alinarak f(r,t), dolayisiyla

S(r,t) =qf p(r,t)dt — qf A(r,t) - dr (1.16)



Misli ve Yilmaz, 2016

elde edilir. Boylece, S(r, t) fonksiyonu A* = (%,A) ve x* = (ct, r) dortli vektorleriyle

S=q f Atdx, (1.17)
seklinde yazilabildigi i¢in dalga fonksiyonu ¢oziimleri

P(x) = o (x)e 10/ Atdxy (1.18)
potansiyeller cinsinden elde edilmis olur (Gasiorowicz, 1974).

2. Materyal ve Metot

Baslangigta diisiince (gedanken) deneyi olarak tasarlanan Aharonov-Bohm olay1 ilk olarak
1961 yilinda Robert G. Chambers, 1962 yilinda G. Mdllenstedt ve W. Bayh, 1982 ve 1986
yilinda A. Tonomura ve arkadaslar1 tarafindan deneysel olarak dogrulanarak daha ¢ekici hale
gelmistir (Chambers, 1960; Mollenstedt ve Bayh, 1962; Tonomura ve ark., 1982; Tonomura
ve ark., 1986).

2.1. Aharonov-Bohm Deneyi

Kuantum parcaciklariyla ¢ift yarik deneyi yapilabilir ve kuantum mekaniksel olarak girisim
olay1 incelenebilir. Kuantum mekaniginde dalga fonksiyonu konum, momentum ve enerji gibi
dinamik degigkenlerin istatistiksel dagilimlari hakkinda bilgiler igeren soyut bir niceliktir.
Potansiyel bolgesinde yayilan elektronlar 1, = Y6751 ve P, = Pye 2 dalga
fonksiyonlartyla temsil edildiginde, ¥ = ¥; + ¥, olmak iizere, olasilik

P =Yl* = [Yo1]* + 1Yozl + 2[o1 1oz |cos[(pdsing — AS) /A] (2.1)

ile wverilir (Sakurai, 1994). Yikli parcaciklarin EM potansiyellerle etkilesiminden
kaynaklanan AS/h faz farki girisim desenini kaydirir. Faz farkinin girisime etkisini
gorebilmek i¢in iki ayr1 deney Onerilmektedir.

[

Birinci deneyde skaler potansiyel sadece zamanin bir fonksiyonu olarak degistiginde ve

0A

== 0 oldugunda, (1.8)’deki formiile gére elektrik alan sifirdir. Bu nedenle skaler potansiyel

icinde hareket eden elektronlar, elektrik alanla etkilesmez (Sekil 2.1). Sekil 2.1’de goriilen
deney diizeneginde, faraday kafesi gorevini yapan metal silindirlerden gecen elektronlarin faz
farki

AS = thAqb(t’)dt' = ftAV(t’)dt’ (2.2)
0 0

ile hesaplanabilir (Aharonov ve Bohm, 1959). Silindirlere farkli potansiyeller uygulandiginda
faz farki girisim desenini AS/h kadar kaydirmis olur. Esit potansiyeller uygulandiginda ise
girisim yoktur.
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Ekran

V(t) = q@(t)

Kaynak

Vo(t) = q@o(t)

T T

Sekil 2.1. Skaler potansiyel ile etkilesen elektronlar (Aharonov ve Bohm, 1959)

Ikinci deneyde icinde diizgiin magnetik alanmn oldugu fakat diginda sifir oldugu bir selenoid
kullanilmaktadir (Sekil 2.2). Elektronlar, selenoidin disinda B = V X A = 0 sartin1 saglayan
vektor potansiyelle etkilesmektedir. Sekil 2.3’de selenoidin etrafindan C; ve C, gibi farkli
yollari takip eden elektronlar gosterilmektedir. Boylece, faz farki

Ekran

\/\/VV\/V\/

Sekil 2.2. Vektor potansiyel ile etkilesen elektronlar (Aharonov ve Bohm, 1959)

AS=—qjg As-dr=—q5L (VXAS)-da=—qJ B -da = —q¢; (2.3)
c s s

gibi hesaplanir (Gasiorowicz, 1974). Sekil 2.3’de goriildigi gibi S yiizeyini C egrisi
sinirlamaktadir. Burada AS fazi1 Stokes teoremine gore, kapali bir egri boyunca Yol
integralinin yiizey integraline cevrilmesiyle hesaplanir (Gasiorowicz, 1974). Burada faz

farkinin, selenoidin akisina bagl olarak degistigi ve girisim desenini AS/h = —q¢,/h kadar
kaydirdig: goriilmektedir.
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Sekil 2.3. S yiizeyinden gegen selenoid ve bu ylizeyi sinirlayan C egrisi (Alvarez ve Hassan,
1997; Cheng and Li, 1984)

3. Bulgular ve Tartisma

Simdiye kadar magnetik yiiklerin veya tek-kutuplarin varligi konusunda hicbir deneysel kanit
bulunamamustir. Tek-kutup fikri ilk defa 1931 yilinda Paul Dirac tarafindan ortaya atilmistir
(Dirac, 1931, 1948). Yiiklerin kuantumlu olusu fizigin en derin gizlerinden biridir. Dirac’in
bu disiincesi elektrik yiiklerinin kuantumlu yapisina bir agiklama getirebilmektedir.
Fizikgilerin ilgisini ¢eken Dirac’in bu diisiincesi hala biiyiik bir ¢ekicilige sahiptir.

3.1. Simetrik Maxwell Denklemleri

Boslukta, genellestirilmis (simetrik) Maxwell denklemleri

V-E= % VB = uyp, Gauss (3.1)
0
0B
VXE=— T tol m Faraday (3.2)
O0E
VX B=pyj, + Mofog Ampere-Maxwell (3.3)

ve ytiklii bir pargacik {izerine etkiyen Lorentz kuvveti
F=q,(E+vXB)+ g[B— (vXE)/c?] (3.4)

ile verilir (Jackson, 1999). Burada p, elektrik yiik ve j, elektrik akim yogunlugu olmak tizere,
bunun gibi p,, magnetik yiik ve j, magnetik akim yogunlugu tanimlandiginda

0pe 0pm
= Pm o g = 35
StV je=0 5tV im =0 (3.5)

yiik korunum yasalari da Maxwell denklemleri i¢inde kendiliginden saglanir. Buradaki
(3.1)’den (3.5)’e kadar olan genellestirilmis Maxwell denklem takimi1

8
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E - B/.“OGO je _)jm Pe = Pm
B - —E im - _je/UOEO Pm — _pe//'LOEO (3-6)
qe = Glo€o g~ (e

doniistimleri altinda simetriktir ve bu doniistimlere duality doniisiimleri denir (Jackson, 1999).
Bununla beraber, ExX B, (E-D+ B-H) ve T, EM gerilim tensoriiniin bilesenleri de
invaryant kalir. Uslii kaynaklar (pJ, jb, pmjm) ile yazilan ve iislii alan (E',B’,D',H’)
denklemleri simetrik Maxwell denklemleriyle aynidir (Jackson, 1999).

3.2. Dirac Monopolii

Dirac monopolii ve kuantum kosulu Dirac sicim (string) kavramina dayanir. Sekil 3.1’deki

gibi u¢ uca eklenmis bir ¢ift-kutuplar zincirinin, ya da sikica sarilmis selenoidin bir ucu olarak

diistiniilir ve diger ucu sonsuza uzanir. Bu nedenle g¢ift-kutuplar zincirine ya da selenoide

sicim adi verilir. p, = g6 () noktasal elektrik yiikin E = K,q #/r? alam gibi p,, = g&(1)
1

noktasal tek-kutup yiikin B,, = K,,g #/r? alam tamimlanabilir. Burada, K, ==
0

910° Nm?/C? ve K, = Z—; = 10~7 T m/A ile tanimlanan sabitlerdir ve K, /K,,, = 1/€ouo =
c? olup burada c 151k hizidur.

AB,

Sekil 3.1. Dirac sicim ve monopol sistemi (Alvarez ve Hassan, 1997; Cheng and Li, 1984)

Simetrik Maxwell denklem takiminda (3.1) ile verilen V- B,, = 4nK,,p,;, # 0 oldugu
icin B,,, = V X A4,, esitligini saglayan herhangi bir 4,, vektor potansiyeli bulunamaz. Dirac
bu problemi ortadan kaldirabilmek i¢in (0,0, —o0) ve (0,0,0) araliginda yari-sonsuz yapay bir
selenoid onerdi (Dirac, 1931, 1948). Artik tek-kutup ve ona bagh sicim az ¢ok dogal olarak
alisilmis EM etkilesmeler cergevesi ig¢inde isleme sokulabildigi igin (1.8)’deki B =V X A
ifadesi kullanilabilir. Dogada heniiz magnetik tek-kutup olmadigina gore, (1.4)’deki Gauss
yasasi saglanacak sekilde magnetik alanin tek-kutup ve yari-sonsuz selenoid sisteminden
olustugu diisiincesiyle ve B = B,,, + B olmak lizere,

V-B=V-(B,,+B,)=0 (3.7)
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esitligi saglanir (Sekil 3.1). Burada, V- (riz) = 4nd(r) = 4nd(x)6(y)8(z) oldugundan,
monopol ve selenoid alanin uzaysal tiirevleri

V:-B,, =—-V:B; = 4nK,,g6(r) = 4nK,,g6(x)5(y)5(2) (3.8)
ile verilir. Yari-sonsuz selenoidin magnetik alani

B = 41K,,g6(x)6(y)H(—2)2 (3.9
ile verildiginde, Heaviside basamak fonksiyonun

dH(-2)
dz

H(z) = f 6(s)ds = —6(2) (3.10)

tanim1 kullanilarak (3.8) esitligi saglanir (Gradshteyn ve Ryzhik, 2000). Bu nedenle Sekil
3.1°deki tek-kutup ve sicim sisteminde

p== + 47K, g8 (x)8(y)H(—2)2 (3.11)

r2

alan1 (1.4)’deki Gauss yasasimi saglamaktadir (Alvarez ve Hassan, 1997; Cheng and Li,
1984).

Dirac’a gore: Elektronun uzun ince selenoid ile degil de, magnetik tek-kutupla olan
etkilesmesinin betimlenebilmesi icin elektronun tekil (singililer) B alanini higbir zaman
“gormemesi” saglanmalidir. Dirac stringi yapay oldugu icin gézlenemez ve fiziksel herhangi
bir katkis1 yoktur. Oyleyse elektronun dalga fonksiyonu sicim boyunca sifir olmalidir. Dirac

daha sonra 1948 yilinda bir makale yayinlayarak sicimlerin gézlenemezligini ayrintili bigimde
aciklamustir (Dirac, 1931, 1948; Jackson, 1999).

A, ve A, potansiyelindeki tekillik birbirlerini yok edecek sekilde tek-kutup ve selenoid

sistemi i¢in singiiler olmayan A = A,,, + A potansiyeli tanimlanabilir (Alvarez ve Hassan,
1997; Cheng and Li, 1984).

Sekil 2.3’deki A noktasinda dalga fonksiyonu v, verilmis olsun. A noktasindan C; yolu
tizerinden B noktasina gidildiginde faz ve dalga fonksiyonu

B

S1(cy yolu) = —qJ A-dr ve Py = Poe 5 (3.12)
A

ile ve A noktasindan C, yolu ilizerinden B noktasina gidildiginde faz ve dalga fonksiyonu
B

S,(cy yolu) = —qf A-dr ve P, = Poe 52 (3.13)

A

ile tanimlanmis olsun. Bu durumda fonksiyonlarin tek degerli olmasi veya girisim olayma
herhangi bir katkida bulunmamasi i¢in

10
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] A
eiAS/h — 1 ve WS = 2nN, N€EeZ (3.14)

sartinin saglanmasi gerekir. (2.3) ifadesi (3.14)’de yazilarak

qos

~=2N, NEZ (3.15)

kosulu yerine getirilir. Buradaki (3.15) kosuluna Dirac kuantum kosulu denir. Boylece
(3.9)’daki alandan faydalanarak hesaplanan akinin ¢ = pog degeri (3.15)’de yerine
yazildiginda,

2K.,q9 = Nh (3.16)

Dirac’in yik kuantum kosulu elde edilmis olur (Dirac, 1931, 1948). Gergekten de
gordigimiiz gibi, Schrodinger denkleminin ayar degismezligi ve dalga fonksiyonun tek-
degerlilik gereksinimleri, Dirac’in kuantum kosuluna yol agmaktadir (Jackson, 1999).

R _9°_33109A-m
2Kmq 2a

elde edilir. Boylece, g = Ngp olmak iizere, magnetik yiikler Dirac’in en temel magnetik yiik

biriminin tam katlar1 olacak sekilde kuantumlanir. Benzer sekilde N = 1 alindiginda, Dirac’in

en temel elektrik yiik birimi qp = 2th = 1.6 10"1° A - s elde edilir. Buradan bildigimiz
mYD

standart elektrik yiikleri ¢ = Nqp olmak {izere en temel elektrik yilik biriminin tam katlar

N = 1 alindiginda, Dirac’in en temel magnetik yiik birimi gp =

sekilde kuantumlanmis olur. Ince-yap: sabiti @ = ~L gibi bir magnetik ince-yap1

4meghc 137
.- g? Nec . vy e . e
sabiti a,, = pr— tanimlanirsa g = ey magnetik yiikli, a Ince-yapt sabiti cinsinden
0

2
verilebilir. Boylece, g2 = ;7 ifadesinden iki monopol arasindaki magnetik ¢iftlenimin 10*
kere elektriksel ¢iftleniminden daha biiyiik oldugu goriiliir.

Kee?, . h T, a 1
*—’nin kuantum yarigapt 1, = —’ya orani 2L =—~—
e

Elektronun klasik yarigap1 7, =

mec? Ae  2m 860

bulunur. Buradan, elektronun klasik yaricapinin, kuantum yaricapindan kiicik (7, < 4,)
2

oldugu goriiliir. Benzer sekilde bir monopoliin 7, = fnmiz klasik yaricapinin, 4,, = %

g g

2
kuantum yarigapina oranindan /:—m = sljr_a~5'45 N2 bulunur. Buradan da monopoliin klasik

m

yarigapinin, kuantum yari¢apindan biiytik (73, > 4,,,) oldugu goriilmektedir.

3.3. Yari-Klasik Yontem ile Kuantizasyon

Orijinde durgun olan g yiiklii monopoliin B = K,,g r/r3 alaminda, diisiik hizlarda hareket
eden q yiikli parcaciga etkiyen kuvvet Fz = qv X B, orbital agisal momentum L = r X p ve

e .. dL . i
acisal momentumun zamanla degisimi, = = Text T Tp ile tanimlanir. Burada, t,,; Sisteme

disaridan etkiyen ve diger terim de magnetik alandan kaynaklanan Tz = r X Fp kuvvet
momentidir. Bu tanimlarin 1s18inda agisal momentumun zamanla degisimi

11
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dL vri—(r-v)r
ar - Text T Kmag 3 (3.17)

ile verilir (Alvarez ve Hassan, 1997). Monopoliin kiitlesinin q yiiklii par¢acin kiitlesine gore
biiyilk oldugu varsayilmaktadir. Bdylece, q yiikiiniin konumu r = xX + yy + zZ , hiz1
v =7 =R+ Yy +22Ver v =xi+yy+zz =i ifadeleri (3.17)'de yazlarak, o = T,y
denklemi elde edilir. Burada J = L — K,,qg7 toplam a¢isal momentum vektoriidiir. Tp,; = 0
oldugunda sistemin zamanla degismeyen J toplam agisal momentum vektorii bulunur ve
Jem = —Kmqgt terimi alanlardan kaynaklanan EM agisal momentumdur (Alvarez ve Hassan,
1997).

Dirac’in (3.16)’daki yiik kuantum kosulu, yari-klasik diisiince ile agiklanabilir. Bunun i¢in

A R
X r
v =vZ
Z
y ~ ~ oA
n=-—-cos0x+sinfz

Sekil 3.2. Monopol alanindan sagilan yiiklii pargacik (Jackson, 1999)

Sekil 3.2°de gorildigi gibi g yikli parcactk z-eksenine paralel olarak b vurma
parametresiyle ve v =vZ hiz1 ile gelmektedir. Bu pargacik iizerine monopoliin B =
K,,g r/r3 alam 1sinsal olarak yonelmistir ve Lorentz kuvvetince etkimektedir. Boylece
carpisma siirecinde ve sistemin yalitilmis oldugu (T,,; = 0) diisiincesiyle

dL
Fri Tz = quBb(—cosOX + sinf 2) (3.18)

ile verilir. Buradan

co

AL = —j quBb cos@dt X + f quBb sinf dt z (3.19)
integrali hesaplanarak bulunur. Yeterince biiyiik vurma parametrelerinde, yiiklii parcacigin
saptirtlmadigin1  varsaydigimiz yaklasiklikta % =0 ve % = v ifadeleri ve alanin B =
K.ng/(z? + b?) degeri kullanilarak

(" qKpngbz qKmgbh® .
AL —foo—(zz +b2)3/2 f 2 +b2)3/2 z2 (3.20)
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ifadesi elde edilir. Ilk integral simetriden dolay1 sifirdir. Boylece, (3.20) integralinde z =
b cot 8 bagintisi ile 8 degiskenine gecilerek integral alindiginda

AL = 2K,,q9Z (3.21)
elde edilir (Jackson, 1999).

Burada, agisal momentumun z-bilesenindeki degisim, yiiklerin ¢arpimi ile orantilidir ve yonii
g yiikiinden q yiikiine dogrudur. Yikli pargacigin v hizindan ve b vurma parametresinden
bagimsizdir ve monopolii gecen parcacigin acisal momentumdaki degisim evrensel bir
degerdir. Kuantum mekanigine gore, agisal momentumun degisimi A planck sabitinin tam
katlar1 olmalidir. Bu nedenle

AL = 2K,,qg2 = Nh2 Nez (3.22)

gibi yazilabilir. Boylece, Dirac’in (3.16)’daki yiik kuantum kosulu yari-klasik yontemle elde
edilmis olur (Jackson, 1999).

Ancak, burada agisal momentumun z-bileseni korunmamaktadir. Halbuki sisteme disaridan
herhangi bir tork etkimedik¢e agisal momentum korunmalidir. T.,; = 0 icin J sabit bir
vektordiir ve J = L + J,,, gibi iki ayr1 agisal momentumun toplamidir. EM momentumun
yogunlugu P,,,, = €xE X B ve EM acisal momentum vektori

]em:frxPemdrzeofrx(ExB)dT (3.23)

formiilleri ilk defa J.J. Thomson tarafindan oOnerilerek hesaplanmistir (Jackson, 1999;
Thomson, 1904a,b). (3.23) integralinin hesaplanabilmesi igin, g yiiklii monopol orijinde ve q
yiklii pargacitk monopolden d kadar uzakta ve z ekseninde olsun. Bu durumda, konum
vektorleri arasindaki iliski ' = r — d ve d = dZ oldugundan, alanlar

E=K,qr'/r" ve B=K,gr/r3 (3.24)

ile verilir. Uzayda belirli bir noktanin tek-kutup yiikiine uzakligi r = \/x? + y? + z2 ve q

2d cos @

2
yiikiine olan uzakligi r’ = rJl + L:—Z — ile verilir. EM momentum yogunlugunun, tim

uzay iizerinden integrali sifirdir. Fakat toplam EM agisal momentumun degeri sifir degildir.
(3.24)’deki magnetik alanin degeri (3.23)’de yerine yazildiginda

E r(r-E)
Jem = fongj P dt (3.25)
elde edilir. Burada
Exi xl- Ei xiijj
V() =T m - (320

kullanilarak ve diverjans teoremi yardimiyla

13
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X X;
Jem,i = Gongjg 7LE -da — eongf ?l(V -E)dt (3.27)
s
v

yiizey integraline cevrilir (Jackson, 1999). ilk terim, yiikler arasindaki mesafenin, S yiizey
yarigapiyla kiyaslandiginda ihmal edilebilecek kadar kiigiik oldugu ve kiiresel simetriye sahip
oldugu i¢in sifirdir. Boylece (3.27)’de V-E = p,/ey, Ve p, = qé(r —d) elektrik yiik
yogunlugu yerine yazilarak, hacim iizerinden integral alindiginda

Jem = —Knqgd/d = —K,,q92 (3.28)

bulunur. (3.28)’deki EM agisal momentum vektorii yiiklerin ¢arpimiyla orantilidir ve yonii q
yiikiinden g yiikiine dogrudur. Eger (3.28)’deki EM agisal momentum

1
Jem = =5 Nh2, Nez (3.29)

seklinde kesikli degerler alirsa, (3.28) ve (3.29) numarali ifadelerin esitliginden, kuantum
mekaniksel yol ile elde edilen 2K,,,qg = N#& Dirac kuantum kosulu elde edilir. Boylece, EM
acisal momentum yari-klasik bir diisiinceyle kuantumlanmais olur.

Elektrik ve tek-kutup yiikii tasiyan parcaciga dyon adi verilir ve (q, g) ile gosterilir. (q4, g1)
ve (q,, g») gibi iki dyondan olusan sistemin

N
Jem = —Kn(0192 = 4:01)2 = —~h2 (3:30)

acisal momentumu (3.29) kuantum kosuluna uyar ve (3.30)’daki ifade duality doniisiimleri
altinda invaryant kalir (Schwinger, 1966, 1968; Jackson, 1999).

3.4. Ayar Doniisiimiiniin Anlamm

Konumu x' noktasi boyunca yerlesmis ¢ift-kutuplar ya da sicimin uzayda belli bir x
noktasinda vektor potansiyele katkilar

A(x) = K,.g f v><< dx ) (3.31)

lx — x'|

integrali ile verilir (Jackson, 1999). Bu integral hesabi yapilirken geriye yalnizca sicimin
yerlesimindeki keyfilik sorunu kalir. Acik olarak, fiziksel gozlenirler sicimin nerede
bulunduguna bagli olmamalidirlar. Degisik sicim konumlarinin se¢imi, vektdr potansiyel i¢in
degisik ayar segimlerine esdegerdir. Sekil 3.3’de goriildiigii gibi, C; ve C, gibi iki sicim
diistinelim. C; egrisi lizerinden alinan yol integrali ile elde edilen vektor potansiyel 4, ve C,
egrisi tizerinden alinan yol integraliyle elde edilen vektor potansiyel de A_ ile verilmis olsun.
Bunlarin arasindaki fark

14
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Sekil 3.3. P gozlem noktasindan S yiizeyini goren kati ag1 £2 ve monopole uzanan sicimler
(Jackson, 1999)

A, —A_ =K,,gV x 36 P dx' (3.32)
C

integraline esittir. Burada hesaplarda kolaylik olmasi icin y = |x—_1x’| skaler fonksiyonu
tamimlanmustir. Stokes teoreminin

jg Ydx = jg da x Vy (3.33)
c s

tamimindan (Jackson, 1999) faydalanarak C kapali yol integralinden S yiizey integraline
gecilebilir. Burada V'yp = =V, V X (V x A) = V(V - A) — V24 operatdr 6zdesliklerinden

ve V2 () = —4m8(x — x') esitligi kullanilarak,

x—x'|
A, —A_ =Kn,gVQ + 4nng¢ §(x —x") da' (3.34)
S

ifadesi bulunur. Burada

Q _jg —(x—x’)-da’_f r-da' (3.35)
Sl Ix=x3 ) 3 '

P gozlem noktasindan S yiizeyini goren kati agidir (Sekil 3.3). (3.34)’deki ikinci terimin
katkisi, x # x' sifir oldugundan nihayet potansiyellerin farki,

A_ = A, —V(KngQy) (3.36)
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elde edilmis olur. Boylece, (1.9) bicimindeki ayar doniisiimiiyle karsilastirildiginda sicimi
C;’den C,’ye degistirmenin f = K,,,g{)¢ fonksiyonlu bir ayar doniisiimiine esdeger oldugu
goriilir.

Kuantum mekaniginde EM potansiyellerin ayarinda yapilan bir degistirmenin, dalga
fonksiyonu

W = e~ S/ = = iKmagQs/hy, (3.37)

uyarinca doniistiirmek kosuluyla, Schrodinger denkleminin bi¢imini degismez biraktigi ¢cok
iyi bilinmektedir (Jackson, 1999). Buna gore, sicimin konumunda C; ’den C,’ye olan bir
degismeye, elektronun dalga fonksiyonunun fazinda bir diizeltme eslik etmelidir, elektron S

yiizeyini gegerken Qg birdenbire 4w kadar degistiginden, dalga fonksiyonun ¢ok degerli
olmamasi i¢in

K,,qg - 4m/h = 2nN N €eZ (3.38)

bagimtisinin saglanmasi gerekir (Jackson, 1999). Bunun sonucunda yine Dirac’in kuantum
kosulu elde edilir. Gorildiiga gibi, bu kosul, tek-kutup sicimin yerlesiminden bagimsiz, ayar
degismezligi ve dalga fonksiyonunun tek degerli olmasi gibi gereksinimlerden ¢ikmaktadir
(Sakurai, 1994; Wu T.T. ve Yang, 1975, 1976).

Magnetik tek-kutuplar igin verilen bu tartismalar, yalnizca en temel kavramlari igermektedir.
Kuantum kosullarinin degistirilmesi, magnetik tek-kutuplar ve elektrik yiiklerini igeren
kuramsal ¢aligmalar oldukg¢a genis bir konudur ve hala devam etmektedir (Alvarez ve Hassan,
1997; Schwinger, 1966, 1968; Preskill, 1984; Polchinski, 2004).

3.5. Sacilma Olay1

Burada, yiiklii pargaciklarin bir selenoid ile etkilesmesi sonucunda sagilma olayi
incelenmektedir. Sacgilma tesir kesitinin bulunabilmesi i¢in gerekli olan dalga fonksiyonun
cozlimleri elde edilmektedir. Bu problemle ilgili deneysel diizenek Sekil 2.2°de verilmektedir.
Kuantum mekaniginden bildigimiz gibi, potansiyel bodlgesinde hareket eden yiikli bir
parcacigin Schrodinger dalga denklemi (1.13) ile ve siireklilik denklemini saglayan

__h . o 4 .
J =5V —YVy) —— Ay (4.1)

olasilik akim yogunlugu ile verilir (Schiff, 1949). Bu problemi, vektor potansiyelin radyal
bileseni A,, = 0 ve acisal bileseni

Dyr 0<r<R
_2’ < r <
4g(r) = 27K (42)
—0, R<r< o
2nr

parcali fonksiyonuyla verilen 6zel durum igin ¢ozelim. (1.13)’deki Schrodinger denklemi
silindirik koordinatlarda
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2

0?2 d d
<53+E§+flgg+u0-+w>¢u)=o (4.3)

denklemine dontisiir (Aharonov ve Bohm, 1959). Burada, k = /2mE /h? serbest pargacigin
dalga vektorii ve

a = —qd,/2mh (4.4)

akiyla orantili olan boyutsuz bir niceliktir. Problem silindirik simetriye sahip oldugu i¢in (4.3)
denkleminin ¢6zimii

co

Y@ = D [emlomea® + bl mscr(0)] €™ (45)

m=—oo

seklinde a,, ve b, gibi belli katsayilarla J,,,,(p) Bessel fonksiyonlarin ¢arpimindan olusan
bir seri toplamla verilir. Bu ¢oziimler R yarigapli selenoidin disinda (r > R) gegerlidir.
Selenoidin i¢indeki (r < R) ¢oziimler de daha onceden bilinmektedir (Page, 1930). Her iki
¢oztim fonksiyonu ve tiirevleri 7 = R sinirinda siirekli olmalidir (Yilmaz, 2014).

Alan bélgesinin disinda uzak bolgelerde (4.5) numarali dalga fonksiyonun asimptotik
davranisi

7
l,l)(x) — plkrcost ,—iab f(H)el rm (4_6)
V2mkr
gibi olacaktir (Schiff, 1949). Burada, ilk terimde Jacobi-Anger ac¢ilimi ve dalganin fazi
. > sin(n+a)mw
e @0 — Z ¥em9 —-n<f<m 4.7)
n+a)m
n=-—oo

seri aciliminda Bessel fonksiyonlarin asimptotik davraniglar1 kullanilarak

—ikr

N M-m—n im0 ,iPm-n
P (x) %Z 2 e

( 2 z sin(n+a)m ST T imengimé o—iom-n 4\ 2k f(9)>

(4.8)

V2nkr (tam

dalga fonksiyonu elde edilir (Gradshteyn ve Ryzhik, 2000). Bu fonksiyon igeri ve disari
1s1nsal yonde yayilan dalgalarin toplamidir.

Problemi biraz basitlestirmek igin, selenoidin igindeki magnetik akinin degerini sabit tutup,
selenoid yarigapinin R — 0 limit durumunu ele alalim. Selenoidin R yarigap sifira gittiginde,
magnetik alan bolgesinde pargacigin bulunma olasihigi da sifira gidecegi icin ¥ (x) dalga
fonksiyonu da sifira gider. Bu nedenle, (4.5) ile verilen genel ¢6ziimde, R — 0 limit
durumunda b,,, katsayilari sifirdir. Boylece, bu yaklasimda ¢oziimler
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co

Y@= D on Simeai(p) €™ (49)

m=—oo

ile verilir ve dalga fonksiyonuna pozitif mertebeli Bessel fonksiyonlar katkida bulunur
(Aharonov ve Bohm, 1959). Bessel fonksiyonlarin asimptotik davraniglari, (4.9)’daki
¢Ozlimde yerine yazilirsa

—ikr ikr had
(x) > z Cme™P etPimal 2 Cpe™0 e~ Pim+al (4.10)
Ve T L Nl

iceri ve disar1 1smsal yonde yansiyan dalgalarin toplami olacaktir. (4.8)’deki dalga
fonksiyonun yansiyan kismi ile (4.10)’daki dalganin yansiyan kisimlart birbirlerine esitlenip
diklik bagintis1 kullanilarak,

. = sinn+a)n .
— o~ lPm+al Z Ny 7 men,igmen 4.11
cm =€ (n+a)m e (411)
n=-—oo
katsayilar1 bulunur. Yine (4.8)’deki dalga fonksiyonun 1sinsal dogrultuda ilerleyen kismui ile
(4.10)’daki dalganin 1sinsal dogrultuda ilerleyen kisimlar1 birbirlerine esitlenip c,, katsayilari
yerine yazilarak

sin(mx) eiﬂaei([a]+1/2)9

V2rik sin(6/2)

elde edilir. Burada [a], saymin tam kismini ifade etmektedir. Boylece (4.12)’deki genlik
(4.6)’da yerine yazildiginda

(4.12)

f(6) =

sin(na) einaei([a]+l/2)6

ikrcos6 ,—iaf . plkr 413
Ve = e e S0/ ¢ 1)
dalga fonksiyonu ve
P L i B (414
de 2nk  sin?(0/2)

sacilmanin diferansiyel tesir kesiti hesaplanmis olur (Aharonov ve Bohm, 1959).
Burada eger, « = N € Z ise sin(ma) = 0’dir ve bu durumda sagilma tesir kesiti sifirdir.
P(x) — etkreosde=iab galga fonksiyonun girisime etkisi yoktur ve dalga fonksiyonun tek

degerli olmasi i¢in

Y(O +2m) = P(0) = e??™* =1 (4.15)

18



Canakkale Onsekiz Mart Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii Dergisi

sartt saglanir. Boylece, a = —% = N esitliginde akinin @, = 4nK,,g degeri yerine

yazildiginda, (3.16)’daki Dirac’in yiik kuantum kosulu 2K,,qg = N# elde edilir (Dirac, 1931,
1948; Jackson, 1999).

Eger a =N+ %, N €Z ise sin(ma)=cos(nN) = (—1)" ve (4.14)den sacilmanmn
diferansiyel tesir kesiti

do 1 1

do - 2k sin?(6/2) (4.16)

bulunur. Bu durumda girisimin maksimum oldugunu ve akimin @, =2%h(N+%) gibi

kuantumlandigini goriiriiz.

4.Sonug¢

Klasik mekanige gore yiiklii pargaciklar alanlarla etkilesir. AB olayma gore alanlar olmasa
bile pargaciklar potansiyellerle etkilesebilmektedir. Diislince deneyi olarak ortaya ¢ikan AB
olayr Tonomura ve arkadaslar1 tarafindan deneysel olarak dogrulanmistir. Bu olayin faz
kaymasi, magnetik aki, magnetik tek-kutup kuantizasyonu gibi 6nemli sonuglar1 vardir.

Modern kuantum diinyasinda AB olay1, Berry fazi, Dirac kuantizasyonu ve agisal momentum
kuantizasyonu gibi konular, ayar doniisimlerini kapsayacak sekilde birbirleriyle fiziksel
acidan siki bir iliski i¢indelerdir (Sakurai, 1994).

Monopol Fikri ilk olarak 1931 yilinda Paul Dirac tarafindan ortaya atildi. Simdiye kadar
magnetik yiiklerin varligi konusunda deneysel kanit olmayisi, fizik¢ilerin monopole olan
ilgisini azaltmaya yetmemistir. Ornegin Georgi-Glashow, ‘t Hooft- Polyakov ve Weinberg-
Salam-Ward gibi bir¢ok iddiali teorik model vardir.

Maxwell denklemlerinde elektrik yiikii gibi, magnetik yiikiin olmamas1 ilgingtir. Ayar
dontisiimleri sonucu invaryant kalan Maxwell denklemleri, Dirac’in tek kutup diisiincesi ile
de genellestirilebilir. Eger dogada magnetik tek kutup bulunuyorsa Dirac’in yiik kuantum
kosuluna uymalidir. Bu kosul bir elektronun elektrik yiikii ile muhtemel bir monopoliin
yiikiiniin ¢arptminin Planck sabitinin daima tam kat1 olmas1 gerektigini sdyler. Boylece bu
kosul dogadaki yiiklerin, en temel yiik biriminin ni¢in tam katlar1 olmas1 gerektigine agiklama
getirir.

Monopollerle ilgili ilk ¢alismalardan biri olan Georgi-Glashow modeline gére monopoliin
kiitlesi, protonun kiitlesinin 8000 katidir. Bunun gibi biiyiik birlesim teorilerinde, magnetik
monopoliin hesaplanan kiitlesi yaklasik olarak 108 GeV/c? mertebesindedir bu nedenle
giiniimiiz hizlandiricilarinda bu kiitlenin gézlenmesi simdilik miimkiin degildir.
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UNSW Australia University, Faculty of Science, Theorical Physics Department
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