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Oz: Bu galismada Condon-Shortley faz diizenindeki kompleks kiiresel harmonikler igin binom
katsayilar1 cinsinden bir analitik ifade elde edilmistir. Bu analitik ifadedeki sonlu toplam minumum sayida terim
icerdigi igin bu analitik ifadenin atomik ve molekiler yap1 hesaplamalarinda kullanilmasi oldukga elverislidir.

Anahtar kelimeler: Kompleks kiresel harmonikler, Legendre polinomlari

The Analytical Formula of Complex Spherical Harmonics in terms of Binomial
Coefficients

Abstract: In this study, an analytical formula in terms of binomial coefficients have been obtained for
complex spherical harmonics in Condon-Shortley phases convention. The use of this analytical expression in the
calculations of atomic and molecular structure is quite usefull since the finite sum in this analytical expression
consists of minimum number of elements.
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1. Giris hidrojen atomuna benzetmeye dayanir.

Bir atomik yada molekuler sistemin  Cinkd hidrojen atomunda elektriksel
fiziksel Ozelliklerini belirleyebilmek igin potansiyel  kuresel simetriktir.  Kiresel
sistemi  anlatan dalga fonksiyonunun  simetriye sahip  sistemler icin ise
bilinmesi gerekir. Bu dalga fonksiyonu ise  Schrédinger denklemi, dalga fonksiyonu,
sistem i¢in Schrodinger dalga denkleminin
¢cozumunden elde edilir. Cok elektronlu w(r,0,p)=R(r)0(0) ®(p) (1)
sistemlerde sistemin hamiltonieni,

elektronlar aras1 elektriksel ve manyetik bigiminde yalnizea .6 ve ¢ ye bagh ayn

etkilesmeler nedeniyle olduk¢a karmagiktir. ayr1 fonksiyonlarin ¢arpimi seklinde ele
Bu nedenle boyle sistemlerde Schrodinger — alinarak  kolaylikla ¢ozilebilir (Karaoglu,
denklemini  ¢ozmek  hemen  hemen 2008). Buradaki a¢iya bagli fonksiyonlarin
imkansizdir. Bu zorluklar asmak icin bazi ~ ¢arpimi, kompleks kiiresel harmonikler
yaklagimlar ~ yapmak gerekir. Bu olarak adlandinlir ve Y, (6,9) ile

yaklagimlarin ¢ogunun ana fikri ise sistemi gosterilirler. Yani
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Y,.(0,0)=0(0)D(p) (2) O(0) ve O(p) elde edilerek Denk.(2) de
yerine yazilirsa kiiresel harmoniklerin

seklindedir. Elektriksel potansiyeli kiiresel
analitik ifadesi Condon-Shortley fazinda

[V (6,0) = (D"Y,_,(0,9)],

simetriye sahip olan bir kuantum sistemi igin

Schrodinger denklemi ¢oziildiiglinde

(20 +1) (¢ —|m|)!
4z (¢ +|ml)!

Y, (6, 0) = -{ ] P, (cOSO)e™ (3)

olarak elde edilir (Weniger ve Steinborn, Literatiirde ilgili Legendre fonksiyonlar1 igin
1982). Burada P[‘m‘ (cos) lar ilgili binom katsayilar1 cinsinden iki analitik ifade
bulunmaktadir. Bu  ifadeler asagida

Legendre fonksiyonlaridir ve bazi dzellikleri  verilmistir (Guseinov, 1995):

asagida verilmistir (Arfken ve ark., 2011): (1 x?)""2 2041 >

P,(X)=
T () 2! {25@)5@”)}
/ +

Pu(il):(il)[ Té‘e‘o (4)
XY ()R (A+KF (20 -2K)F_ (=KX (7)

P,(X)=(-1)""P,(-x) (5) burada c=c0sd , A= .

2y 2 proa @ 0sksi{i-2-3@a-(-D""} olup F,(n)
20+1=1+6,,

ler ise iyi bilinen binom katsayilaridir.

1
2041 F,(20) 2 B _ o
P,.(cos@) = d D NE (OE.  (£)(cos2)*2* (sin £)2/-+2 8
o= B P SRR Oy e
2. Materyal ve Metot d

Kompleks kiiresel harmoniklerin 4() =(=x) dx? ) (X) ©)

analitik ifadesinin elde edilmesi, icerdigi  seklinde tanimlanir. Burada x =cosé olup
ilgili Legendre fonksiyonlarinin analitik A=0L12,..,¢ dir. P,(x) ler ise Legendre
ifadesinin elde edilmesine dayanir. Ilgili fonksiyonlaridir ve

Legendre fonksiyonlar1 d’
P (x) =

2 14
2°01 dx’ (> =1) (10)
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dir. Buna gore Denk.(10), Denk.(9) da  bigiminde tanimlanir. Atomik ve molekiiler

yerine yazilirsa ilgili Legendre fonksiyonlar sistemlerin bilgisayarla yapi
icin hesaplamalarinda binom katsayilar1 iki
(1- XZ)% gt ) boyutlu bir dizi igine depolanir. Bu
P,(X)=~"~— (x* -1 (11) L L
20 x4 depolama isleminin yapilmasinda ise binom
elde edilir. Burada turev igindeki terime  Kkatsayilarinin
binom agilimi uygulanirsa F.(n)=F,,(n-1)+F,(n-1) (14)
(X2 -1) = z[:(_l)[—i F (1)x? (12) seklindeki tekrarlama bagintisin1 kullanmak
i=0 olduk¢a elverislidir. Denk.(12), Denk.(11)
bulunur. Burada F(l)ler de binom  da yerine yazilirsa
katsayilaridir ve 1-x2): < _ e+
0=V 5 (RS o) (a9)
n! 20 i3 dx
Fum)=— " (13)
m!(n —m)! elde edilir. Buradaki tiirev islemi sonrasinda

a-xy: i (D)7 (L+ AR (OF,, , (2I)x* A (16)

P,(x)= 2 4

olarak elde edilir. Denk.(16), Denk.(3) de yerine yazilarak diizenleme yapilirsa kompleks

kiresel harmoniklerin Condon-Shortley fazinda binom katsayilari cinsinden ifadesi,

1
V(0.0 =i SO [(25 o ”Teimwg(—n” F(OF.., @) an
olarak elde edilir. Burada /1=|m| olup toplamlarindan elde edilen gercek kiiresel
harmonikler atomik ve molekuler elektronik

M (+ 7 ciftise yapt hesaplamalarinin hemen hemen en
g= (18) onemli elemanlarindan biridir.  Kiresel
(4441 _ harmonikler i¢in hem dogrudan (Guseinov,
Frd tekise 1995; Arfken, 2011) hem de tekrarlama

seklinde tanimlanmustir. formunda (Weniger, 1982; Akin, 2003;
Arfken, 2011) cok sayida analitik ifade

3. Sonuglar ve Tartisma bulunmaktadir. Bilindigi gibi atomik ve

Kompleks kiresel harmonikler ve molekiler  hesaplamalarda  Karsilasilan

kompleks kiresel harmoniklerin  basit  integrallerin ¢ogunun ¢6ztiminde gama ya
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da  incomplete @ gama  fonksiyonlar1  ¢alismasinda (Guseinov, 1995) verilen
dolayisiyla da faktoriyellerle karsilagilir. kiresel  harmonik  bagmtilart  binom
Cok biiyiik sayilarin faktoriyellerinin de gok  katsayilar1 cinsinden verilmistir. Bizim
bliyiik olmasi sozii edilen hesaplamalarda  ¢alismamizda elde edilen kiiresel
vakit ve duyarlilik kaybina neden olur. Bu harmoniklerin analitik ifgadesi de yalnizca
nedenle atomik ve molekiler hesaplama  binom katsayilart cinsinden ifade edildigi
yapan arastiricilarin - ¢ogu  faktoriyelli icin  Guseinov’un c¢alismasinda  verilen
analitik ifadeler yerine binom katsayili  kiiresel harmonik bagintilarina bu bakimdan
ifadeler ile c¢alismay1 tercih ederler. Bu esdegerdir. Bununla birlikte Guseinov’un
nedenle atomik ve molekiiller yap1  calismasindaki her iki kulresel harmonik
hesaplamalarinda sikca karsilagilan Clebsch- bagintis1 da toplam iginde bes adet terim
Gordan ve Gaunt katsayilar1 (Guseinov ve icerirken bizim c¢alismamizdaki kiiresel
ark., 1995), donme katsayilar1 (Guseinov ve harmonik ifadesi toplam icinde dort terim
ark., 1997) gibi katsayilarin hepsinin binom  i¢ermektedir. Bu bakimdan da bu ¢aligmada
katsayilari cinsinden ifadeleri ~ Onerilen kiresel harmoniklerin  analitik
bulunmaktadir. Buna gére kompleks kiresel ifadesinin kullanilmas1 atomik ve molekiler
harmoniklerin de binom katsayilari ile ifade yapt hesaplamalarinda zaman tasarrufu

edilmesi oldukca ©Onemlidir. Guseinov’un  bakimindan oldukca elverislidir.
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