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ÖZ 
Bu çalışmada, son zamanlarda üzerinde çalışılan bir açık problem olan “sabit çember problemi” için yeni 

sonuçlar araştırmaya çalışacağız. Bunun içinde literatürde var olan bazı bilinen daralma koşullarından 

esinleneceğiz. Bu anlamda, metrik uzaylar üzerinde JS-Ciric tipinde 0x -daralma, JS-Hardy Rojers tipinde 0x -

daralma, JS-Reich tipinde 0x -daralma ve JS-Chatterjea tipinde 0x -daralma kavramlarını tanımlayacağız. Bu 

yeni daralma koşulları ile bazı sabit çember teoremleri ve sabit disk sonuçları elde edeceğiz. Son bölümde de, 

elde edilen teorik sonuçları gerçekleyen bazı örnekler vereceğiz.    

 

Anahtar Kelimeler: Metrik uzay, Sabit çember, Sabit disk 

 

 

On Some Generalized Fixed Circle Results 
 

ABSTRACT 
In this study, we try to search for new results for the “fixed circle problem”, which is an open problem that has 

been studied recently. In this we inspire by some known contractive conditions that exist in the literature. In this 

sense, we define the concepts of JS-Ciric type 0x -contraction, JS-Hardy Rojers type 0x -contraction, JS-Reich 

type 0x -contraction and JS-Chatterjea type 0x -contraction on metric spaces. With these new contraction 

conditions, we obtain some fixed circle theorems and fixed disc results. In the last section, we give some 

examples that demonstrate the theoretical results obtained. 
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I. GİRİŞ 
 

Sabit nokta nedir?  

 

X   kümesi üzerinde :T   bir fonksiyon olsun. Eğer  

 

Tx x  

 

olacak şekilde bir x X  noktası varsa bu x  noktasına T  fonksiyonunun bir sabit noktası denir. 

 

Sabit nokta kavramı, sabit nokta teorisi altında sıkça çalışılan bir konu haline gelmiştir. Sabit nokta 

teoremleri, genel olarak belirli koşullar altında verilen bir fonksiyonun sabit noktasının varlığını ve 

tekliğini garanti etmede yardımcı olmaktadır. Fakat öyle fonksiyon örnekleri vardır ki sabit noktası 

olmasına rağmen literatürde var olan sabit nokta teoremlerinin koşullarını sağlamaz. Bu durumda da, 

yeni sabit nokta teoremlerinin araştırılması yeni bir çalışma konusu olarak karşımıza gelmektedir. 

Yeni teoremler araştırılırken, kullanılan yöntemlerden biri ele alınan daralma koşulunun 

genelleştirilmesidir. Bu anlamda Ciric tipinde [1,2], Hardy-Rogers tipinde [3], Reich tipinde [4] ve 

Chatterjea tipinde [5] daralma koşulları tanımlanmış ve bu koşullar yardımıyla çeşitli sabit nokta 

teoremleri elde edilmiştir. 

 

Bazı fonksiyon örnekleri de ele alındığında sabit nokta sayısının birden fazla olduğu görülmüştür. 

Örneğin, X   ve :T   fonksiyonu her x  için 

 
2 9Tx x x    

 

şeklinde tanımlı olsun. Bu durumda, T  fonksiyonunun 1 3x    ve 2 3x   gibi iki sabit noktası 

vardır.  

 

Yukarıdaki örnekte görüldüğü gibi, bir fonksiyonun sabit nokta sayısı birden fazla olduğu durumda bu 

sabit noktaların geometrik özelliklerinin araştırılması “sabit çember problemi” olarak karşımıza 

çıkmıştır [6].  

 

Peki sabit çember nedir? 

 

 ,X d  bir metrik uzay ve :T   bir fonksiyon olsun. 0x  merkezli r  yarıçaplı çember 

 

 
0 , 0: ( , )x rC x X d x x r    

 

şeklinde tanımlıdır. Eğer her 
0 ,x rx C  için Tx x  ise bu durumda 

0 ,x rC  çemberi T  fonksiyonunun 

bir sabit çemberidir [6]. 

 

Sabit çember kavramı benzer şekilde sabit disk kavramına genelleştirilmiştir: 

 

0x  merkezli r  yarıçaplı disk 

 

 
0 , 0: ( , )x rD x X d x x r    

 

şeklinde tanımlıdır. Eğer her 
0 ,x rx D  için Tx x  ise bu durumda 

0 ,x rD  diski T  fonksiyonunun bir 

sabit diskidir [7]. 
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Bu problem çerçevesinde, literatürde değişik yaklaşımlar ile farklı sabit çember ve sabit disk sonuçları 

elde edilmiştir. Örneğin, bu probleme ilk çözüm Özgür ve Taş tarafından Caristi eşitsizliğinden 

yararlanılarak elde edilmiştir [6]. Daha sonra Özgür tarafından sabit disk kavramı tanıtılıp, simülasyon 

fonksiyonları yardımıyla bazı sabit disk sonuçları verilmiştir [7]. Taş, Özgür ve Mlaiki 2018 yılında 

Wardowski tekniği yardımıyla bilinen daralma koşullarından esinlenilerek yeni sabit çember sonuçları 

ispatlamışlardır [8]. Özgür ve Taş 2018 yılında yardımcı bir fonksiyon ailesi yardımıyla yeni sabit 

çember teoremleri elde etmişlerdir ve ayrıca sabit çember üzerinde süreksizlik durumlarını da 

incelemişlerdir [9]. Bisht ve Özgür 2020 yılında    daralma koşulu kavramını kullanarak sabit 

çember problemine yeni sonuçlar elde etmişler ve sinir ağlarına da bir uygulama vermişlerdir [10]. 

Çelik ve Özgür 2020 yılında farklı teknikler ile literatüre yeni sabit çember sonuçları kazandırmışlardır 

[11]. Taş ve Özgür 2020 yılında S-metrik uzaylar üzerinde sabit çember problemine yeni sonuçlar 

verip, literatürde var olan bazı sabit çember sonuçlarını genellemişlerdir [12]. Özgür ve Taş 2021 

yılında Pata Zamfirescu tipinde sabit disk sonuçları elde edip, proximal anlamda bir uygulama 

vermişlerdir [13]. Roy ve Saha 2022 yılında genelleştirilmiş JS-daralma koşulu yardımıyla sabit 

çember problemine bir uygulama elde etmişlerdir [14]. Mlaiki ve arkadaşları tarafından 2022 yılında 

çeşitli ortak sabit çember problemleri de elde edilmiştir [15]. Kaplan ve arkadaşları 2022 yılında yeni 

bir yardımcı fonksiyon ailesi yardımıyla bu probleme yeni sonuçlar kazandırmışlardır [16]. 2023 

yılında da bu problem bulanık esnek küme yardımıyla da çalışılmaya başlanmıştır [17, 18].    

 

Biz de bu çalışmada, metrik uzaylar üzerinde [8] numaralı kaynakta elde edilen sabit çember 

sonuçlarını JS-daralma koşulu teknikleri [14,19-21] ile birleştirerek yeni sabit çember teoremleri 

ispatlayacağız. Elde edilen bu sabit çember teoremleri yardımıyla da sabit disk sonuçları vereceğiz. En 

son olarak, elde edilen teorik sonuçları destekleyen örnekler sunacağız. 

 

 

II. ANA SONUÇLAR 
 

Bu bölümde bazı sabit çember sonuçları elde edeceğiz. Bunun için de aşağıdaki şekilde tanımlı   

ailesini kullanacağız: 

 

  ailesi aşağıdaki koşulları sağlayan    : 0, 1,     fonksiyonlarının sınıfıdır. 

 

i)   artan bir fonksiyondur. 

ii) ( ) 1 0t t    . 

 

Yeni sabit çember sonucu elde etmek için aşağıdaki tanımı verelim. 

 

Tanım 2.1. ( , )d  bir metrik uzay ve :T   bir fonksiyon olsun. Her x  için 

 , , , 0,1q r s t  ve 1q r s t    olmak üzere 

 

             
   0 0

0 0 0

, ,
, 0 , , , ,

2

t

q r s d x Tx d x Tx
d Tx x d Tx x d x x d x Tx d x Tx    

 
    

 
 

olacak şekilde 0x   ve    varsa, T  fonksiyonuna JS-Ciric tipinde 0x -daralma denir. 

 

Önerme 2.2. ( , )d  bir metrik uzay ve :T   fonksiyonu 0x   ile bir JS-Ciric tipinde 0x -

daralma olsun. Bu durumda 0 0x Tx  dır. 

İspat. Tersine 0 0x Tx  olsun. Bu durumda, hipotezden 
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0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0

, ,
, , , ,

2

                      0 , , ,

                      ,

t

q r s

r s tq

r s t

d x Tx d x Tx
d Tx x d x x d x Tx d x Tx

d x Tx d x Tx d x Tx

d x Tx

    

   


 

 
  

 





            

          

elde edilir.   1r s t    olduğundan, 

 

  0 0, 1d x Tx   

 

olur ve   fonksiyonunun tanımından  0 0, 0d x Tx   dır, yani 0 0Tx x  elde edilir . □ 

 

Teorem 2.3.  ,d  bir metrik uzay, :T   fonksiyonu 0x   ile JS-Ciric tipinde 0x -daralma 

olsun ve r sayısı  

  inf , :r d Tx x x Tx 
 

 

şeklinde tanımlansın. Eğer 
0 ,x rx C  için  0,d Tx x r  ise bu durumda, T  fonksiyonu 

0 ,x rC  

çemberini sabit bırakır. 

 

İspat. Aşağıdaki durumları dikkate alalım: 

 

Durum1: 0r   olsun. O halde 
0 , 0{ }x rC x olur ve Önerme 2.2 den 

0 ,x rC  çemberi T  nin bir sabit 

çemberidir. 

 

Durum2: 0r   ve 
0 ,x rx C  noktası  , 0d x Tx   olacak şekilde bir nokta olsun. Hipotezden, 

 

           
   

        

        

  

0 0

0 0 0

, ,
, , , ,

2

                   , 0

                   , , ,

                   ,

t

q r s

rq s t

q r t

q r t

d x Tx d x Tx
d Tx x d x x d x Tx d x Tx

r d x Tx r

d x Tx d x Tx d x Tx

d x Tx

    

   

  


 

 
  

 







 

                       

                       

elde edilir.   1q r t    olduğundan   , 1d x Tx    olur ve   fonksiyonunun tanımından 

 , 0d x Tx  , yani Tx x  elde edilir. Sonuç olarak, 
0 ,x rC  çemberi T  nin bir sabit çemberidir. □ 

 

Sonuç 2.4.  ,d  bir metrik uzay, :T   fonksiyonu 0x   ile JS-Ciric tipinde 0x -daralma 

ve r  sayısı Teorem 2.3 deki gibi tanımlı olsun. Eğer 
0 ,x rx D  için  0,d Tx x r  ise bu durumda, T  

fonksiyonu 
0 ,x rD  diskini sabit bırakır. 

 

İspat. Teorem 2.3 ün ispatına benzer şekilde kolayca görülür. □ 
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Tanım 2.5.  ,X d  bir metrik uzay ve :T X X  bir fonksiyon olsun. Her x X  için  0,1k   

ve 1         , , , , , 0       
olmak üzere  

 

              0 0 0 0, 0 , , , , , ,
k

d Tx x d Tx x d x x d x Tx d x Tx d x Tx d x Tx              

 

 olacak şekilde 0x   ve    varsa, T  fonksiyonuna JS-Hardy Rojers tipinde 0x -daralma denir. 

 

Önerme 2.6.  ,X d bir metrik uzay ve :T   fonksiyonu 0x   ile bir JS-Hardy Rojers 

tipinde 0x -daralma olsun. Bu durumda 0x   0Tx  dır. 

 

İspat. Tersine 0x 0Tx  olsun. Bu durumda, hipotezden 

            

   

   

 

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0

0 0

0 0

, , , , , ,

                      0 , 0 0 ,

                      ,

                      ,

k

k

k

k

d Tx x d x x d x Tx d x Tx d x Tx d x Tx

d x Tx d x Tx

d x Tx

d x Tx

      

  

  



      

      

   

   

  

                                   

elde edilir ve bu bir çelişkidir. O halde 0 0Tx x  olmalıdır. □ 

 

 

Teorem 2.7.  ,X d bir metrik uzay ve :T   fonksiyonu 0x   ile bir JS-Hardy Rojers 

tipinde 0x -daralma ve r  sayısı Teorem 2.3 deki gibi tanımlı olsun. Eğer 
0 ,x rx C  için  0,d Tx x r  

ise bu durumda T  fonksiyonu 
0 ,x rC   çemberini sabit bırakır. 

 

İspat. Aşağıdaki durumları dikkate alalım. 

 

Durum 1: 0r   olsun. O halde 
0 , 0{ }x rC x

 
olur ve Önerme 2.6 dan 

0 ,x rC  çemberi T  nin bir sabit 

çemberidir. 

 

Durum 2: 0r   ve 
0 ,x rx C   noktası  , 0d Tx x    olacak şekilde bir nokta olsun. Hipotezden, 

 

            

 

   

 

0 0 0 0, , , , , ,

                   ,

                   ,

                   ,

k

k

k

k

d Tx x d x x d x Tx d x Tx d x Tx d x Tx

r d x Tx r r r

d x Tx

d x Tx

      

     

     



      

      

      

   

  

                       

elde edilir ve bu bir çelişkidir. O halde Tx x  olmalıdır. Sonuç olarak 
0 ,x rC  çemberi T  nin bir sabit 

çemberidir. 
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Sonuç 2.8.  ,d  bir metrik uzay, :T   fonksiyonu 0x   ile JS-Hardy Rojers tipinde 0x  -

daralma ve r  sayısı Teorem 2.3 deki gibi tanımlı olsun. Eğer 
0 ,x rx D  için  0,d Tx x r  ise bu 

durumda, T  fonksiyonu 
0 ,x rD  diskini sabit bırakır. 

 

İspat. Teorem 2.7  nin ispatına benzer şekilde kolayca görülür. □ 

 

Tanım 2.9.
 
 ,d  bir metrik uzay ve :T   bir fonksiyon olsun. Her x  için  0,1k   , 

, , 0     ve 1      olmak üzere  

 

          0 0 0, 0 , , , ,
k

d Tx x d Tx x d x x d x Tx d x Tx            

 

olacak şekilde 0x   ve    varsa T  fonksiyonuna JS-Reich tipinde 0x -daralma denir. 

 

Önerme 2.10.  ,X d bir metrik uzay ve :T   fonksiyonu 0x   ile bir JS-Reich tipinde 0x -

daralma olsun. Bu durumda 0x   0Tx  dır. 

 

İspat. Tersine 0 0x Tx  olsun. Bu durumda hipotezden 

 

        

   

   

 

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0

0 0

0 0

, , , ,

                      0 , ,

                      ,

                      ,

k

k

k

k

d Tx x d x x d x Tx d x Tx

d x Tx d x Tx

d x Tx

d x Tx

    

   

  



    

    

   

   

 

                           

elde edilir ve bu bir çelişkidir. O halde 0 0Tx x   olmalıdır. □ 

 

Teorem 2.11.  ,X d bir metrik uzay ve :T   fonksiyonu 0x   ile bir JS-Reich tipinde 0x -

daralma ve r  sayısı Teorem 2.3 deki gibi tanımlı olsun. Bu durumda, T   fonksiyonu 
0 ,x rC   çemberini 

sabit bırakır. 

 

İspat. Aşağıdaki durumları dikkate alalım: 

 

Durum 1:  0r   olsun. O halde 
0 , 0{ }x rC x

 
olur ve Önerme 2.10 dan 

0 ,x rC  çemberi T  nin bir sabit 

çemberidir. 

 

Durum 2: 0r   ve 
0 ,x rx C   noktası  , 0d Tx x    olacak şekilde bir nokta olsun. Hipotezden, 

 

        

 

   

 

0 0 0, , , ,

                   ,

                   ,

                   ,

k

k

k

k

d Tx x d x x d x Tx d x Tx

r d x Tx r

d x Tx

d x Tx
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elde edilir ve bu bir çelişkidir. O halde Tx x  olmalıdır. Sonuç olarak 
0 ,x rC  çemberi T  nin bir sabit 

çemberidir. 

 

Sonuç 2.12.  ,d  bir metrik uzay, :T   fonksiyonu 0x   ile JS-Reich tipinde 0x  -

daralma ve r  sayısı Teorem 2.3 deki gibi tanımlı olsun. Bu durumda, T  fonksiyonu 
0 ,x rD  diskini 

sabit bırakır. 

 

İspat. Teorem 2.11 in ispatına benzer şekilde kolayca görülür. □ 

 

Tanım 2.13.
 
 ,X d  bir metrik uzay ve :T X X  bir fonksiyon olsun. Her x X  için  0,1k   

ve  0,1   olmak üzere  

         0 0, 0 , , ,
k

d Tx x d Tx x d x Tx d x Tx         

olacak şekilde 0x   ve    varsa, T  fonksiyonuna JS-Chetterjea tipinde 0x -daralma denir. 

 

Önerme 2.14.  ,X d bir metrik uzay ve :T   fonksiyonu 0x   ile bir JS-Chatterjea tipinde 

0x -daralma olsun. Bu durumda 0x   0Tx  dır. 

 

İspat. Tersine 0 0x Tx  olsun. Bu durumda, hipotezden 

 

       

 

 

0 0 0 0 0 0

0 0

0 0

, , ,

                      2 ,

                      ,

k

k

k

d Tx x d x Tx d x Tx

d x Tx

d x Tx

  

 



   

   

   

 

                           

elde edilir ve bu bir çelişkidir. O halde 0 0Tx x  olmalıdır.□ 

 

Teorem 2.15.  ,X d bir metrik uzay ve :T   fonksiyonu 0x   ile bir JS-Chatterjea tipinde 

0x -daralma ve r  sayısı Teorem 2.3 deki gibi tanımlı olsun. Eğer 
0 ,x rx C  için  0,d Tx x r  ise bu 

durumda T  fonksiyonu 
0 ,x rC   çemberini sabit bırakır. 

 

İspat. Aşağıdaki durumları dikkate alalım. 

  

Durum 1: 0r    olsun. O halde 
0 , 0{ }x rC x

 
olur ve Önerme 2.14 den 

0 ,x rC  çemberi T  nin bir sabit 

çemberidir.  

 

Durum 2: 0r   ve 
0 ,x rx C   noktası  , 0d Tx x    olacak şekilde bir nokta olsun. Hipotezden, 
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0 0, , ,

                   

                   2

                   2 ,

                   ,

k

k

k

k

k

d x Tx d x Tx d x Tx

r r

r

d x Tx

d x Tx

  

 

 

 



   

   

   

   

   

 

                       

elde edilir ve bu bir çelişkidir. O Halde Tx x  olmalıdır. Sonuç olarak 
0 ,x rC  çemberi T  nin bir sabit 

çemberidir. □   

 

Sonuç 2.16.  ,d  bir metrik uzay, :T   fonksiyonu  0x   ile JS-Chatterjea tipinde 0x  -

daralma ve r  sayısı Teorem 2.3 deki gibi tanımlı olsun. Eğer 
0 ,x rx D  için  0,d Tx x r  ise bu 

durumda, T  fonksiyonu 
0 ,x rD  diskini sabit bırakır. 

 

İspat. Teorem 2.15 in ispatına benzer şekilde kolayca görülür. □ 

 

 

 

III. ÖRNEKLER 
 

Bu bölümde ikinci bölümde verilen teorik sonuçlara bazı örnekler verilecektir. 

 

Örnek 3.1.   alışılmış metrik uzay ve :T   fonksiyonu her x  için 

 

3 , 2

, diğer durumlar

x
Tx

x


 


 

 

şeklinde tanımlansın. Bu duruda T  fonksiyonu 0 0x   ve her x  için  

  

 

1 , 0

2 , 1

25 , diğer durumlar

x

x x




 



 

 

şeklinde tanımlı    : 0, 1,     fonksiyonu ile JS-Ciric 0x -daralmadır. Gerçekten, 2x   için  

 

 3, 2 1d  ,  2,0 2d  ,  0,0 0d  ,  0,3 3d   

 

ve 0s  , 0r  , 
1

4
q  , 

1

4
t    seçilirse  

 

       
2 3

1 2 1 0 2 25 .2 .1 .25 25 25 5
2

t
q r s q r s t q t      
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elde edilir. Ayrıca  

 

  inf , : 1r d Tx x x Tx    

 

olduğundan 0,1 1,1C    çemberi T  nin bir sabit çemberidir. 

 

Örnek 3.2.   alışılmış metrik uzay ve :T   fonksiyonu her x  için 

 

9 , 8

, diğer durumlar

x
Tx

x


 
  

 

şeklinde tanımlansın. Bu durumda T  fonksiyonu 0 0x   ve her x  için 

            

 

1 , 0

2 , 1

25 , diğer durumlar

x

x x




 



 

 

şeklinde tanımlı    : 0, 1,     fonksiyonu ile JS-Hardy Rojers tipinde 0x -daralmadır. 

Gerçekten, 8x   için  

 

 8,0 8d   ,  8,9 1d   ,  0,9 9d   

 

ve 
1

8
  0, 

1

8
  , 

1

8
  , 

1

2
  , 

1

18
   seçilirse 

 

       
1

21 4 4 2 25
k

        

 

elde edilir. Ayrıca 

 

  inf , : 1r d Tx x x Tx    

 

olduğundan 0,1 1,1C    çemberi T  nin bir sabit çemberidir. 

 

Örnek 3.3.   alışılmış metrik uzay ve :T   fonksiyonu her x  için 

 

5 , 4

, diğer durumlar

x
Tx

x


 


 

 

şeklinde tanımlansın. Bu durumda T  fonksiyonu 0 0x   ve her x  için 

            

 

1 , 0

2 , 1

25 , diğer durumlar

x

x x
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şeklinde tanımlı    : 0, 1,     fonksiyonu ile JS-Reich tipinde 0x -daralmadır. Gerçekten, 

4x   için  

 

 4,0 4d  ,  4,5 1d  ,  0,0 0d   

 

ve 
1

8
  , 

1

2
  , 

1

8
   seçilirse  

     
1

21 1 1     

 

elde edilir. Ayrıca 

 

  inf , : 1r d Tx x x Tx    

 

olduğundan 0,1 1,1C    çemberi T  nin bir sabit çemberidir. 

 

Örnek 3.4.   alışılmış metrik uzay ve :T   fonksiyonu her x  için 

13 , 12

, diğer durumlar

x
Tx

x


 


 

 

şeklinde tanımlansın. Bu durumda T  fonksiyonu 0 0x   ve her x  için 

            

 

1 , 0

2 , 1

25 , diğer durumlar

x

x x




 



 

 

şeklinde tanımlı    : 0, 1,     fonksiyonu ile JS-Chatterjea tipinde 0x -daralmadır. Gerçekten, 

12x   için  

 

 12,0 12d   ,  0,13 13d   

 

ve 
1

5
   ,

1

2
k   seçilirse 

 

   1 5 25    

 

elde edilir.  Ayrıca 

 

  inf , : 1r d Tx x x Tx    

 

olduğundan 0,1 1,1C    çemberi T  nin bir sabit çemberidir. 
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