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Ozet: Bu Calismada Grup Teoride ¢nemli rol oynayan Sylow Teoremlerinin p mertebeli alt gruplara
uygulamalarini ve Permiitasyon gruplarinda uygulamalarin arastirdik. Cekirdek kavrammni Sylow Teoremi ile
zenginlestirip, Alterne gruplarin temel alt gruplart iizerinde calismalar yaptik. Ozellikle Sylow Teoremlerinin
Permiitasyon Gruplarina etkisi iizerinde durulmustur.
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Practical Consequences of Sylow Theorems with
Alterne Groups

Abstract: The The earliest study of groups seems to have taken place in parallel threads around the world. It
has been suggested that the convergence of all these developments into what formed a more uniform theory took
place in 1870 and was the result of a book produced by C. Jordan called, Traité des substitutions et des
équations algébriques. The following paper explores the theorems produced by Peter Sylow, a Norwegian
mathematician, whose discoveries were too late to be included in the publication by Jordan. Sylow had proved
his theorems as early as 1870, but he withheld them from publication for at least two years until Jordan, assured
Sylow that the theorems were both new and signi can 't. In 1872, Sylow published a 10-page paper presenting the
theorems that now bear his name. The Sylow Theorems form a fundamental part of nite group theory and have
very important applications in the classi cation of nite simple groups.

Two key mathematicians play a role in this paper alongside Sylow, as a result of their in uence on Sylow's
development of his theory. The rst being Lagrange, whose Theorem states that the order of a subgroup must
always divide the order of the group itself. The corollary to Lagrange's Theorem does not in fact hold true for all
groups. That is there may not exist a subgroup whose order is a divisor of the main groups order. The sim- plest
example of this is the Alternative Group, A4, of order 12, which has no subgroup of order 6. The Sylow's
Theorems provide a partial converse to this problem. Cauchy proved that for every prime p that divides the
order of a infinite, abelian group, there is an element of order p that exists in the group. Cauchy's Theorem was
a direct inspiration for the theorems which Sylow developed, which were later shown to hold true for any finite
group. Sylow's original proof operated within a subgroup of the symmetric group, just as Cauchy's had.
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GiRIS

Bu Calismada Grup Teoride 6nemli rol oynayan Sylow Teoremlerinin p mertebeli alt gruplara
uygulamalarini ve Permitasyon gruplarinda uygulamalarini arastirdik. Cekirdek kavramini
Sylow Teoremi ile zenginlestirip, Alterne gruplarin temel alt gruplan Gzerinde ¢alismalar yaptik.
Ozellikle Sylow Teoremlerinin Permiitasyon Gruplarina etkisi tizerinde durulmustur.

Sonug 1: n, = 1 olabilmesi igin gerek ve yeter kogul G’nin ilgili Sylow p -altgrubunun normal
olmasidir.

Kanit: H, G grubunun bir Sylow - p alt grubu olsun. Burada n,, = 1 G'nin igindeki eslenik sayisi
olarak kargimiza c¢ikacaktir.

n, = 1ise bu durumda eslenik xHx~! = H, Vx € G bigiminde olacaktir. Sagdan x ile ¢arparsak,
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xH = Hx, Vx € G olacaktir. Bu durumun varlidi ise H < G olmasinin kendisidir.

Sonug¢ 2: G'nin tim Sylow p-alt gruplari G grubu i¢cinde normal ise bu su anlama gelecektir;
[G|'nin her asal bdleninin n, = 1 sartina uygunlugudur. Dolayisiyla G grubu normal Sylow p-
altgruplarinin direkt ¢carpimi bigciminde yazilacaktir.

Kanit: Birbirinden farkli p ve q asallari igin |G| = p%q® oldugunu ve buradaki a,b € N oldugunu
unutmayalim. Ayrica, n, =1 =n, olsun. Bu durumda G grubunun normal bir Sylow - p alt
grubunun oldugunu biliyoruz. Bu alt gruplara sirasiyla P ve Q olsun. Langrange Teoremine
goére,

|PnG||P* = |P|ve [P N Qllg" = QI

oldugundan ve P,Q < G oldugundan |P n G| = 1 elde ederiz. Bu durumda P ve Q’nun bir direkt
carpim oldugu goéridlmis olur. Ayrica P ile Q carpiminin mertebesi G’nin mertebesine esit
olacaktir. Yani;

|PQI = IPIIQ| = p®q” = |G]
Bu tdr gruplara nilpotent gruplar denir. Bu tur gruplar igin iki dnerme verelim.

Onerme - 1: G bir grup olsun ve A c G igin N;(A) <G olup (burada N;(A) ifadesinin G
grubunun normalleyicisi oldugunu unutmayalim) esleniklerinin sayisi |G: N (A)|'dir.

Not: Burada G grubunun normalleyicisi N;(A) ={g € G: gA = Ag} bigiminde gdsterilir. Bu
noktada bir 6nerme ile devam edebiliriz.

Onerme - 2: G grubu igin eder P gibi bir Sylow p-alt grubu igin n, = |G: Ng(P)| her zaman
dogrudur. Onermelerin sonuglarini birlestirirsek bir G grubu igin, npls olur.

ispat: n, ile gosterdigimiz G'nin P ile ifade ettigimiz Sylow p-alt gruplarinin eslenik sayisi
oldugunu biliyoruz. O halde, n, = |G: N;(P)| oldugundan, n,|p®s elde edilir. Dikkat ediimesi
gereken ise n, = 1mod p olmasindan dolayi, n,|s durumunu gerekli kilacaktir.

Bu duruma birkag 6rnek verebiliriz. Ozellikle grubun mertebesi ile ilgili olarak verilen bir
grubun Sylow p- altgruplarinin nasil arastirildigini gérelim.

Ornek: Mertebesi 245 olan bir grubun abelyan oldugunu gésterelim. Grubun mertebesinin asal
¢arpanlar bigiminde yazalim. Bu durumda grubun abelyan oldugunu gésterebiliriz.

|G| = 725 Bigiminde olacaktir. Dikkat ederseniz asal bélenlerinden G’'nin mertebesi 49 olan H
gibi normal bir sylow 7- altgrubu oldugunu gérurtz. Ayrica ayni bicimde G’nin mertebesi 5 olan
Q gibi bir normal Sylow - 5 alt grubu oldugunu da bilebiliriz. Simdi bu gruplarin H ve Q’'nun direkt
carpimlarinin G’ye izomorf oldugunu yazarsak,

G = H x Q oldugunu kolaylikla anlayabiliriz. H ve Q grubunun mertebelerinden abelyan olduklari
bundan dolay direkt garpim olan grubun da abelyan oldugu agiktir.

2p Mertebeli Gruplar igin Bir Uygulama

p bir tek asal say1 olmak lizere |G| = 2p olsun. Sylow teoremlerini sirasiyla 2 ve p sayilarina
uygulayip birkag¢ sonug gikaralim. Bu durumda Sylow p -alt gruplarinin sayisi olacak olan n,
degeri 2p’yi bolecektir. Dolayisiyla n, degeri 1, 2, n, 2p sayilarindan birine esit olmalidir.
Yukarida belirttigimiz |P| = p oldugundan grup devirli bir grup olacaktir. Dolayisiyla G grubunun
en az bir tane Sylow - 2 altgrubunun oldugu aciktir. Dolayisiyla y € G icin |y| = 2 olacaktir. Bu
durumda grubun elemanlari, {1, x, ..., xP~1,y, yx, ... yxP~1} kiimesi ile tanimlanacaktir. Elemani bu
sekilde olan gruplar ise Dihedral Gruplar olarak adlandirilir. Bu durumda p = 2 segilirse
mertebesi 4 olan bir grup olur. Yani, G = z, olacaktir.
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G = z, ise z, grubunun direkt ¢carpimi olarak z, = z, X z, yazilabilir. Dolasiyla G = z, X z, olur.
Bu noktada Dihedral grup igin, D, = (x,y:x? = 1 = y%, yx = xy~') ile tanimlanacaktir.

Sylow Teoreminin Pratik Sonuglari
Bu noktada kavramlari iyi anlamak i¢in kullanacagimiz grup temsillerini verelim.
e |G| =p*m bigciminde go6sterdigimiz grubun mertebesinin asal carpanlara ayriimis
bigimidir.
e Syl,(G) ile ifade ettigimiz ise G grubunun Sylow p-alt gruplarinin kiimesi
e N, ise G grubunun Sylow P-alt gruplarinin sayisidir.

Sonug - 3. N, ifade eger |G||P ifadesine tam olarak bdlinirse, bu durumda N,’nin modile
formuna girer daha agik bir ifade ile N,, =1mod(p) olur.

Kanit: Herhangi bir P = Syl,,(G) alahm. Bu durumda n,, = |G: N;(P)| olmalidir. Bu indeks sayisi
ise |G|/|Ng(P)] ile iliski olmalidir. Sayet N;(P) P’yi igeriyor ise mertebesi p® olan elemani da
igerir.

Sonug - 4: Syl,,(G) = 1 ise bu durumda Syl,,(G) < G olur.

Kanit: N,(G) =1 bu durumda P ile gésterdigimiz G'nin Sylow p-alt gruplarinin kimesinde
gPg~1 ile belirtilen konjugasyon sinifi da vardir.

N,(G) =1 gPg~' €P,N,(G) =1 gPg~"' = P olur.

Sonug- 5: G bir abelyan grup olsun. Abelyan gruplarin herhangi bir alt grubu normal bir alt
gruptur. Dolayisiyla abelyan gruplarda en az bir tane Syl,(G) vardir.

Sonug- 6: Bir G grubunun merkezi Z(G) ile gosterilsin. Sayet |G| = p® ise Z(G) > 1 olur.
Bundan dolay! Z(G) < G olur.

Sonug- 7: |G| = p ise, burada p’nin asal oldugunu biliyoruz, G grubu devirli bir gruptur.

Sonug -8: |G| = p? ise bu grup abelyan bir gruptur.

Sonug-9: Ayni asal mertebeye sahip olan ayrik iki grubun kesigimleri {1}'dir.

Kanit: |P;| =|P,| =p olsun burada PP, € Syl,(G). P, NP, G grubunun bir alt grubu

oldugundan |P, nP,| =1 ya da |P, N P,| = p olmahdir. Bu gruplar ayrik gruplar oldugundan
|P, N P,| =1 olmalidir.

Sylow Teoreminin Permiitasyon Gruplarina Etkisi

Langrange Teoremine gore alt grubun mertebesi grubun mertebesini bélecegdini biliyoruz. Bu
n!

teoremin tersi ise dogru olmayabilir. A4, ile gosterilen Alterne grubun mertebesi yani |4,| = By
bicimindeydi.

iddia: 4, grubunun mertebesi 6 olan alt grubu yoktur.
Kanit: |A,] = 12 oldugunu biliyoruz. G grubunun H igindeki indeksini bulalim. Bu durumda

|G: H| = 2 olacaktir. Sayet bu grubun indeksi 2 ise a € 4, i¢in a® € H, a € H olur. Eger a'nin 3-Iu
bir dénglye sahip elemanlari var ise mertebesi 3 olan bir grubu var olacaktir. Fakat a = a* =
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(a®)? oldugundan bu bir geligki yaratacaktir. A, grubu iginde 3-li déngiiye sahip 8 tane eleman
vardir.

Peki A, grubunun kag tane Sylow p-alt grubu vardir. Bunu arastiralim. ilk olarak 4, grubunun
mertebesini asal ¢arpanlar bigiminde ayiralim. 4, =12 = 223. Buradan hemen anlayacagimiz
durum grubun Syl,(A,) ve Syl;(A,) alt gruplarinin oldugudur. Ik olarak Syl;(A,) inceleyelim.

[Syl;(A,)| = 3 oldugundan yukarida da belirttigimiz gibi A, grubunda 3-li devire sahip 8
eleman olacaktir. Bunlari kolay bir sekilde yazabiliriz.

1-){(1),(123),(132)}
2-) {(1),(124),(142)}
3-) {(1).(134),(143)}
4-) {(1),(234),(243)}

biciminde olacaktir. A, grubu icin de devirli Syl;(4,) ise ((123)),((124)),((134)),((234))
seklinde yukaridaki tek bicim seklinde olacaktir.

Grubun diger bir Sylow alt grubu ise Syl,(4,) idi. Bu p -alt grubu incelersek, |Syl,(4,)| =4 =
22 bigiminde oldugunu goririiz. Bu noktada grup p? bigiminde oldugu igin Syl,(4,) < A,
olacaktir. Syl,(4,) alt grubu ise, {(1),(12)(34),(13)(24),(14)(23)} seklinde bulunur. Bu grup A,
grubunun “Klein grubudur” seklinde ifade edilecektir.

Ornek: G bir grup olsun ve |G| = 12 alalim. G grubunun Syl,(G) alt grubu normal alt grup ise bu
grup A,’'na izomorftur.

Kanit: Yukarida verilen sorunun normal sartlarda ¢6zimui olmasi gerekirken, bunu teorem
olarak algilayip kanitini verelim.

12 = 223 bigiminde asal ¢arpanlarina ayrildigindan dolayi n;|4 ve n; = 1mod(3). Bu durumda
ns = 1 veya n; = 4 olmalidir. Kargimiza iki durum cikacaktir.

1- Eger n; = 1 ise mertebesi 3 olan P alt gruplari 3P < G olacaktir.

2- Eger n; = 4 ise, 4 tane Syl;(G) ¢ikacaktir ve bu durumda bu 4 gruba P;, P,, P;, P, seklinde
adlandiralim. Dolayisiyla  f:G —» S,’)den  bir  homomorfizma  tanimlanacaktir. Bu
homomorfizmanin injective ve Im f = A, oldugunu ispatlarsak ayni zamanda G = Imf = A,
oldugunu gdstermis olacagiz.

ik olarak injective oldugunu kanitlayalim.

Ker f = 1 oldugunu gosterelim.

4
Kerf ={g € G:gP,g™* = P,VP, € S} = ﬂNG(Pi)
1

Burada n; = [G: N;(P)] = |le1|> 1 oldugundan hemen |N;(P;)|'yi hesaplayalim. [N;(P;)| = 14—2 =
G\
3 olur. |P;| = 3 oldugunu goérduk. P; < N (P;) durumu bize P; = N;(P;) gergegini gOsterecektir.
Dolasiyla,

ker f = N* Ny (P,)dir.

ikinci olarak ise Im f = A, oldugunu gdstermemiz gerecektir. G grubunun dort tane alt
gruplarini P;, P,, P;, P, olarak tanimladik. G grubu mertebesi 3 olan, 2.4=8 elemana sahiptir. Bu
mertebesi 3 olan 8 eleman, S, grubunda 8 tane mertebesi 3 olan elemanlarla bir homomorfizma
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olusturur. Bu durumda S, grubu icinde mertebesi 3 olan dongiiler ¢ift dereceli oldugundan A,
grubunun da iginde yer alacaktir.

Bu ylizden (A, nIm f) <A, ve (A,NnIm f) <Im f en az 8 elemanli olacaktir. Halbuki, [4,]| =
|Im f| = 12|44, n Im f||12. 12'nin 8'den bulyulk bodleni sadece 12 oldujundan dolayi, A, ve Im f
bir alt grup belirtecektir ve kesisimlerinde bir alt grup belirttigi kanisindan dolay1 4, n Im f de bir
alt grup teskil gosterecektir. (Not: G bir grup ve H,K ise G’nin iki alt grubu olsun H,K < G). Bu
durumda HN K < G olur. Fakat H U K < G olmayabilir. A, ve Im f’nin 12 elemani olacak ve
A,NnIm f = A, =Im f oldugu ¢ikacaktir. Bu da G = A, dogrulugunu gésterecektir.
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