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Çalışmamız kapsamında, eklemleri fırçasız doğru akım (DA) motorları kullanılarak 
sürülen ve hem dinamik hem de kinematik modelinde parametrik belirsizlikler içeren 
robot kolları için, eyleyici dinamikleri denetleyici tasarımına dahil edilerek uyarlamalı 
görev uzayı takip denetleyicisi tasarımı gerçekleştirilmiştir. Denetleyici tasarımının 
doğrudan görev uzayında gerçekleştirilmesi sayesinde pozisyon seviyesinde ters 
kinematiğin hesaplanmasına ihtiyaç duyulmamaktadır. Geliştirilen tam durum geri 
beslemeli ve ivme ölçümlerine ihtiyaç duymayan denetleyici yapısı için Lyapunov 
tabanlı kararlılık analizi gerçekleştirilmiştir. Kararlılık analizinin sonucuna göre robot 
kolunun hem dinamik hem de kinematik modelindeki parametrik belirsizliklere rağmen 
görev uzayı takip hatasının asimptotik kararlılığı ve denetleyici girişleri de dahil olmak 
üzere sistemde kullanılan tüm işaretlerin sınırlılığı garanti edilmiştir. Gerçekleştirilen 
çalışma ile robot kollarının görev uzayı denetiminde motor dinamikleri göz önünde 
bulundurulmuş ve bu konudaki öncü sonuçlardan birisi elde edilmiştir. Özellikle robot 
kolunun dinamik ve kinematik modellerindeki belirsizliklerle tasarlanan özgün 
uyarlama kuralları ile mücadele edilirken geliştirilen yenilikçi uyarlamalı 
denetleyicinin görev uzayı takip hatasının asimptotik kararlılığının matematiksel 
olarak ispatlanması çalışmanın en önemli katkısıdır. 

 

ADAPTIVE CONTROL OF ROBOT MANIPULATORS DRIVEN BY BRUSHLESS DC MOTORS WITH 
PARAMETRIC UNCERTAINTIES IN BOTH KINEMATIC AND DYNAMIC MODEL 

Keywords Abstract 

Adaptive control 
Robotic manipulators 
Task space 
Nonlinear control 
BLDC motors 

In this study, an adaptive task-space tracking controller design was proposed for robot 
arms driven by BLDC motors with parametric uncertainties in their dynamic and 
kinematic models. The proposed controller design incorporates actuator dynamics for 
the robot arm and does not require inverse kinematics calculations at the position level 
due to its direct implementation in task space. Lyapunov-based stability analysis was 
conducted for the developed full-state feedback controller structure, which does not 
require acceleration measurements. The stability analysis results demonstrate that, 
despite the parametric uncertainties in both the dynamic and kinematic models of the 
robot arm, the proposed controller guarantees the asymptotic stability of the task-
space tracking error, as well as the boundedness of all signals used in the system, 
including the controller inputs. The conducted study considers the motor dynamics in 
the task space control of robot manipulators, leading to one of the pioneering findings 
in this area. The obtained result is particularly significant as it demonstrates the 
achievement of addressing the uncertainties present in the dynamic and kinematic 
models of the robot manipulator through novel adaptation laws. The most crucial 
contribution of this research lies in the mathematical proof of the asymptotic stability 
of the task space tracking error ensured by the developed novel adaptive controller. 
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1. Giriş 

Robot kollarının gerçekleştirmesi beklenilen görev 
çoğunlukla robot kolunun uç noktasının 
konumlandırılmasını gerektirmektedir (Yılmaz, 
Tatlıcıoğlu, Savran ve Alcı, 2022). Dolayısıyla robot 
kolunun takip etmesi istenilen yörüngesi, robot 
kolunun uç noktasına ait koordinat çerçevesinin, robot 
kolunun tabanına ait koordinat çerçevesine göre 
istenilen konumu ve yönü kullanılarak tanımlanır 
(Tatlıcıoğlu, McIntyre, Dawson ve Walker, 2005). 
Bilimsel yazında robot kollarının denetimi konusunda 
yapılan geliştirmeler çoğunlukla robot kolunun eklem 
uzayında denetleyici tasarımına yönelik 
geliştirmelerdir. Bu geliştirmelerden faydalanabilmek 
amacıyla istenilen görev uzayı yörüngesi eklem 
pozisyonları cinsinden ifade edilebilir ancak bu 
yöntemin en önemli zayıflığı pozisyon seviyesinde ters 
kinematiğin gerçek zamanlı olarak hesaplanmasını 
gerektirmesidir (Çetin, 2016). Çalışmamız kapsamında 
denetleyici tasarımı doğrudan görev uzayında 
gerçekleştirilerek pozisyon seviyesinde ters kinematik 
hesaplanmasına ihtiyaç duyulmaksızın denetim 
hedefine ulaşılmıştır. Görev uzayı konusunda detaylı 
bilgiye Nakanishi, Cory, Mistry, Peters ve Schaal (2008) 
ve Siciliano, Khatip ve Kröger (2008) kaynaklarından 
ulaşılabilir. 
 
Robot kollarında kullanılan eyleyicilerin dinamikleri de 
eksiksiz bir robot dinamiğinin önemli bir parçasıdır. 
Eyleyici dinamiklerinin etkisi, çalışma hızı arttıkça ve 
yük değişimleri altında dramatik olarak artmaktadır 
(Tarn, Bejzcy, Yun ve Li, 1991). Eyleyici dinamikleri 
robot kolunun dinamik karakteristiğini ve kararlılığını 
da etkileyebilmektedir (Wai ve Muthusamy, 2014). 
Yüksek hız ve doğruluk gereksinimlerine ihtiyaç 
duyulan robot kollarından yüksek bir performans elde 
edilmesi istendiğinde eyleyici dinamikleri, denetleyici 
tasarımında dikkate alınmalıdır (Good, Sweet ve 
Strobel, 1985). Robot kollarının denetimi konusunda 
bilimsel yazında son zamanlarda yapılan 
geliştirmelerde eyleyici dinamiklerinin de ele alındığı 
görülmektedir (Deng, Zhou, Zhou ve Yao, 2023; 
Keighobadi, Xu, Alfi, Arabkoohsa ve Nazmara, 2022; 
Saleki ve Fateh, 2020; Shojaei, Kazemy ve Chatraei, 
2021; Chwa ve Kwon, 2022), Çalışmamız kapsamında 
eklemleri fırçasız doğru akım (DA) motorları (Albostan 
ve Gökbulut, 1998) kullanılarak sürülen robot kolları 
için denetleyici tasarımı gerçekleştirilmiştir. Fırçasız 
DA motorlarının tercih edilmesinin temel motivasyonu, 
fırçalı DA motorlarına göre düşük bakım gereksinimi ve 

yüksek tork üretimi avantajları nedeniyle endüstride 
sıklıkla tercih edilmesidir. Ancak fırçasız DA motorları 
faz akımları ve rotor hızları arasındaki çapraz terimler 
nedeniyle oldukça yüksek dereceden doğrusalsızlıklar 
içermektedir. Fırçasız DA motorlarının çok girişli yapısı 
nedeniyle koordinat dönüşümleri yapılsa dahi en az iki 
denetleyici tasarlanması gerekmektedir (Bridges ve 
Dawson, 1994). 
 
Robot kollarının denetimi konusunda önemli araştırma 
konularından bir diğeri de robot kolunun dinamik ve 
kinematik modelinde belirsizliklerin varlığıdır (Dixon, 
2007; Xiao, Yin ve Okyay, 2016; Yazıcı ve 
Karamancıoğlu, 2008). Model belirsizliklerinin varlığı 
denetleyici tasarımında belirsizlik içeren ifadelerin 
kullanılamaz hale gelmesine neden olmaktadır. 
Çalışmamız kapsamında robot kollarının hem dinamik 
hem de kinematik modelindeki parametrik 
belirsizliklerle mücadele eden denetleyici tasarımı 
gerçekleştirilmiştir. Fırçasız DA motorlarının çok girişli 
ve yüksek dereceden doğrusalsızlıklar içeren yapıları 
ele alınan kontrol problemini zorlaştırmaktadır buna 
ek olarak robot kolunun hem dinamik hem de 
kinematik modelindeki belirsizliklerin de ele alınması 
sonucunda ortaya oldukça zor bir kontrol problemi 
çıkmaktadır. 
 
Bilimsel yazında robot kollarının görev uzayında 
denetimini hedeflerken eyleyici modelini de göz 
önünde bulunduran oldukça az sayıdaki çalışmalar 
arasında (Liu ve Cheah, 2005; Soltanpour, Khalilpour 
ve Soltani, 2012; Cheah 2003; Liu, Cheah ve Slotine, 
2006) bulunmaktadır. Bu çalışmalarda robot 
kollarındaki çeşitli model belirsizlikleri de göz önünde 
bulundurularak kontrol problemlerine çözümler 
önerilmiştir. Ancak bu çalışmalarda elektriksel 
dinamikler ihmal edilerek oldukça basit bir eyleyici 
modeli tercih edilmiştir (Zhou, Yang, Wang, Chen ve 
Chen 2020; Chen, Yang ve Liu 2019). Görev uzayında ve 
elektriksel dinamikler ihmal edilmeksizin eyleyici 
dinamiklerinin dikkate alındığı çalışmalar arasında (Si, 
Zhao, Wei ve Guan, 2021) ve (Carrillo-Serrano, 
Hernandez ve Santibanez, 2011) bulunmaktadır. Si ve 
diğ. (2021) çalışmasında gürbüzleştirici terim olarak 
kayan kipli denetim yapısında kullanılan işaret 
işlevinin kullanıldığı görülmektedir. İşaret işlevinin 
denetleyici tasarımında kullanılması çatırdama 
problemi nedeniyle tasarlanan denetleyicilerin gerçek 
zamanlı uygulamalarda kullanımını kısıtlamaktadır. 
Carrillo-Serrano ve diğ. (2011) çalışmasında ise 
denetleyici tasarımında dinamik model bilgisine ihtiyaç 
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duyulmaktadır. Bilimsel yazında, eyleyicinin elektriksel 
dinamiklerini ihmal eden, dinamik ve kinematik model 
belirsizliklerinin ele alınmadığı ve kayan kipli denetim 
yapısını kullanan uygulanabilirliği görece düşük 
çalışmalar da dışarıda bırakıldığında eyleyici 
dinamiklerini göz önünde bulunduran, görev uzayında 
istenilen uç nokta konfigürasyonun takibini amaçlayan 
denetleyici tasarımı konusunda tam durum geri 
beslemeli denetleyici tasarımı çalışması yazarların en 
iyi bilgisi dahilinde tespit edilememiştir. 
 
Bu çalışma kapsamında eklemleri fırçasız DA motorları 
ile sürülen robot kolunun hem dinamik modelindeki 
hem de kinematik modelindeki belirsizlikler ile 
mücadele eden ve eklem ivmelerinin ölçüm bilgisine 
ihtiyaç duymayan, tam durum geri beslemeli 
uyarlamalı denetleyici tasarımı gerçekleştirilmiştir. 
Tasarlanan denetleyicinin robot dinamik ve kinematik 
modelindeki parametrik belirsizliklere rağmen 
asimptotik kararlılığı Lyapunov tarzı sentez ve 
kararlılık analizi yöntemi kullanılarak garanti 
edilmiştir.  Bölüm 2’de makale genelinde kullanılan 
bazı simge ve kısaltmalar anlamları ile sunulmuştur. 
Bölüm 3’te kinematik model, Bölüm 4’te kullanılan 
fırçasız DA motorlarının elektriksel modeli ile birlikte 
robot kolunun dinamik modeli, Bölüm 5’te hata sistemi 
geliştirilmesi ve denetleyici tasarımı, Bölüm 6’da 
Lyapunov tabanlı kararlılık analizi ve sonucu, Bölüm 
7’de iki serbestlik dereceli, eklemleri fırçasız DA 
motorları ile sürülen robot kolunun geliştirilen 
denetleyici kullanılarak elde edilen benzetim 
çalışmasına ait sonuçlar sunulmuştur ve son olarak 
Bölüm 8’de elde edilen sonuçlar değerlendirilmiştir. 
 
2. Simgeler ve Kısaltmalar 

Bu kısımda çalışmanın okunabilirliğini geliştirmek 
amacıyla, kullanılan bazı matematiksel simgeler ve 
kısaltmalar Tablo 1’de sunulmuştur. 

Bu çalışmada araştırma ve yayın etiğine uyulmuştur. 
 
Tablo 1. Simgeler ve Kısaltmalar 

𝑞(𝑡), �̇�(𝑡), �̈�(𝑡) ∈ ℝ𝑛  Eklem pozisyon, hız ve ivme 
vektörleri 

𝑓(𝑞): ℝ𝑛 → ℝ𝑛  İleri kinematik işlevi 

𝑥(𝑡), �̇�(𝑡) ∈ ℝ𝑛  
Görev uzayı pozisyon ve hız 
vektörleri 

𝐽(𝑞) ∈ ℝ𝑛×𝑛  Jakobiyen matrisi 

𝐼𝑛 ∈ ℝ𝑛×𝑛  Birim matris 

𝑀(𝑞) ∈ ℝ𝑛×𝑛  Eylemsizlik/atalet matrisi 

𝑉𝑚(𝑞, �̇�) ∈ ℝ𝑛×𝑛  
Merkezcil ve Koriyolis etkilerini 
içeren matris 

𝐺(𝑞) ∈ ℝ𝑛  
Yerçekimine bağlı etkileri içeren 
vektör 

𝐹𝑑 ∈ ℝ𝑛×𝑛  
Sabit, köşegensel ve artı tanımlı 
viskoz sürtünme matrisi 

𝐼𝑎(𝑡) = [𝐼𝑎1 ⋯ 𝐼𝑎𝑛]T,  
𝐼𝑏(𝑡) = [𝐼𝑏1 ⋯ 𝐼𝑏𝑛]T ∈ ℝ𝑛  

Faz akım vektörleri 

𝐿𝑎 , 𝐿𝑏 ∈ ℝ𝑛×𝑛  Köşegensel, endüktans matrisleri 

𝑅 ∈ ℝ𝑛×𝑛  Köşegensel, sargı direnç matrisi 

𝑁𝑝 ∈ ℝ𝑛×𝑛  
Köşegensel, kutup sayılarını 
içeren matrisi 

𝐾𝐵 ∈ ℝ𝑛×𝑛  
Köşegensel, elektromotor kuvvet 
katsayılarını içeren matrisi 

𝑉𝑎(𝑡) = [𝑉𝑎1 ⋯ 𝑉𝑎𝑛]T, 
𝑉𝑏(𝑡) = [𝑉𝑏1 ⋯ 𝑉𝑏𝑛]T ∈ ℝ𝑛  

Denetleyici girişi olan faz 
gerilimleri 

  

‖⋅‖, ‖⋅‖𝑖∞   
İlgili vektörün Öklid normu ve 
ilgili matrisin indirgenmiş sonsuz 
normu 

proj{⋅}  
İlgili işlev için 
projeksiyon/izdüşüm operatörü 

diag{⋅}  
İlgili vektör elemanlarından 
köşegensel, kare matris oluşturan 
operatör 

det(⋅), adj(⋅)  
İlgili matrisin determinantı ve 
eki/adjointi 

𝜆mak(⋅), 𝜆min(⋅)   
İlgili matrisin en büyük ve en 
küçük özdeğeri 

𝐾𝑒, 𝐾𝑟 ∈ ℝ𝑛×𝑛  
Artı tanımlı, köşegensel ve sabit 
denetleyici kazanç matrisleri 

𝑘𝑎1, 𝑘𝑎2, 𝜅 ∈ ℝ  Artı denetleyici kazançları 

ℒ∞ Sınırlı fonksiyonlardan oluşan 
vektör uzayı 

ℒ2 
Karesi integrallenebilir 
fonksiyonlardan oluşan vektör 
uzayı 

 
3. Kinematik Model 

𝑛 boyutlu uzayda çalışan ve 𝑛 serbestlik dereceli robot 
kolunun kinematik modeli (Dawson, Bridges ve Qu, 
1995) 
 
𝑥 = 𝑓(𝑞) (1) 
 
şeklinde ifade edilebilir. Eşitlik (1) ifadesinin zamana 
göre türevi alındığında hız seviyesinde kinematik 
modeli  
 
�̇� = 𝐽(𝑞)�̇� (2) 
 
yapısında elde edilmiştir. Jakobiyen matrisi  
 

𝐽(𝑞) ≜
𝜕𝑓(𝑞)

𝜕𝑞
 (3) 

 
şeklinde tanımlanmıştır. 
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4. Dinamik ve Elektriksel Sistem Modeli 

Eklemleri fırçasız DA motorları kullanılarak tahrik 
edilen, rijit eklemli ve 𝑛 serbestlik dereceli robot 
kolunun dinamik modeli (Bridges ve diğ. 1994) 
 
𝑀(𝑞)�̈� + 𝑉𝑚(𝑞, �̇�)�̇� + 𝐺(𝑞) + 𝐹𝑑�̇� = (𝐾𝑇1𝐼𝐵 + 𝐾𝑇2)𝐼𝑎(4) 
 

𝐿𝑎
𝑑𝐼𝑎

𝑑𝑡
+ 𝑅𝐼𝑎 + 𝑁𝑝𝐿𝑏𝐼𝐵�̇� + 𝐾𝑇2�̇� = 𝑉𝑎  (5) 

 

𝐿𝑏
𝑑𝐼𝑏

𝑑𝑡
+ 𝑅𝐼𝑏 − 𝑁𝑝𝐿𝑎𝐼𝐴�̇� = 𝑉𝑏 (6) 

 
yapısındadır. 
 
Özellik 1: Eşitlik (4) ifadesinin sol tarafındaki dinamik 
terimler doğrusal olarak parametrelerine ayrıştırılabilir 
yapıda olup (Patil, Sun, Bhasin ve Dixon, 2022) 
 
𝑌𝜃 = 𝑀(𝑞)�̈� + 𝑉𝑚(𝑞, �̇�)�̇� + 𝐺(𝑞) + 𝐹𝑑�̇� (7) 
 
şeklinde yeniden yazılabilir. Üstte 𝑌(𝑞, �̇�, �̈�) ∈ ℝ𝑛×𝑝𝑑 
regresör matrisini ve 𝜃 ∈ ℝ𝑝𝑑 ise robotun fiziksel 
özelliklerine bağlı sabit parametre vektörünü 
göstermektedir.  

Tork sabitleri olan 𝐾𝑇1 ve 𝐾𝑇2 alttaki yapıda 
tanımlanmaktadır  
 
𝐾𝑇1 = 𝑁𝑝(𝐿𝑏 − 𝐿𝑎) (8) 

 

𝐾𝑇2 = √
3

2
𝑁𝑝𝐾𝐵 . (9) 

 
Faz akım vektörlerinin köşegensel matris gösterimleri 
olan 𝐼𝐴(𝑡) ve 𝐼𝐵(𝑡) alttaki yapıda tanımlanmıştır  
 
𝐼𝐴 = 𝑑𝑖𝑎𝑔{𝐼𝑎} (10) 
𝐼𝐵 = 𝑑𝑖𝑎𝑔{𝐼𝑏}. (11) 
 
5. Denetleyici Tasarımı 

Çalışmamız kapsamında robot kolunun hem dinamik 
modelindeki hem de kinematik modelindeki 
parametrik belirsizliklere rağmen uç noktasının 
istenilen görev uzayı yörüngesini takip etmesini 
sağlayacak denetleyici tasarımı gerçekleştirilecektir. 
Denetleyici, elektriksel motor dinamiklerinde Eşitlikler 
(5), (6)’da 𝑉𝑎(𝑡) ve 𝑉𝑏(𝑡) ile gösterilen faz gerilimleri 
olup izleyen adımlarda tasarlanacaklardır. Robot 
kolunun eklemlerinin sürülmesi amacıyla kullanılan 
fırçasız DA motorlarına ait elektriksel model 
parametrelerinin bilindiği varsayılmaktadır. Eklem 
pozisyonları, eklem hızları, uç nokta pozisyonu ve uç 
nokta hızı ile faz akımlarının ölçülebildiği kabul 
edilmektedir (Parlaktuna ve Eroğlu, 2007). 

Görev uzayı takip hatası 𝑒(𝑡) ∈ ℝ𝑛 aşağıdaki gibi 
tanımlanmış olup  
 

𝑒 ≜ 𝑥𝑑 − 𝑥 (12) 
 
burada 𝑥𝑑(𝑡) ∈ ℝ𝑛 istenilen görev uzayı pozisyon 
vektörünü ifade etmektedir. 𝑥𝑑(𝑡) üçüncü dereceye 
kadar türevlenebilirdir ve kendisi dahil üçüncü 
dereceye kadar türevleri sınırlıdır. 
 
Özellik 2: Eşitlik (2) ifadesinde sunulan hız seviyesinde 
kinematik model  
 
𝐽(𝑞)𝑎 = 𝑌𝑗(𝑞, 𝑎)𝜃𝑘 , ∀𝑎 ∈ ℝ𝑛 (13) 

 
şeklinde doğrusal parametrelerine ayrıştırılabilir 
(Braganza, Dixon, Dawson ve Xian, 2005) olup burada 
𝑌𝑗(𝑞, 𝑎) ∈ ℝ𝑛×𝑛 bilinen regresör matrisini, 𝜃𝑘 ∈ ℝ𝑛 

bilinmeyen parametre vektörünü göstermektedir.  
 
𝐽(𝑞) ve 𝑓(𝑞) belirsiz olduğu için denetleyici 
tasarımında kullanılamamaktadır. Bu doğrultuda 
Özellik 2 ifadesinden de faydalanılarak tanımlanan 
𝐽(𝑞, �̂�𝑘) ∈ ℝ𝑛×𝑛 Jakobiyen matrisinin kestirimini 

göstermekte olup belirsiz olan 𝜃𝑘 parametre 

vektörünün yerine �̂�𝑘 ∈ ℝ𝑛 ile ifade edilen parametre 
kestirim vektörünün yazılması sonucu elde edilmiştir.  
 

Özellik 3: Robot kolunun tüm kinematik tekilliklerinden 
önsel olarak kaçınıldığı kabul edilmekte olup olası her 
eklem pozisyonu 𝑞(𝑡) için Jakobiyen matrisinin tersinin 
var olduğu kabul edilmektedir (Dawson ve diğ. 1995). Bu 
varsayıma uymayan durumlarda tekil değer ayrıştırması 
(Karamancıoğlu ve Özdemir, 1996) gibi yöntemler 
kullanılabilir.  

Jakobiyen matrisinin kestiriminin tersinin zamana göre 

türevi �̂�𝑗 (𝑞, �̇�, �̂�𝑘 , �̇̂�𝑘) ∈ ℝ𝑛×𝑛 matrisi ile gösterilmekte 

olup  
 

�̂�𝑗 (𝑞, �̇�, �̂�𝑘, �̇̂�𝑘) ≜
𝑑

𝑑𝑡
(𝐽−1(𝑞, �̂�𝑘)) (14) 

 
yapısında tanımlanmıştır. 

Süzgeçlenmiş hata işareti 𝑟(𝑡) ∈ ℝ𝑛 aşağıdaki gibi 
tanımlanmıştır  
 
𝑟 ≜ 𝐽−1(𝑞, �̂�𝑘)(�̇�𝑑 + 𝐾𝑒𝑒) − �̇�. (15) 

 
Eşitlik (15) ifadesi 𝐽(𝑞) ile çarpılıp Eşitlik (12) 
ifadesinin türevi kullanılarak düzenlendiğinde,  
 

�̇� = −𝐾𝑒𝑒 − 𝐽(𝑞, �̃�𝑘)�̇� + 𝐽(𝑞, �̂�𝑘)𝑟 (16) 

 

ifadesi elde edilmiştir. Burada 𝐽(𝑞, �̂�𝑘) ∈ ℝ𝑛×𝑛 

Jakobiyen matrisinin kestirim hatasını, �̃�𝑘(𝑡) ∈ ℝ𝑛 
parametre kestirim hata vektörünü göstermekte olup 
 

𝐽(𝑞, �̃�𝑘) ≜ 𝐽(𝑞, 𝜃𝑘) − 𝐽(𝑞, �̂�𝑘) (17) 
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�̃�𝑘 ≜ 𝜃𝑘 − �̂�𝑘 (18) 
 
şeklinde tanımlanmışlardır. Eşitlik (15) ifadesinin 
türevi alınıp elde edilen ifade 𝑀(𝑞) ile çarpılıp 
ardından Eşitlik (4) kullanıldığında alttaki ifadeye 
ulaşılabilir  
 

𝑀�̇� = 𝑀(𝑞)�̂�𝑗 (𝑞, �̇�, �̂�𝑘, �̇̂�𝑘) (�̇�𝑑 + 𝐾𝑒𝑒) +

𝑀(𝑞)𝐽−1(𝑞, �̂�𝑘)(�̈�𝑑 + 𝐾𝑒 �̇�) − 𝑉𝑚(𝑞, �̇�)𝑟 +

𝑉𝑚(𝑞, �̇�)𝐽−1(𝑞, �̂�𝑘)(�̇�𝑑 + 𝐾𝑒𝑒) + 𝐺(𝑞) + 𝐹𝑑�̇� − 𝐾𝑇1𝐼𝐴𝐼𝑏 −

𝐾𝑇2𝐼𝑎 . (19) 
 
Üstteki ifadenin elde edilmesi esnasında Eşitlik (14) 
ifadesi ve 𝐼𝐵𝐼𝑎 = 𝐼𝐴𝐼𝑏  kullanılmıştır. 
 
Özellik 4: 𝑉𝑚(𝑞, �̇�) matrisi altta sunulan yer değiştirme 
özelliğini sağlar (Lewis ve diğ. 2003) 
 
𝑉𝑚(𝑞, 𝑎)𝑏 = 𝑉𝑚(𝑞, 𝑏)𝑎, ∀𝑎, 𝑏 ∈ ℝ𝑛. (20) 
 
Özellik 5: Eşitlik (14) ile tanımlanan �̂�𝐽 matrisi alttaki 

yer değiştirme ifadesini sağlar (Dawson ve diğ. 1995) 
 
�̂�𝑗(𝑞, 𝑎)𝑏 = �̂�𝑗(𝑞, 𝑏)𝑎, ∀𝑎, 𝑏 ∈ ℝ𝑛 . (21) 

 
Eşitlik (15) ifadesinden elde edilen �̇� ifadesi Eşitlik (19) 
ifadesinde yerine yazılıp Özellik 1, Özellik 4, Özellik 5 
ve Eşitlik (2) kullanılarak Eşitlik (19) ile verilen ifadede 
sırasıyla yalnızca dinamik model parametrelerine ve 
hem dinamik hem kinematik model parametrelerine 
bağlı terimler birlikte yazılmak amacıyla yeniden 
gruplandığında alttaki terimlere ulaşılır  
 

𝑌𝑑𝜃𝑑 = 𝑀(𝑞)�̂�𝑗 (𝑞, 𝐽−1(𝑞, �̂�𝑘)�̇�𝑑 , �̇̂�𝑘) �̇�𝑑 +

𝑀(𝑞)𝐽−1(𝑞, �̂�𝑘)�̈�𝑑 + 𝑀(𝑞)𝐽−1(𝑞, �̂�𝑘)𝐾𝑒�̇�𝑑 +

𝑉𝑚(𝑞, 𝐽−1(𝑞, �̂�𝑘)�̇�𝑑)𝐽−1(𝑞, �̂�𝑘)�̇�𝑑 + 𝐺(𝑞) +

𝐹𝑑𝐽−1(𝑞, �̂�𝑘)�̇�𝑑  (22) 

 
𝑌𝑑𝑘𝜃𝑑𝑘 = −𝑀(𝑞, �̂�𝑘)𝐽−1(𝑞, �̂�𝑘)𝐾𝑒𝐽(𝑞, 𝜃𝑘)𝐽−1(𝑞, �̂�𝑘)�̇�𝑑

 (23) 

burada 𝑌𝑑 (𝑞, �̇�𝑑 , �̈�𝑑 , �̂�𝑘, �̇̂�𝑘) ∈ ℝ𝑛×𝑝𝑑  ve 𝑌𝑑𝑘(𝑞, �̇�𝑑 , �̂�𝑘) ∈

ℝ𝑛×𝑝𝑑𝑘 bilinen regresör matrislerini, 𝜃𝑑 ∈ ℝ𝑝𝑑 ve 𝜃𝑑𝑘 ∈
ℝ𝑝𝑑𝑘  ise bilinmeyen parametre vektörlerini 
göstermektedir. 
 
Eşitlik (22) ve Eşitlik (23) ile sunulan tanımlar Eşitlik 
(19) ile elde edilen hata dinamiklerinde yerine 
yazıldığında  
 
𝑀�̇� = −𝑉𝑚𝑟 + 𝑌𝑑𝜃𝑑 + 𝑌𝑑𝑘𝜃𝑑𝑘 + �̃� − 𝐾𝑇1𝐼𝐴𝐼𝑏 − 𝐾𝑇2𝐼𝑎

 (24) 
 
açık çevrim hata sistemi elde edilmiştir. Burada �̃� 
ifadesi Eşitlik (19) ifadesinde ‖𝑒‖ ve ‖𝑟‖ ifadeleri ile 
sınırlandırılabilen terimler gruplandılarak 

�̃� ≜ 𝑀(𝑞)�̂�𝑗(𝑞, 𝐽−1(𝑞)�̇�𝑑)𝐾𝑒𝑒 +

𝑀(𝑞)�̂�𝑗(𝑞, 𝐽−1(𝑞)𝐾𝑒𝑒)�̇�𝑑 +

𝑀(𝑞)�̂�𝑗(𝑞, 𝐽−1(𝑞)𝐾𝑒𝑒)𝐾𝑒𝑒 − 𝑀(𝑞)�̂�𝑗(𝑞, 𝑟)�̇�𝑑 −

𝑀(𝑞)�̂�𝑗(𝑞, 𝑟)𝐾𝑒𝑒 − 𝑀(𝑞)𝐽−1(𝑞)𝐾𝑒𝐽(𝑞)𝐽−1(𝑞)𝐾𝑒𝑒 +

𝑀(𝑞)𝐽−1(𝑞)𝐾𝑒𝐽(𝑞)𝑟 + 𝑉𝑚(𝑞, 𝐽−1(𝑞)�̇�𝑑)𝐽−1(𝑞)𝐾𝑒𝑒 +

𝑉𝑚(𝑞, 𝐽−1(𝑞)𝐾𝑒𝑒)𝐽−1(𝑞)�̇�𝑑 +

𝑉𝑚(𝑞, 𝐽−1(𝑞)𝐾𝑒𝑒)𝐽−1(𝑞)𝐾𝑒𝑒 − 𝑉𝑚(𝑞, 𝑟)𝐽−1(𝑞)�̇�𝑑 −

𝑉𝑚(𝑞, 𝑟)𝐽−1(𝑞)𝐾𝑒𝑒 + 𝐹𝑑𝐽−1(𝑞)𝐾𝑒𝑒 − 𝐹𝑑𝑟.  (25) 
 
şeklinde tanımlanmıştır. �̃� ifadesi için takip eden 
kararlılık analizinde kullanmak amacıyla aşağıda 
sunulan üst sınır Doğan (2016) çalışmasındakine 
benzer adımlar takip edilerek  
 

‖�̃�‖ ≤ (𝑐1 + 𝑐2‖𝑒‖)‖𝑒‖ + (𝑐3 + 𝑐4‖𝑒‖)‖𝑟‖ (26) 

 
şeklinde elde edilebilir. Burada, 𝑐1, 𝑐2, 𝑐3, 𝑐4 ∈ ℝ robot 
kolunun fiziksel parametrelerine ve takip edilmesi 
istenen yörüngeye bağlı bilinen sabitleri 
göstermektedir. 
 
Fırçasız DA motorların çok girişli yapısından dolayı 
denetleyici girişleri olan faz gerilimleri 𝑉𝑎(𝑡) ve 𝑉𝑏(𝑡) 
tasarlanarak faz akımları 𝐼𝑎(𝑡) ve 𝐼𝑏(𝑡) kontrol edilerek 
istenilen tork 𝜏 değerlerinin robot eklemlerine 
uygulanması gerekmektedir. Bu hedef doğrultusunda 
𝜂𝑎(𝑡) ∈ ℝ𝑛 ile gösterilen hata işareti  
 
𝜂𝑎 ≜ 𝐼𝑎𝑐 − 𝐼𝑎  (27) 
 
şeklinde tanımlanmıştır. Burada 𝐼𝑎𝑐(𝑡) ∈ ℝ𝑛 ara 
denetleyiciyi ifade etmekte olup  
 

𝐼𝑎𝑐 = 𝐾𝑇2
−1(𝐾𝑟𝑟 + 𝐽T𝑒 + (𝑘𝑎1 + 𝑘𝑎2)‖𝑒‖2𝑟 + 𝑌𝑑�̂�𝑑 +

𝑌𝑑𝑘�̂�𝑑𝑘) (28) 

 

yapısında tasarlanmıştır. Burada, �̂�𝑑(𝑡) ∈ ℝ𝑝𝑑  ve 

�̂�𝑑𝑘(𝑡) ∈ ℝ𝑝𝑑𝑘  parametre kestirim vektörlerini ifade 
etmekte olup güncelleme kuralları alttaki yapıda 
tasarlanmıştır  
 

�̇̂�𝑑 = 𝑌𝑑
T𝑟 (29) 

 

�̇̂�𝑑𝑘 = 𝑌𝑑𝑘
T 𝑟. (30) 

 

�̂�𝑘 parametre kestirim vektörü için ise güncelleme 
kuralı 
 

�̇̂�𝑘 = proj{−𝑌𝑗
T(𝑞, �̇�)𝑒} (31) 

 
yapısında tasarlanmış olup burada sunulan tasarımda 

ℝ𝑛 → ℝ𝑛 projeksiyon/izdüşüm operatörü �̂�𝑘 

vektörünün elemanlarının değerlerini 𝐽(𝑞, �̂�𝑘) 

matrisinin tersinin alınabilir olduğu bir aralıkta 
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sınırlandırmak amacıyla kullanılmaktadır (Braganza ve 
diğ. 2005; Bridges, Dawson ve Gao, 1993). 

 
Eşitlik (27) ile tanımlanan hatanın ve Eşitlik (28) ile 
tasarlanan denetleyicinin Eşitlik (24) ile elde edilen 
açık çevrim hata sisteminde yerine yazılması 
sonucunda  
 
𝑀�̇� = −𝑉𝑚𝑟 + �̃� + 𝑌𝑑�̃�𝑑 + 𝑌𝑑𝑘�̃�𝑑𝑘 − 𝐾𝑇1𝐼𝐴𝐼𝑏 − 𝐾𝑟𝑟 −
𝐽𝑇𝑒 − (𝑘𝑎1 + 𝑘𝑎2)‖𝑒‖2𝑟 + 𝐾𝑇2𝜂𝑎  (10) 
 
üstteki kapalı çevrim hata sistemine ulaşılmıştır. 
Burada �̃�𝑑(𝑡) ∈ ℝ𝑝𝑑  ve �̃�𝑑𝑘(𝑡) ∈ ℝ𝑝𝑑𝑘  parametre 
kestirim hata vektörlerini göstermekte olup  
 
�̃�𝑑 ≜ 𝜃𝑑 − �̂�𝑑 (11) 
 
�̃�𝑑𝑘 ≜ 𝜃𝑑𝑘 − �̂�𝑑𝑘 (12) 
 
şeklinde tanımlanmışlardır. 

Eşitlik (27) ile tanımlanan hatanın önce türevinin alınıp 
ardından 𝐿𝑎  ile çarpılıp sonrasında Eşitlik (5)
ifadesindeki dinamiklerin yerine yazılması sonucu  
 

𝐿𝑎�̇�𝑎 = 𝐿𝑎
𝑑𝐼𝑎𝑐

𝑑𝑡
+ 𝑅𝐼𝑎 + 𝑁𝑝𝐿𝑏𝐼𝐵�̇� + 𝐾𝑇2�̇� − 𝑉𝑎  (13) 

 
ifadesine ulaşılmıştır. Eşitlik (13) ifadesinde açıkça 
görüldüğü üzere Eşitlik (28) ile sunulan 𝐼𝑎𝑐(𝑡) 
tasarımının zamana göre türevinin kullanılması 
gerekmekte olup bu ifade ise �̇�(𝑡) terimine bağlıdır. 
Eşitlik (15) ile sunulan tanımın zamana göre türevi 
alınıp ulaşılan ifadede Eşitlik (4) ile verilen dinamik 
modelin 𝑀−1(𝑞) ile çarpılmasının ardından yalnız 
bırakılan eklem ivme vektörü �̈�(𝑡) yerine yazılınca  
 

�̇� =
𝑑

𝑑𝑡
[𝐽−1(𝑞, �̂�𝑘)(�̇�𝑑 + 𝐾𝑒𝑒)] −

adj(𝑀(𝑞))

det(𝑀(𝑞))
[(𝐾𝑇1𝐼𝐵 +

𝐾𝑇2)𝐼𝑎−𝑉𝑚(𝑞, �̇�)�̇� − 𝐺(𝑞) − 𝐹𝑑�̇�]  (14) 
 
şeklinde yeniden yazılabilir. Buradan görülebileceği 
üzere Eşitlik (14) ifadesi paydadaki det(𝑀(𝑞)) 

teriminin bilinmeyen dinamik model parametrelerine 
dayanmasından dolayı doğrusal olarak 
parametrelerine ayrıştırılabilir yapıda değildir. 
Eylemsizlik matrisinin determinantı doğrusal olarak 
parametrelerine ayrıştırılabilir bir işlev olup sunum 
kolaylığı açısından ℎ(𝑞) ∈ ℝ olarak yeniden 
tanımlandığında  
 

ℎ(𝑞) ≜ det(𝑀(𝑞)) = 𝑚T𝜃𝑚 (15) 

 
yapısında yazılabilir. Üstte 𝑚(𝑞) ∈ ℝ𝑝𝑚  bilinen 
regresör vektörünü, 𝜃𝑚 ∈ ℝ𝑝𝑚 ise bilinmeyen 
parametre vektörünü göstermektedir. Eşitlik (13) ile 
sunulan ifadenin ℎ(𝑞) ile çarpıldıktan sonra elde edilen 

ifadeye 
1

2
ℎ̇𝐿𝑎𝜂𝑎 teriminin eklenip çıkartılması 

sonucunda  
 

ℎ𝐿𝑎�̇�𝑎 = ℎ𝐿𝑎
𝑑𝐼𝑎𝑐

𝑑𝑡
+ ℎ(𝑅𝐼𝑎 + 𝑁𝑝𝐿𝑏𝐼𝐵�̇� + 𝐾𝑇2�̇�) +

1

2
ℎ̇𝐿𝑎𝜂𝑎 −

1

2
ℎ̇𝐿𝑎𝜂𝑎 − ℎ𝑉𝑎   (16) 

 

ifadesine ulaşılmıştır. Burada 
𝑑𝐼𝑎𝑐

𝑑𝑡
 ifadesi ℎ(𝑞) ya da 

diğer bir deyişle det(𝑀(𝑞)) ile çarpıldığından dolayı 

ℎ𝐿𝑎�̇�𝑎 ifadesi doğrusal parametrelerine ayrıştırılabilir 
bir işlev olup diğer doğrusal parametrelerine 
ayrılabilen terimlerle birlikte yazılıp yeniden 
gruplandığında  
 

𝑌𝑎𝜃𝑎 = ℎ𝐿𝑎
𝑑𝐼𝑎𝑐

𝑑𝑡
+ ℎ(𝑅𝐼𝑎 + 𝑁𝑝𝐿𝑏𝐼𝐵�̇� + 𝐾𝑇2�̇�) +

1

2
ℎ̇𝐿𝑎𝜂𝑎

 (17) 
 
ifadesine ulaşılabilir. Üstte 
𝑌𝑎(𝐼𝑎 , 𝐼𝑏 , 𝑞, �̇�, 𝜂𝑎, 𝑥, �̇�, 𝑥𝑑 , �̇�𝑑 , �̈�𝑑 , 𝑥𝑑) ∈ ℝ𝑛×𝑝𝑎  bilinen 
regresör matrisini, 𝜃𝑎 ∈ ℝ𝑝𝑎 ise bilinmeyen parametre 
vektörünü göstermektedir. Eşitlik (17) tanımının 
Eşitlik (16) ifadesinde yerine yazılması sonucu  
 

ℎ𝐿𝑎�̇�𝑎 = 𝑌𝑎𝜃𝑎 −
1

2
ℎ̇𝐿𝑎𝜂𝑎 − ℎ𝑉𝑎  (18) 

 
açık çevrim hata sistemine ulaşılmıştır. Denetleyici 
girişi olan faz gerilimi 𝑉𝑎(𝑡)  
 

𝑉𝑎 = (𝑚T�̂�𝑚)
−1

(𝑌𝑎�̂�𝑎 + 𝐾𝑇2𝑟) (19) 

yapısında tasarlanmış olup �̂�𝑚(𝑡) ∈ ℝ𝑝𝑚  ve �̂�𝑎(𝑡) ∈ ℝ𝑝𝑎  
parametre kestirim vektörleri olup güncelleme 
kuralları alttaki yapıda tasarlanmıştır  
 

�̇̂�𝑚 = proj{−𝑚𝑉𝑎
T𝜂𝑎} (20) 

 

�̇̂�𝑎 = 𝑌𝑎
T𝜂𝑎. (21) 

 
Eşitlik (20) ile sunulan tasarımda ℝ𝑝𝑚 → ℝ𝑝𝑚  

projeksiyon/izdüşüm operatörü �̂�𝑚 vektörünün 

elemanlarının değerlerini paydadaki 𝑚T�̂�𝑚 ifadesinin 
sıfıra eşit olmayacağı bir aralıkta sınırlandırmak 
amacıyla kullanılmaktadır (Bridges ve diğ. (1993); 
Braganza, Dixon, Dawson ve Xian, 2008). Eşitlik (19) ile 
tasarlanmış olan denetleyici kuralının Eşitlik (18) 
ifadesinde yerine yazılması sonucunda  
 

ℎ𝐿𝑎�̇�𝑎 = 𝑌𝑎𝜃𝑎 −
1

2
ℎ̇𝐿𝑎𝜂𝑎 − ℎ(𝑚T�̂�𝑚)

−1
(𝑌𝑎�̂�𝑎 + 𝐾𝑇2𝑟)

 (22) 
 
kapalı çevrim hata sistemine ulaşılmıştır. 
 
Denetleyici girişi olan faz gerilimi 𝑉𝑏(𝑡)  
 
𝑉𝑏 = 𝑅𝐼𝑏 − 𝑁𝑝𝐿𝑎𝐼𝐴�̇� + 𝐾𝑇1𝐼𝐴𝑟 (23) 
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yapısında tasarlanmış olup Eşitlik (6) ile sunulan 
dinamiklerde yerine yazılması ve sadeleştirmelerin 
yapılması sonucunda  
 

𝐿𝑏
𝑑𝐼𝑏

𝑑𝑡
= 𝐾𝑇1𝐼𝐴𝑟 (24) 

kapalı çevrim hata sistemine ulaşılmıştır. Kontrol 
sisteminin blok diyagramı Şekil 1’de sunulmuştur.   
 

 
Şekil 1. Kapalı çevrim sistemin blok diyagramı

 
Buna göre, faz gerilimleri 𝑉𝑎(𝑡) ve 𝑉𝑏(𝑡) tasarımlarıyla 
faz akımları 𝐼𝑎(𝑡) ve 𝐼𝑏(𝑡) kontrol edilmektedir. Faz 
akımı 𝐼𝑎(𝑡), istenilen faz akımı olan 𝐼𝑎𝑐(𝑡) tasarımına ve 
𝐼𝑏(𝑡) ise orijine sürülmektedir. Bu sayede robot 
kolunun istenilen görev uzayı yörüngesini takip 
edebilmesi için gerekli olan tork robot kolunun 
eklemlerine fırçasız DA motorları ile 
uygulanabilmektedir. Dinamik ve kinematik model 
parametreleri güncelleme kuralları yardımıyla 
kestirilerek denetleyici tasarımlarında 
kullanılmaktadır. 
 
6. Kararlılık Analizi 

Çalışmanın bu aşamasında, kapalı çevrim sistemin 
kararlılığı Lyapunov tabanlı kararlılık analiz yöntemi 
(Zergeroğlu, Kandemir, Seker ve Eroğlu, 2006) 
kullanılarak irdelenecektir. 

Teori: Eşitlik (28), Eşitlik (19) ve Eşitlik (23) 
ifadelerinde tasarlanan denetleyiciler, Eşitlik (29), 
Eşitlik Hata! Başvuru kaynağı bulunamadı., Eşitlik 
Hata! Başvuru kaynağı bulunamadı., Eşitlik (20) ve 
Eşitlik (21) ifadelerinde tasarlanan güncelleme 
kuralları ve denetleyici kazançları için  
 

λmin(Ke) =
1

4δ
+

c2
2

4ka1
+ κ (25) 

 

λmin(Kr) = c3 + δc1
2 +

c4
2

4ka2
+ κ (26) 

 
yukarıda sunulan koşulları sağlayacak yapıda 
tasarlandıklarında kapalı çevrim sistemin sınırlılığını 
ve robot kolunun uç noktasının verilen görev uzayı 
yörüngesini takip etmesini garanti etmektedir. Diğer 
bir ifadeyle görev uzayı takip hatasının zaman 
ilerledikçe t → +∞ orijine yakınsaması e(t) → 0 
dolayısıyla asimptotik kararlılığı (Khalil, 1996) garanti 
edilmektedir.  
 
İspat: Yukarıda sunulan teoriyi ispatlamak amacıyla 
V(t) ∈ ℝ ile gösterilen ve alttaki yapıda tasarlanan 
Lyapunov işlevi önerilmiştir 
 

𝑉 ≜
1

2
𝑟T𝑀𝑟 +

1

2
𝑒T𝑒 +

1

2
ℎ𝜂𝑎

T𝐿𝑎𝜂𝑎 +
1

2
𝐼𝑏

T𝐿𝑏𝐼𝑏 +
1

2
�̃�𝑑

T�̃�𝑑 +
1

2
�̃�𝑚

T �̃�𝑚 +
1

2
�̃�𝑎

𝑇�̃�𝑎 +
1

2
�̃�𝑑𝑘

𝑇 �̃�𝑑𝑘 +
1

2
�̃�𝑘

𝑇�̃�𝑘   (27) 

 
burada �̃�𝑚(𝑡) ∈ ℝ𝑝𝑚  ve �̃�𝑎(𝑡) ∈ ℝ𝑝𝑎 parametre 
kestirim hata vektörlerini göstermekte olup 
  

�̃�𝑚 ≜ 𝜃𝑚 − �̂�𝑚 (28) 
 

�̃�𝑎 ≜ 𝜃𝑎 − �̂�𝑎 (29) 
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şeklinde tanımlanmışlardır. Eşitlik (27) ile sunulan 
Lyapunov işlevi içerisindeki terimlere karesel olarak 
bağlı olup artı tanımlıdır. 
 
𝑉(𝑡) ifadesinin zamana göre türevi alındığında  
 

�̇� =
1

2
𝑟T�̇�𝑟 + 𝑟T𝑀�̇� + 𝑒T𝑒 +

1

2
ℎ̇𝜂𝑎

T𝐿𝑎𝜂𝑎 + ℎ𝜂𝑎
T𝐿𝑎�̇�𝑎 +

𝐼𝑏
T𝐿𝑏

𝑑𝐼𝑏

𝑑𝑡
+ �̃�𝑑

𝑇 �̇̃�𝑑 + �̃�𝑚
𝑇 �̇̃�𝑚 + �̃�𝑎

𝑇 �̇̃�𝑎 + �̃�𝑑𝑘
𝑇 �̇̃�𝑑𝑘 + �̃�𝑘

𝑇 �̇̃�𝑘 (52) 

 
elde edilmiştir. 
 

Özellik 6: Eylemsizlik matrisinin zamana göre türevi 
olan �̇�(𝑞) ile merkezcil ve koriyolis terimlerini 
modelleyen matris 𝑉𝑚(𝑞, �̇�) birlikte aşağıdaki ters 
simetri özelliğini sağlarlar (Lewis, Dawson ve Abdallah, 
2003) 
 
𝑎T(�̇� − 2𝑉𝑚)𝑎 = 0, ∀𝑎 ∈ ℝ𝑛. (53) 

 
Eşitlik (16), Eşitlik (10), Eşitlik (22), Eşitlik (24) 
ifadelerindeki hata dinamikleri ve Eşitlik (18), Eşitlik 
(33), Eşitlik (34), Eşitlik (50), Eşitlik (51) ile 
tanımlanan parametre kestirim hata vektörlerinin 
zamana göre türevlerinde 𝜃𝑑 , 𝜃𝑚, 𝜃𝑎, 𝜃𝑑𝑘  ve 𝜃𝑘 
vektörlerinin sabit olmaları Eşitlik (29), Eşitlik (30), 
Eşitlik (31), Eşitlik (42) ve Eşitlik (43) ile tasarlanan 
güncelleme kuralları ile birlikte Eşitlik (52) ifadesinde 
yerine yazılıp Özellik 6 ifadesi de kullanılarak 
sadeleştirmeler yapıldığında 
 
�̇� = 𝑟T�̃� − 𝑟T𝐾𝑟𝑟 − 𝑘𝑎1‖𝑒‖2‖𝑟‖2 − 𝑘𝑎2‖𝑒‖2‖𝑟‖2 +

𝑟T𝐾𝑇2𝜂𝑎 − 𝑒T𝐾𝑒𝑒 + 𝜂𝑎
𝑇𝑌𝑎𝜃𝑎 + 𝜂𝑎

𝑇ℎ(𝑚𝑇�̂�𝑚)
−1

(𝑌𝑎�̂�𝑎 +

𝐾𝑇2𝑟) − �̃�𝑚
𝑇 𝑃𝑟𝑜𝑗{−𝑚𝑉𝑎

𝑇𝜂𝑎} − �̃�𝑎
𝑇𝑌𝑎

𝑇𝜂𝑎  (54) 

 
elde edilmiştir. 
 

Projeksiyon operatörünün sağladığı 
−�̃�𝑚

T Proj{−𝑚𝑉𝑎
T𝜂𝑎} ≤ �̃�𝑚

T 𝑚𝑉𝑎
T𝜂𝑎 eşitsizliği (Bridges ve 

diğ. 1993; Braganza ve diğ, 2008) ve Eşitlik (26) 
ifadesinde sunulan üst sınır kullanılarak Eşitlik (54) 
ifadesinin sağ tarafı için aşağıda sunulan üst sınır  
 
�̇� ≤ 𝑐1‖𝑒‖‖𝑟‖ + 𝑐2‖𝑒‖2‖𝑟‖ + 𝑐3‖𝑟‖2 + 𝑐4‖𝑒‖‖𝑟‖2 −
𝜆min(𝐾𝑟)‖𝑟‖2 − 𝑘𝑎1‖𝑒‖2‖𝑟‖2 − 𝑘𝑎2‖𝑒‖2‖𝑟‖2 −
𝜆𝑚𝑖𝑛(𝐾𝑒)‖𝑒‖2  (55) 
 
elde edilmiştir. Analizin devamında Eşitlik (55) 
ifadesinde sunulan eşitsizliğin sağ tarafındaki bazı 
terimler için üst sınırlar elde edilecek ve ardından 
Eşitlik (55) içerisinde yerine yazılacaktır. Young 
eşitsizliğinden faydalanılarak (Marquez, 2003) 
 

𝑐1‖𝑒‖‖𝑟‖ ≤
1

4𝛿
‖𝑒‖2 + 𝑐1

2‖𝑟‖2 (56) 

 

üst sınırı elde edilmiş olup burada 𝛿 ∈ ℝ artı sabiti 

göstermektedir. Öte yandan 
𝑐2

2

4𝑘𝑎1
‖𝑒‖2 teriminin eklenip 

çıkartılması sonucu alttaki üst sınır (Kokotovic, 1992; 
Şahan, 2021) 
 

𝑐2‖𝑒‖2‖𝑟‖ − 𝑘𝑎1‖𝑒‖2‖𝑟‖2 = −‖𝑒‖2 (√𝑘𝑎1‖𝑟‖ −

𝑐2

2𝑘𝑎1
)

2

+
𝑐2

2

4𝑘𝑎1
‖𝑒‖2 ≤

𝑐2
2

4𝑘𝑎1
‖𝑒‖2  (57) 

 
elde edilmiş ve benzer adımlar takip edilerek  
 

𝑐2‖𝑒‖2‖𝑟‖ − 𝑘𝑎2‖𝑒‖2‖𝑟‖2 ≤
𝑐4

2

4𝑘𝑎2
‖𝑒‖2 (58) 

 
sonucuna ulaşılmıştır. Eşitlik (56), Eşitlik (57) ve 
Eşitlik (58) ile elde edilen üst sınırların Eşitlik (55) 
ifadesinde yerine yazılması ve elde edilen terimlerin 
yeniden gruplanması sonucunda 
 

�̇� ≤ − (𝜆min(𝐾𝑒) −
1

4𝛿
−

𝑐2
2

4𝑘𝑎1
) ‖𝑒‖2 − (𝜆𝑚𝑖𝑛(𝐾𝑟) − 𝑐3 −

𝑐1
2 −

𝑐4
2

4𝑘𝑎2
) ‖𝑟‖2  (59) 

 
ifadesine ulaşılmıştır. Denetleyici kazançları için Eşitlik 
(25) ve Eşitlik (26) ile sunulan tasarımların 
kullanılmasıyla  
 
�̇� ≤ −𝜅‖𝑧‖2 (60) 
 
sonucuna ulaşılmış olup üstte 𝑧(𝑡) ∈ ℝ2𝑛 birleştirilmiş 
hata vektörü olup 𝑧 ≜ [𝑒T 𝑟T]T olarak tanımlanmıştır. 

Özellik 7: Eylemsizlik matrisi 𝑀(𝑞) artı tanımlı ve 
simetrik olup alttaki eşitsizlikleri sağlar (Lewis ve diğ. 
2003) 
 
𝑚1𝐼𝑛 ≤ 𝑀(𝑞) ≤ 𝑚2𝐼𝑛 . (61) 
  

Özellik 8: 𝐽(𝑞) matrisinin elemanları eklem 
pozisyonlarına yalnızca trigonometrik işlevler ile 
bağlıdır ve dolayısıyla da tüm olası eklem pozisyonları 
için sınırlıdır. 
 
Eşitlik (27) ve Eşitlik (60) göz önünde 
bulundurulduğunda 𝑉(𝑡) ∈ ℒ∞ olduğu sonucuna 

ulaşılmıştır. Buna göre 𝑒(𝑡), 𝑟(𝑡), 𝜂𝑎(𝑡), 𝐼𝑏(𝑡), �̃�𝑑(𝑡), 
�̃�𝑚(𝑡), �̃�𝑎(𝑡), �̃�𝑑𝑘(𝑡), �̃�𝑘(𝑡) ∈ ℒ∞ olduğu açıkça 
görülmektedir. �̃�𝑑(𝑡), �̃�𝑚(𝑡), �̃�𝑎(𝑡), �̃�𝑑𝑘(𝑡) ve �̃�𝑘(𝑡) 
işaretlerinin sınırlılığı ve 𝜃𝑑 , 𝜃𝑚, 𝜃𝑎, 𝜃𝑑𝑘 , 𝜃𝑘 
vektörlerinin sabit olmaları sırasıyla Eşitlik (18), Eşitlik 
(33), Eşitlik (34), Eşitlik (50) ve Eşitlik (51) ile birlikte 

kullanılarak �̂�𝑑(𝑡), �̂�𝑚(𝑡), 𝜃𝑎(𝑡), �̂�𝑑𝑘(𝑡), �̂�𝑘(𝑡) ∈ ℒ∞ 
gösterilebilir. Hata işaretleri 𝑒(𝑡) ve 𝑟(𝑡) sınırlı 
oldukları için Özellik 8 ve Eşitlik (16) parametre 
kestirim vektörlerinin sınırlılığı ile beraber kullanılarak 
�̇�(𝑡) ∈ ℒ∞ olduğu gösterilebilir. Eşitlik (12) ve zamana 
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göre türevi 𝑒(𝑡), �̇�(𝑡), 𝑥𝑑(𝑡), �̇�𝑑(𝑡) işaretlerinin 
sınırlılıkları ile birlikte göz önünde bulundurulduğunda 
𝑥(𝑡), �̇�(𝑡) ∈ ℒ∞ ispatlanır. �̇�(𝑡) işaretinin sınırlılığı, 
Eşitlik (2) ile kullanıldığında �̇�(𝑡) ∈ ℒ∞ gösterilir. 𝑞(𝑡) 
ve �̇�(𝑡) sınırlı oldukları için 𝑀(𝑞), 𝑉𝑚(𝑞, �̇�), 𝐺(𝑞) ∈ ℒ∞ 
olduğu ispatlanır. Üstteki sınırlılık sonuçları 
kullanılarak Eşitlik (22) ile elde edilen 𝑌𝑑(𝑡) ve Eşitlik 
(23) ile elde edilen 𝑌𝑑𝑘(𝑡) matrislerinin sınırlılıkları 
ispatlanabilir. Üstteki sınırlılık çıkarımları Eşitlik (28) 
ile birlikte kullanılarak 𝐼𝑎𝑐(𝑡) ∈ ℒ∞ ve bu sonuç 𝜂𝑎(𝑡) ∈
ℒ∞ ile beraber 𝐼𝑎(𝑡) ve 𝑌𝑎(𝑡) ifadelerinin sınırlılığını 
ispatlamak için kullanılabilir. Bu sınırlılık çıkarımları 
Eşitlik (19) ve Eşitlik (23) ile sunulan tasarımlar 
kullanılarak denetleyici girişleri olan 𝑉𝑎(𝑡), 𝑉𝑏(𝑡) ∈ ℒ∞ 
gösterilebilir. Üstteki sınırlılık sonuçları ve Özellik 7, 
Eşitlik (24) ile birlikte kullanıldığında �̇�(𝑡) ∈ ℒ∞ 
ispatlanır. Yukarıdakine benzer adımların takip 
edilmesiyle tüm işaretlerin kapalı çevrim altında 
sınırlılığı gösterilebilir. 
 
Eşitlik (60) ile elde edilen ifadenin her iki tarafının 𝑡 =
0 anından 𝑡 → +∞ için integrali alındığında  
 

∫
+∞

0
‖𝑧(𝜎)‖2𝑑𝜎 ≤

1

𝜅
(𝑉(0) − 𝑉(+∞)) ≤

𝑉(0)

𝜅
 (62) 

 
sonucuna ulaşılabilir ki bu ifadeden 𝑧(𝑡) ∈ ℒ2 olduğu 
görülmektedir. Üstteki sınırlılık takip analizinden 𝑒(𝑡), 
𝑟(𝑡), �̇�(𝑡) �̇�(𝑡) ∈ ℒ∞ ve dolayısıyla da 𝑧(𝑡), �̇�(𝑡) ∈ ℒ∞ 
ispatlanmıştır. Bu çıkarımların ışığında Barbalat’ın 
önermesi (Khalil, 1996) kullanılarak 𝑡 → +∞ için 𝑧(𝑡) 
vektörünün yakınsaklığı ve 𝑒(𝑡) ile 𝑟(𝑡) vektörlerinin 
yakınsaklığı, dolayısıyla da Teori 1 kapsamında sunulan 
önerme ispatlanmış olur.  
 
7. Benzetim Çalışması ve Sonuçları 

Tasarlanan uyarlamalı denetleyicinin performansını 
göstermek amacıyla düzlemde çalışan, iki serbestlik 
dereceli, dönel eklemli robot kolu modeli kullanılarak 
sayısal benzetim çalışmaları gerçekleştirilmiştir. Eşitlik 
(1)’de sunulan ileri kinematik  
 

𝑥 = [
𝑙1𝑐1 + 𝑙2𝑐12

𝑙1𝑠1 + 𝑙2𝑠12
] (63) 

 
yapısında olup Jakobiyen matrisi  
 

𝐽 = [
−𝑙1𝑠1 − 𝑙2𝑠12 −𝑙2𝑠12

𝑙1𝑐1 + 𝑙2𝑐12 𝑙2𝑐12
] (64) 

 
şeklinde elde edilmiştir. Burada 𝑠1 = sin(𝑞1), 𝑠2 =
sin(𝑞2), 𝑐1 = cos(𝑞1), 𝑐2 = cos(𝑞2), 𝑠12 = sin(𝑞1 + 𝑞2), 
𝑐12 = cos(𝑞1 + 𝑞2) şeklinde tanımlanmıştır. Eklem 
uzunlukları 𝑙1 = 𝑙2 = 0.127m olarak alınmıştır. Sayısal 
benzetim çalışmaları gerçekleştirilirken 𝑙1 ve 𝑙2 
parametreleri sadece robot kolunun hareketlerinin 
benzetimi amacıyla kullanılmış olup denetleyici 
tasarımlarının bir parçası değildir. Eşitlik (4)’te 

sunulan robot kolunun dinamik modeli aşağıdaki 
terimler ile kullanılmış olup  
 

𝑀 = [
𝑝1 + 2𝑝3𝑐2 𝑝2 + 𝑝3𝑐2

𝑝2 + 𝑝3𝑐2 𝑝2
] (65) 

 

𝑉𝑚 = [
−𝑝3𝑠2�̇�2 −𝑝3𝑠2(�̇�1 + �̇�2)

−𝑝3𝑠2�̇�1 0
] (66) 

 

𝐹𝑑 = [
𝑝4 0
0 𝑝5

] (67) 

 
burada 𝑝1 = 3.473, 𝑝2 = 0.193, 𝑝3 = 0.242, 𝑝4 = 5.3, 
𝑝5 = 1.1 olarak ele alınmıştır. Sayısal benzetim 
çalışmaları gerçekleştirilirken 𝑝1, 𝑝2, 𝑝3, 𝑝4, 𝑝5 
parametreleri sadece robot kolunun hareketlerinin 
benzetimi amacıyla kullanılmış olup denetleyici 
tasarımlarının bir parçası değildir. Eşitlik (5) ve Eşitlik 
(6)’da sunulan ve robot kolunun eklemlerini sürmekte 
kullanılan fırçasız DA motorlarının dinamik modeli 
aşağıdaki terimler ile kullanılmış olup  
 

𝐿𝑎 = [
𝐿𝑎1 0
0 𝐿𝑎2

] (68) 

 

𝐿𝑏 = [
𝐿𝑏1 0
0 𝐿𝑏2

] (69) 

 

𝑅 = [
𝑅1 0
0 𝑅2

] (70) 

 

𝑁𝑝 = [
𝑁𝑝1 0

0 𝑁𝑝2
] (71) 

 
bu ifadelerdeki elektriksel model parametreleri birinci 
eklem için; 𝐿𝑎1 = 𝐿𝑎2 = 3.6mH, 𝐿𝑏1 = 𝐿𝑏2 = 27.9mH, 
𝑅1 = 𝑅2 = 1.5587Ω ve 𝑁𝑝1 = 𝑁𝑝2 = 2 olarak, ikinci 

eklem için ise 𝐿𝑎1 = 𝐿𝑎2 = 0.36mH, 𝐿𝑏1 = 𝐿𝑏2 =
2.79mH, 𝑅1 = 𝑅2 = 0.5587Ω ve 𝑁𝑝1 = 𝑁𝑝2 = 2 olarak 

alınmıştır. 
 
Takip edilmesi istenilen görev uzayı yörüngesi  
 

𝑥𝑑 = [
0.13 + (1 − 𝑒𝑥𝑝{−0.01𝑡3} 0.02 𝑠𝑖𝑛(0.05𝑡))

0.13 − (1 − 𝑒𝑥𝑝{−0.01𝑡3} 0.02 𝑐𝑜𝑠(0.05𝑡))
] m

 (72) 
 
yapısında tasarlanmış olup bu ifadedeki üstel terim 
sisteme yumuşak bir başlangıç vermek amacıyla 
kullanılmıştır. 
 
Robot kolunun başlangıçta hareketsiz durumdaki 

eklem pozisyonları 𝑞(𝑡 = 0) = [0
𝜋

2
]

T
, eklem hızları 

�̇�(𝑡 = 0) = [0 0]T olarak alınmıştır. Parametre 

kestirim vektörlerinin başlangıç değerleri �̂�𝑘(𝑡) için 

gerçek değerinin 0,9 katı olarak, �̂�𝑚(𝑡 = 0) =
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[0.5 0.5]T şeklinde ve diğer tüm parametreler için 
sıfır olacak şekilde seçilmiştir. 
 
Denetleyici kazançları görece büyük bir değerden 
başlayıp iyi bir denetim performansı elde edilene kadar 
azaltılmak suretiyle deneme yanılma yoluyla 
ayarlanmış olup altta sunulan kazanç değerleri için 
elde edilen sonuçlar paylaşılmıştır  
 

𝐾𝑟 = [
5 0
0 4

] (73) 

 

𝐾𝑒 = [
4 0
0 3

] (74) 

 
𝑘𝑎1 + 𝑘𝑎2 = 1. (75) 
 
Görev uzayı takip yörüngeleri Şekil 2’de, 𝑥 ekseni 
pozisyon takip hatası Şekil 3’te, 𝑦 ekseni pozisyon takip 
hatası Şekil 4’te, birinci eklem için faz gerilimleri olan 
denetleyici girişleri 𝑉𝑎  ve 𝑉𝑏 Şekil 5’te ve ikinci eklem 
için faz gerilimleri olan denetleyici girişleri 𝑉𝑎  ve 𝑉𝑏 
Şekil 6’da sunulmuştur. Gerek Şekil 2 gerekse de Şekil 3 
ve Şekil 4’ten uç nokta takip hedefine ulaşıldığı 
gözlemlenmektedir. 

 
Şekil 2. İstenen 𝒙𝒅(𝒕) ve gerçek 𝒙(𝒕) görev uzayı 

yörüngeleri 

 

 
Şekil 3. 𝒙 ekseni pozisyon takip hatası 

 

 
Şekil 4. 𝒚 ekseni pozisyon takip hatası 

 
Şekil 5. Birinci eklem için 𝑽𝒂(𝒕)  ve 𝑽𝒃(𝒕)  
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Şekil 6. İkinci eklem için 𝑽𝒂(𝒕)  ve 𝑽𝒃(𝒕)  

 
8. Sonuçlar 

Çalışmamız kapsamında tasarlanan yenilikçi 
denetleyici yapısı ile robot kolunun hem dinamik hem 
de kinematik modelindeki belirsizliklere rağmen görev 
uzayı takip hatasının küresel asimptotik kararlılığı 
Lyapunov tabanlı olarak garanti edilmiştir. Tüm 
güncelleme kurallarının ve kapalı çevrim sistem 
içerisindeki tüm sinyallerin sınırlı kalacağı dolayısıyla 
tasarlanan denetleyici girişleri olan ve fırçasız DA 
motorlarına uygulanan faz gerilimlerinin de sınırlı 
kalacağı garanti edilmektedir. Benzetim sonuçları 
yeterince iyi bir takip performansının elde edildiğini ve 
denetleyici girişi olan faz gerilimlerinin uygulanabilir 
sınırlar içerisinde kaldığını göstermektedir. Tasarlanan 
tam durum geri beslemeli denetleyici yapısı eklem ve 
uç nokta pozisyonlarının, hızlarının ve motor 
akımlarının ölçümüne ihtiyaç duymaktadır.  Görev 
uzayında ve fırçalı DA motor eyleyici dinamiklerinin ele 
alındığı (Peng, Ding ve Dubay, 2020; Jhan ve Lee 2017) 
çalışmalarına kıyasla çalışmamız kapsamında 
kinematik model belirsizlikleri de ele alınmıştır. Ek 
olarak bu çalışmalarda, takip hatasının ancak küçük bir 
bandın içerisinde kalacağı garanti edilebilirken 
çalışmamız kapsamında asimptotik sonucu kararlılık 
elde edilmiştir. (Si ve diğ. 2021) çalışmasına kıyasla 
denetleyici tasarımında çatırdama problemine neden 
olan işaret işlevi kullanılmamıştır. (Xu, Hu ve Zhang, 
2017) çalışmasına kıyasla ise geliştirilen denetleyici 
yapısı eklem ivmelerinin ölçüm bilgisine ihtiyaç 
duymamaktadır. (Izadbakhsh ve Khorashadizadeh, 
2017) çalışmasında ise eyleyicilerin endüktans etkileri 
ihmal edilerek (L=0) eyleyici modeli 
doğrusallaştırılmıştır ve uç nokta ivmelerinin ölçüm 
bilgisine de ihtiyaç duyulmaktadır.  

Gelecek çalışmalarda filtre veya gözetleyici tasarımına 
yönelik çalışmalar yapılarak bu gereksinimler 
azaltılabilir ve görüntü tabanlı algılayıcıların etkileri ele 
alınabilir (Yayan ve Erdoğmuş, 2022). Kendinden 
uyarlamalı gürbüz denetleyici tasarımları yapılabilir 
(Yılmaz ve diğ. 2022; Bayrak, 2017). Tasarlanan 

denetleyici yapılarının gerçek zamanlı uygulamalarının 
da yapılması planlanmaktadır. Ek olarak sistem 
kısıtlarıyla ve doğrusalsızlıklarla mücadele etmek 
amacıyla doğrusal olmayan programlama (Yazıcı ve 
Karamancıoğlu, 2008) yöntemleri kullanılabilir. 
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