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Abstract: In this study, a relation between quartet elements related with Ramanujan numbers was determined and
this relation was applied to reach to the big numbers inside a certain “chain”. Additionally, the Ramanujan numbers
obtained using natural numbers inside [1, 500] was studied in terms of various parameters.
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Ramanujan Sayilar1 Uzerine Bir Calisma

Ozet: Bu calismada Ramanujan sayilari ile bagintili dortliiniin elemanlari arasinda var olan bir bagimt: tespit edilmis
ve belli bir “zincir” iizerinde olan biiyiik sayilara ulagmak i¢in uygulanmigtir. Ek olarak [1, 500] araligindaki dogal
sayilar1 kullanarak yapilan Ramanujan sayilar1 degisik parametreler agisindan incelenmistir.
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1 Giris

Ramanujan veya Hardy-Ramanucan sayilari [1-5] denilen dogal sayilar, genellikle iki dogal
saymnin kiiplerinin toplami olarak, iki farkli sekilde gosterilebilen sayilara denir. Daha sonra li¢
ve daha fazla bicimde iki dogal saymin toplami olarak gosterilebilen sayilar da bulundugundan,
dogal olarak bunlara iki kat, ii¢ kat vs. gibi isimler takilabilir. En kiicilik iki kat Ramanujan sayis1
1729’dur ki, bunun hakkinda da matematik folklorda “Taxicap problemi” adli, gercege benzer
bir hadis dolagsmaktadir. Asil olan o ki, 1729 = 1®+12% = 9% + 10° ve 1729°dan kiigiik sayilarin
higbiri bu dzellige sahip degiller. Ikinci iki kat Ramanujan sayis1 4104 olmakla, 4104 = 2° +16°
= 9% + 15% [1, 500] araligindaki sayilarin yardimiyla yalnizca iki tane {i¢ kat Ramanujan sayisi
yapilabilir ki, onlar da 87539319 = 167° + 436° = 228° + 423° = 255° +414° ve 119824488 = 11°
+493% = 90° +492° = 346° + 428° sayilaridir.

Dért kat Ramanujan sayisinin ilki 6963472309248 = 2421% +19083° = 5436° +18948° = 10200°
+18072° = 13322° + 16630° olmakla, sayilar1 32°dir ve Wilson tarafindan 1997°de bulunmustur.
Simdiye kadar bulunmug bes kat Ramanujan sayilariin sayisi alt1 tane olmakla, bunlarin kiigiigii
48988659276962496 = 38787° +365757° = 107839° + 362753° = 205292° + 342952° = 221424°
+ 336588° = 231518 + 331954 sayisidir.

Su anda alt1 kat Ramanucan sayis1 olarak bildigimiz tek sayr 8§230545258248091551205888 =
112393172 + 201891435° = 17781264° + 201857064° = 63273192% + 199810080° = 85970916°
+196567548° = 125436328° + 184269296° = 159363450° + 161127942 sayisidir.
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Eger (a,b,c,d) dortliisi R=a*+d* =b®+¢® ve a<b<c<d kosulunu saglayan Ramanujan
dortliisii ise, keyfi k dogal sayist igin (ka,kb,kc,kd) dortliisii de Ramanujan dortliisii olmakla

k*R Ramanujan sayisini olusturuyor. Bunlar1 ayirmak igin asal ve tiirev Ramanujan terimleri
kullaniriz. Tabii ki sayinin asal olmasi, uygun dortliiniin aralarinda asal olmasi ile saglaniyor.
Belirtelim ki, bu makalede biz yalnizca dogal sayilardan yararlaniyoruz.

Nihayet soylemek gerekiyor ki, biitiin bu calismalarin kaynaginda, x°®+y®=z® Diophant
denkleminin [6] tam sayilar kiimesinde ¢oziimiiniin olmayacagi hakkindaki meshur Fermat
varsayimi, bir bagka adiyla Fermatin Biiyilk Teoremi [6] durmaktadir. Bilindigi iizere bu
varsayimin dogrulugu 1990 yillarinda Andrew Wiles tarafindan ispatlandi. Ramanujan sayilari

Hardy-Ramanujan denklemi [1-5] diyecegimiz x°+Yy® =z°®+w® denkleminin dogal sayilar
kiimesindeki (X, Y,,Z,W,) ¢Oziimiine bagli olarak R, = XS +Yy =2z +Ww, gibi bulunan
sayilardir.

2 Hardy-Ramanujan denkleminin bazi 6zel ¢oziimleri

Bu boliimde Hardy-Ramanujan denkleminin 6zel ¢oziimlerini bulmak igin yapilmis birkag
parametriksel formiilleri inceleyelim. Once Ramanujana mahsus iki teoremi [2] alalim.

Teorem 1. m,n, p,k dogal sayilari
m? + mn+n? =3kp® (1)
kosulunu sagladiginda
(m+k?p)® +(kn+ p)® = (km+ p)® + (n+k*p)° 2)
esitligi de saglaniyor.

Not. Bu islemlerde m=#n ve k #1loldugu varsayilmistir. Her iki halde (2) esitligi kosulsuz
saglanan 6zdeslige doniismektedir.

Teorem 2. a ve b keyfi dogal sayilar oldugunda
(a® +7ab-9b%)% + (2a® —4ab +12b?)® = (a* —9ab —b?)® + (2a* +10b?)? (3)
0zdesligi saglantyor.

Not. a=Db oldugunda (3) esitligi ilk Ramanujan dortliisii ile bagmtili 1° +12° = 9° +10° saysal
esitlige doniisiir.

Hardy ve Wright [7] ispat etmisler ki, keyfi n i¢in, iki sayinin kiiplerinin toplami olarak n degisik
bicimde gosterilebilen sayr mevcuttur. Ispat yapisal olmakla, istenen ozellige sahip sayiyi
bulmamizi sagliyor. Ornegin iki kat Ramanujan sayisin1 bulmak igin bu teoremin versiyonu:
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Teorem 3. r ve s rasyonel sayilar olmakla t,u,v,w sayilarini

3 3 3, &3 3_ 9,3 3_ 3
=r(r3+2;5,)’u=s(23r +3s)’V:t(t 2u)’W:u(2t u) @)
r’—s r

t
-s t3+ud t*+ud

gibi tanimlarsak, bunlar arasinda

3

rP+s®=t>—u®=v¥+w’ (5)

0zdesligi saglaniyor.

Bu teoremin yardimiyla bulunan Ramanujan sayilari genelde cok biiyiik oluyorlar. Ornegin
r =3, s =1 alirsak (4) formiillerine gore
. 87 55 28340511 We 63284705

=—,U=—,V= , = (6)
26 26 21446828 21446828
olarak bulunur ve buna gore (5) esitligini uygularsak
3 3
3 13— (28340511)3 N (63284705)3 )
(21446828)° (21446828)
veya
(3.21446828)° + (21446828)° = (28340511)° + (63284705)° (8)
olmakla Ramanujan dortliistinti buluruz. Bu dortlitye uygun say1 ise
R =276214986237148421555456 9)

yani sozle ifade edersek, 276 seksilyon 214 kentilyon 986 katrilyon 237 trilyon 148 milyar 421
milyon 555 bin 456 olmakla ¢ok biiyiik bir sayidir goriindiigli gibi.

r=5ves =1 alirsak (8)’e uygun esitligi saglayan dortlii 33 basamakli Ramanujan sayisi
olusturmaktadir.
3 Ramanujan dortliisii arasinda olan bir baginti iizerine

Bu boliimde Ramanujan dortliisti arasinda olan bir baginti ve onun uygulamasii ele alacagiz.
Once asagidaki lemmayi ispat edelim.

Lemma. X,Y,k,l dogal sayilar oldugunda
x> —y® =6l & x—y=6k (10)

cifte gerektirmesi dogrudur.
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Ispat. Sagdan sola gerektirme acik oldugundan, soldan safa gerektirmeyi alalim. X >y
kosulunda, Xxy(x—y)=2p dogal ¢ift say1 oldugundan, (10)’un sol tarafin1 da goz Oniinde
bulundurursak

(x-y)?=x>-y®-3xy(x—y)=61-32p=6(1— p)=6q, ge N (11)

oldugunu buluruz. Ote yandan kiipii 6’ya béliinen saymi kendisi de 6’ya boliindiigiinden
X—Yy =6k, k € R ve lemmanin ispati tamamlaniyor.

Teorem4. m<n<a <b (*) kosulunu saglayan dogal sayilar icin, m® +b® =n® +a®(**) ise,

(n—m)—(b—a)=6k (keN) (12)
Ispat. (**)’dan
n®-m?=p°-a’ (13)
veya
(n—=m)® +3mn(n—m) = (b—a)* +3ab(b—a) (14)
oldugunu buluruz. Buradan
(n—m)® —(b—a)® =3[ab(b—a) —mn(n—m)] (15)
Simdi, (13)’e gore
(n—m)(n* +mn+n?) =(b—a)(a’ +ab+b?) (16)
ve (*) sartina gore
n*+mn+n® <a®+ab+b? (17)
oldugundan (16)’ya gore
n-m>b-a=(n-m)®>(b-a)’ (18)

olmak zorundadir ki, buradan da (15)’e gore
ab(b—a)—mn(n—m) >0 (19)
olur. Ote yandan keyfi X, y dogal sayilar1 icin Xy(X — Y) "nin ¢ift say1 oldugu agik. O halde
ab(b—a)-mn(n—-m)=2l (IeN) (20)
ve nihayet (15)’ten

(n-m)*—(b—-a)’ =6l (leN) (1)
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oldugu bulunur ve yukaridaki lemma ispati tamamlanir.
Sonuc¢. Teoreme gore

n—-m=(b-a)+6l>6l (I e N) (22)
yani, n-m farkinin en azindan 7 olmasi lazim.

Uygulama. (n—m)—(b—a) =6 kosulunu saglayan Ramanujan doértliilerini bulmaya ¢alisalim.
n—m=7 alirsak, b—a =1 oluyor. Buna gére m®+b* =n°+a® esitliginin veya

(n—=m)® +3mn(n—m) = (b—a)* +3ab(b—a) (23)

esitliginin saglanmasi icin 7% +2Im(m+7) =1+3a(a+1) = 342+ 2Im(m+7) =3a(a+1) =
113+7m(m+7)=a(a+1) = a* +a—[114+7m(m+7)] =0 kare denkleminin saglanmasi sart.
Bu denklemin diskriminanti D(m) =1+ 4[114+7m(m+7)] =457 +28m(m+7) tek saymin
karesi oldugunda, n=m+7, a=(-1+ m )/2,b=a+1 olarak bulunur ve bunlar bu kosulu

saglayan Ramanujan dortliilerinin bir “zincirini” olusturur. Bunlara uygun olan sayilar da
Ramanujan sayilar1 zincirini olusturur dogal olarak. Bu formiiliin ve bilgisayarin destegi ile
asagidaki 11 say1 bulunabilmistir:

m D(m) v D(m) R-dortlisi R-sayis1

2 961 31 (2,9,15,16) 4104

9 4489 67 (9, 16, 33, 34) 40033

17 11881 109 (17, 24, 54, 55) 71288
42 58081 241 (42, 49, 120, 121) 1845649
87 229441 479 (87, 94, 239, 240) 14482503
197 1125721 1061 (197, 204, 530,531) 157366664
324 3003289 1733 (324, 331, 866, 867) 685 726587
722 14737921 3839 (722, 729, 1919, 1920) 7454255048
1439 58262689 7633 (1439, 1446, 3816, 3817) 58591507032
3192 285914281 16909 (3192, 3199, 8454, 8455) 636945650263
5216 762809161 27619 (5216, 5223, 13809, 13810) 2775699258696

Analoji olarak n — m = 33’e kadar miimkiin olan zincirler olusturulmustur. Dogal olarak D(m)’in
tam kare olamadig1 durumlarda zincirlerin halkalar kiimesi bos olmustur. Ornegin n—m =30
oldugunda, D(m)=5232+20m(m+30) olmakta, son rakami 2 olduguna gore tam kare

olamiyor ve uygun zincirin halkas1 bulunmuyor.

4 Ramanujan(R) sayilarimin degisik parametrelere gore incelenmesi

4.1 [1, 500] arahgindaki dogal say1 dortliileriyle bagintih Ramanujan(R) sayilarinin
incelenmesi

Caligmanin bu kisminda bilgisayar yardimiyla karsilastirma yontemi ile R-sayilar1 bulunmustur.
Bu zaman dortliileri olusturmak i¢in [1, 500] araligindaki dogal sayilar kullanilmis ve toplam
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565 tane R-sayist bulunmustur ki, bunlardan da 4 tanesi tekrarlanandir. Bu tekrarlanma ise 3-kat
R-sayilari ile bagli olmustur ve bu araliktaki sayilardan sadece 2 tane 3-kat R-sayisi yapilabilir
ki, bunlar da

87539319 = 167° + 436° = 228° + 423° = 255° + 4143

110824488 = 113+ 493° = 90°+ 492° = 346° + 428° (24)

sayilaridir. Sonug olarak, bu araliktaki sayilardan kiiplerin toplami olarak yapilan degisik R-
sayilarinin sayist 561 tanedir. Fakat bu sayilardan bazilar1 diger sayilarin k® katlar1 olmakla tiirev
R-sayilaridirlar ve bunlara uygun olan dortliiler de aralarinda asal degillerdir. Asal R-sayilarin
sayis1 229’dur ve incelenme i¢in onlar esas alinmustir.

4.2 Asal Ramanujan sayilar1 kiimesinin incelenmesi ve sonuclari

[1, 500] araligindaki dogal sayilar araclhigiyla yapilabilen asal R-sayilarinin listesi incelenerek
asagidaki sonuglara varilmistir:

En cok olarak 8 basamakli say1 (134 tane) bulunmustur ki, bu da [1, n] araligina bagli maksimum
saylya uygun basamak i¢in m,(n) = max,,, = [%] +1 formiiliiniin dogru olacagi varsayimina
yol agmistir. Burada [a] ile @’nin tam kismui isaret olunmustur. Dolayisiyla m basamakli R-
sayilarinin sayisin1 S (m) ’le isaret edersek, bu fonksiyon [4,m,] aralifinda artan, sonra
azalandir. Artma ivmeli, azalma ise ani oluyor. Bunun disinda 7° = 343 = 500 — 157 ve 9° =729 =
500 + 229 oldugundan, yani 7° sayisi 500’¢ daha yakm oldugundan Sg(7)>Sz(9) olmasi
dogaldir (Sekil 1).

E-Sryilm

I:I T T T -I T T T T

1 4 5 B T X 2 Basa:lia]xS&yjﬂ

Sekil 1. Basamak sayisina gore R-sayilarinin dagilin

Ikinci inceleme ise [1, 250] araligina uygun R-sayilarinin A=(n—-m)—(b—a) =6l (I € N)
farkina gore dagilimi ile bagntihidir. Uygun fonksiyonun grafigi Sekil 2’de gosterilmistir.
Grafikten de goriindiigii gibi maksimum noktalart esasen A, =6(2k +1) noktalarina denk

geliyor. En biiylik deger olan 12’ye ise iki noktada A, =6 ve A, =30 noktalarinda ulasiliyor.
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Sekil 2. A farkina gére R-sayilarinin dagilimi
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