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(2+1) Boyutlu difiizyon denkleminin esdegerlik gruplari

Saadet Ozer!
0z

Bir diferansiyel denklemler grubu keyfi fonksiyonlar, parametreler iceriyorsa, elimizde ayni yapida
diferansiyel denklemler ailesi var demektir. Klasik fizigin hemen hemen tiim alan denklemleri, i¢erdigi
parametrelerin farkli yapilart igin, degisik malzemeleri temsil eder. Esdegerlik gruplari, verilen bir
diferansiyel denklem ailesini degismez birakan doniisiim gruplart olarak tanimlanir. Bu nedenle
diferansiyel denklem ailelerinin esdegerlik gruplari, aymi aileye ait, farkli denklemler arasi iliskileri
inceleme agisindan Onemli bir ¢alisma alanidir. Bu c¢alismada, lineer olmayan difilizyon denklemin
esdegerlik gruplari, Lie gruplar1 uygulamasi ¢ergevesinde incelenmis ve sonuglar tartisilmistir.

Anahtar Kelimeler: Esdegerlik gruplari, Lie gruplari, Diflizyon denklemi

Equivalence groups of (2+1) dimensional diffusion equation

ABSTRACT

If a given set of differential equations contain some arbitrary functions, parameters, we have in fact a family
of sets of equations of the same structure. Almost all field equations of classical physichs have this property,
representing different materials with various paramaters. Equivalence groups are defined as the group of
transformations which leave a given family of differential equations invariant. Therefore, equivalence
group of family of differential equations is an important area within the framework of the relations between
different equations of the same family. In this work the equivalence groups of nonlinear diffusion equation
are investigated as application of Lie groups and their results are discussed.
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1. GIRIS (INTRODUCTION)

Keyfi fonksiyon ya da parametre igeren
diferansiyel denklemler, ayni yapidaki
diferansiyel denklem ailelerini ifade eder. Klasik
fizigin hemen hemen tiim alan denklemleri farkli
malzemelerin  davraniglari  anlaminda  bu
yapidadir. Bu tarz  denklemlerin  yapisal
ozelliklerini incelemede Lie Gruplari, degismez
¢oziimlerin  elde  edilmesi,  denklemlerin
siniflandirilmas1 ve birbirine denk ayni aileden
fakat farkli denklemler arasindaki doniisiimlerin
belirlenmesi i¢in giiclii algoritmalar iiretir. Bilinen
anlami ile simetri gruplar bir denklemin ¢oziim
ailelerini  smiflandirmak i¢in kullanilir iken,
esdegerlik gruplari, denklem ailesinin yapisini
korumakla birlikte, i¢indeki keyfi fonksiyonlarin
degisimine izin verdigi i¢in, uygun doniigiimler
bulunabildigi takdirde davranist bilinen bir
denklem ile daha karmasik olan bir digeri arasinda
doniisiimlerin ~ miimkiin ~ smiflarim1  iretir.
Esdegerlik Gruplart hakkinda genel bilgi [1-3]
kaynaklarinda bulunabilir.

Lie'nin  klasik  degismezlik  yaklagiminin
esdegerlik doniisiimlerinin gruplarini iiretmek i¢in
kullanilabilecegi fikri ilk Ovsiannikov'a dayanir
[4]. Ardindan birgok arastirmact bu fikri
uygulamaya koymus, gelistirmistir. Yapinin
tiretilmesi i¢in degisik algoritmalar gelistirilmistir.
Bunlar [1,5,6,7] kaynaklarindan incelenebilir.

Bu calismada (2+1) boyutlu lineer olmayan
difiizyon denklemi ele alinmistir. Diflizyon
denklemleri matematiksel fizigin bir¢cok alaninda
genis uygulamaya sahip olmalar1 nedeni ile birgok
alandan arastirmaci tarafindan ele alinmis ve
yaklagik ¢oziimler ya da sayisal ¢oziimler disinda,
Lie gruplar analizi alaninda da ilgi gérmiistiir. Bu
alanda ilk calisma olarak Lie'nin c¢aligsmasi [8]
referans verilebilir. 1 boyutlu lineer olmayan
difiizyon denklemleri iizerine ilk calisma ise
Ovsiannikov'a dayanir [9]. Degisik difiizyon
denklemlerinin simetri doniisiimleri, siniflandirma
analizi ve kesin ¢oziimler iizerine su referanslar
incelenebilir:  [10-16]. Ayrica, bu c¢alisma
cercevesinde ele almadigimiz fakat esdegerlik
gruplart ile dretilen diferansiyel degismezler
tizerine okuyucu ilgi duyar ise [17-21]
caligmalarina goz atabilir.

Bu ¢alismanin amaci

e~ F )~ g(ww,), = 0
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denkleminin esdegerlik doniisiimlerinin  grup
yapisini belirlemektir. Burada u# bagimli degiskeni,
(x,3,t) bagimsiz degiskenleri temsil etmektedir.
Esdegerlik gruplarinin iireteglerini belirlemek i¢in,
klasik yontem yerine, 2. boliimde ayrintili 6zeti
verilen Ozer ve Suhubi'nin [3, 25] ¢alismalarinda
elde ettikleri  izovektér yOntemi  olarak
adlandirilan, geometrik yaklasim kullanilmistir.
Yontem, sonsuz kiigiik iireteclerin belirleyici
denklemlerinin agik ¢dziimlerini verdigi igin,
gereksiz bazi ek denklemler ile ugrasmamak adina
avantajhdir.

Okuyucuya kolaylik olmasi agisindan belirtmek
isteriz ki, calismanin 2. bdliimiinde genel bilgiler
ile doniisiim gruplarini elde etmek i¢in kullanilan
yontemin 6zeti verilmis, 3. bdliimde donilistim
gruplariin tretecleri elde edilmis, doniisiimiin
yapisal ozellikleri belirlenmistir.

2. TEMEL BIiLGILER (PRELIMINARIES)

2.1. Esdegerlik Gruplar1 (Equivalence Groups)

Ozellikle doga yasalarmi1 modelleyen diferansiyel
denklem takimlari, modelledikleri ortamin fiziksel
Ozelliklerini yansitan bazi keyfi fonksiyon ya da
parametreler barindirirlar. Bu denklemleri, yapisal
olarak ayni olup, esas olarak birbirlerinden
parametre ile ayrildiklarindan, diferansiyel
denklem aileleri olarak tanimlayabiliriz.

Tanim 1:

x; ler n adet bagimsiz degiskeni, u, lar N adet
bagimli degiskeni, ¢, lar ise, bagimli, bagimsiz
degiskenler ve onlarin tiirevlerine bagli, m adet
keyfi fonksiyonu temsil edecek sekilde

F (%0 ta) Pria) i Uap)) = 0
denklemi bir diferansiyel denklem ailesi olarak
adlandirilir. Burada i =1,2,...,n, a =1,2,...N,
k =1,2,...mdir ve uy(p), bagiml degiskenler ve
onlarin keyfi mertebeden tiirevlerinin degiskenler
grubunu ifade etmektedir. ¢y q) ile ¢y diizgiin
fonksiyonu ve onun hem x; lere hem de u,p)lere
gore kismi tiirevleri temsil edilmektedir.

Tanim 2:

T(xi,ua(p),d)k(q)(xl-,ua(p))) = Oile verilen bir
diferansiyel denklem ailesi i¢in, € ile temsil edilen
esdegerlik grubu, diferansiyel denklemin yapisini
koruyan, fakat onu
T(fl, aa(ﬁ); ¢k(q) (fl, ﬁa(ﬁ))) =0 denklemine
doniistiiren, bagimli, bagimsiz degiskenler ve

1134
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onlarin tiirevlerinin donilisim grubu olarak
tanimlanir.

Bu calismada ele alinacak olan (2+1) boyutlu
lineer olmayan diflizyon denklemi,

~ Fan ), —g(wuy), = 0 0
uygun esdegerlik doniigiimleri altinda
e — f(@Ux)z — §(@ Uy) ;= 0
denklemine doniisiir.

2.2. Yontem (Method)

Bu c¢alismada kullanilan yontem, Harrsion ve
Estabrook'un [22] gelistirdigi, esasen Cartan'in
[23] diferansiyel denklemlerin dis formlar aracilig
ile yazilmasi fikrine dayanan geometrik bir
yaklagimdir. Yontem, daha sonra Edelen [24]
tarafindan  denklik  denklemlerinin  simetri
doniisiimleri i¢in genisletilmis ve Ozer [3] birinci
mertebe denklik denklemlerine, Suhubi [25],
ikinci mertebe denklik denklemlerine genisletmis
ve son olarak yine Suhubi tarafindan keyfi mertebe
denklik denklemlerinin esdegerlik doniisiimlerinin
tiretilmesi i¢in yapilandirilmis, genel sonuglar elde
edilmistir.

Ikinci mertebe denklik denklemleri, genel formu
ile,
st (x) uu )

oxt +2(x/,u,u;) =0, i=12..,n(2)

seklinde verilir. Burada x' bagimsiz degiskenleri,
u bagimli degiskeni, X’ ve T ise bahsi gecen keyfi
fonksiyonlar1 (parametreleri) temsil etmektedir.
Denklik denklemleri, klasik fizigin hemen hemen
tiim denklemlerini uygun eslemeler altinda temsil
edebilmesi agisindan genis uygulama alanina
sahiptir.

M ; koordinat ortiisii (x') olan n boyutlu katman
olsun. Graf uzaymi, yerel olarak K= M xR
seklinde, koordinat ortiisii, (x' ,u) olan (n+1)
boyutlu bir katman olarak tanimlayabiliriz.
Esdegerlik gruplarint yapilandirabilmek i¢in K
katmanina

v = u,l-

ile tanimlanan degisken ile, X', ¥ ve bunlarm
fonksiyonel bagliliklarini g6z oniine alabilmek
icin bagli olduklar1 degiskenlere gore tiirevlerinin:

ozt ozt . 0%t
—_ _ j —

i _

st=—,0
T oxJ’

) S _"
ou ov’
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0X r . 0X
T=——, tl = — (3)

t; = —,
Looxt ou ovt

bagimsiz degiskenler gibi eklenmesi gerekir.
Boylelikle olusturulan genisletilmis katmanin
koordinat Ortiisii

f={xi,u,vi,2‘25 ot sY,t;,1,t')

olacaktir. Bu katmanin teget uzayinda bir vektor
alani

V=X g +Ua +V; g +Si—

-7 9xt ou ‘ov X!

+Sa+Sla+5’a+S Ta
% fal Aot asi ot
9 a

+T —+ T — (4)

ot dtt

seklinde yazilir ve (2) ile verilen; ikinci mertebe
denklik denkleminin izovektér alam1 olarak
adlandirilir. Esdegerlik doniisiimleri gruplar ise,
asagida verilen teorem araciligi ile tanimlanir.

Teorem: [1]

M™ turetilebilir katmani1 tizerinde bir 7V vektor
alam
V= vi(r) - @
= X)— ,p= X
v 3 p=9

ile verilmektedir. Bir y:1 — M egrisi ancak ve
ancak x‘(t) koordinat fonksiyonlar1 R” de

d i

=vi(x(1)),

adi tiirevli denklem takiminin bir ¢éziimii ise V
vektor alaninin bir integral egrisidir.

Bu halde (2) ile verilen 2. mertebe denklik
denkleminin esdegerlik doniisiimleri, (4) izovektor
alani1 bilesenleri ile,

dxt . dﬁ_U dii_Si d¥
de ' de ' de ' de

adi tlirevli denklem takiminin,

¥(0)=x, w(0)=u, ZY0) =2, Z(0) =2

baslangic kosullar1 altinda ¢oziilmesi ile elde
edilir.

i=12,..,m

(4) ile wverilen izovektor alanmin katsayilari,
belirleyici denklemlerinin kesin ¢oziimleri elde
edilerek Suhubi [25] tarafindan asagidaki sekilde
verilmistir:

Xt = —¢i(xj,u), U= U(xj,u),

Vi = DLU + (DL¢J)U] ,
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St = (W + %vj) 2 — (Djd)i)Zj + aijv]- + B!

ad)i .
s=(w+2 v)s+ D5t (5)
Burada D; = oui T Vign at = —a’t dir.
Ayrica, (4) izovektor alaninda esdegerlik

yapilanmasi i¢in keyfi fonksiyonlarin fonksiyonel
bagliliklarin1 g6z oniine almak i¢in eklenen ek
bilesenlere ait katsayilar ise,

Sl._aFi oF* , OF!
) = ox Taxkd T b
Si_aFl_l_aF‘ k+6Fl
~u axk? Tz
ij_6F1+6Fl kj+aFl .
T ov) 9%k oy '
969G ; 3G
hi=gatowsi t ozt
T_ac;+aa +aG
ou Toxi? Toax”
969G . G
Tt ey [l §

= —+ - J

o ovt o) ) .
Fl=—SleJ—O'lU—S”Vj + S
G=—tX'—1U—tV;+S (6)

olarak elde edilmistir. Bir sonraki kisimda, (1) ile
verilen  (2+1) boyutlu difiizyon denkleminin
esdegerlik doniistimlerinin gruplari, burada verilen
(5) ve (6) denklemleri kullanilarak belirlenecektir.

3. (2+1) BOYUTLU DIiFUZYON
DENKLEMININ ESDEGERLIK
GRUPLARI (EQUIVALENCE GROUPS
FOR (2+1) DIMENSIONAL DIFFUSION
EQUATION)

Bu c¢alisma kapsaminda ele alinacak olan (1) ile
verilen

U — (U, Uy)x — g(u' uy)y =0

(2+1) boyutlu lineer olmayan diflizyon
denklemini, (2) ile verilen denklik denklemi ile
esleyebilmek i¢in asagidaki tanimlamalart
yapalim:

xt=x,x2=y x3=t
V1= Uy, v2=uy, V3 = Uy,
Sl=f S2=g, 33=0, L=—v, 7

Dolayisiyla (4) ile verilen vektor alanmi, (1)
denklemi i¢in

V—Xa+Ya+Ta+Ua+Va
“Tox 9y ot ou o
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+V. ‘ +V. o +516+520+ 8
20v, v, af dg ®
olarak yazilir. (3) ile agik yapist verilerek katmana
eklenen ek degiskenler, (7) denklikleri goz oniinde

bulundurularak agagidaki gibi elde edilir:

ol = fu o? = Juw st = fuxr
s# =gy, t°=-1 )

Ote yandan sifira denk olan bilesenler ise,
st=si=si=st=s2=s2=¢g3=5s12=
sB=s2l=s8=t, =t,=t;=7=0 (10)
olacaktir. Ac¢ikc¢a goriiliir ki (7) denklileri nedeni
ile, (4) ve (8) izovektor alanlar1 arasinda

$3=0, §=-V1; (11)

iliskileri vardir. Ote yandan (10) ile verilen ek
bilesenlerin sifir olmasi onlarin izovektor alani
tizerindeki katsayilarinin sifir olmasina neden
olacaktir. Yani kisaca ifade etmek gerekirse, (11)
kisitlarina ek olarak,

Sl=8;=81=82=52=82=83=812=
SB=§21=88=T,=T,=T;, =T =0 (12)
kisitlar1 gelecektir. (11) ve (12) denklemleri,
vektor alaninin katsayilar i¢in elde edilmis olan

(5) ve (6) esitlikleri kullanilarak coziilecek ve
esdegerlik gruplarini veren iliskileri tiretecektir.

§3 =0 denklemi (5) esitligi kullamlarak ele
alinirsa,
T X' + T Et + Ty 22 + T,v,3% + oty +
a*?vy, + a*v; + B3 =0

denklemini  verir.  Genisletilmis  katmanin
koordinatlarinin birer bagimsiz degisken oldugu
hatirlanacak olur ise, yukaridaki denklem bunlar
cinsinden bir polinom yapisindadir. Ozdes olarak

sifira esit olmasi, tiim degiskenlerin katsayilarinin
stfira esit olmasi ile miimkiin olacagindan

Tho=T,=Ty=a=a**=a>=p,=0

olmas1 gerekir. Bu halde diferansiyel denklemin
izovektor alani (8) in bilesenlerinden

T =T(t) (13)

olacaktir. Benzer sekilde ele alman S'? =0
denklemi ile izovektor alaninin Y ve X bilesenleri
lizerine

Y, =Y, =0, X,=X,=0, a2=0

kisitlar1 elde edilir. Ote yandan (11) denklemi;
S + V3 = 0 asagidaki iliskileri verir:

Xy = =Wy, Y,y = —wy,
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Xe=ax' +Pu Ye=a3’+ B,
U= B2+ B} it = i =
w=U,+T, w,=0.
Son iki denklem esasen
Uw=0

olmas1 gerektigini gosterir. Izovektdr alam
lizerindeki S§ =0 kisitt ile, vektdr alaninm,
bagimli degiskenin doniigiimiine yon veren U
bileseni ilizerinde
U, =0,
bagintilarina ek
X =0, w, =0,

olmast gerektigi goriiliir.  Burada islemlerin
ayrintilarina, islem kalabaligi ile okuyucuyu
bogmamak adina daha fazla girilmeyecek ve direk

u,=w-X,

Xt:O

benzer islemlerin tiim ek kisitlar {izerine
uygulanmas1 ile elde edilen sonu¢ yapi
verilecektir.

Kisaca, (1) ile verilen diflizyon denkleminin
izovektor alani (8)'in bilesenleri asagidaki gibi
belirlenir.:

X=ax+a, Y=ay+as T =at+ay,
U=cu+c,, (14)
S'=cqf+asu, +ag S*=c19+auy, +ag.

Ote yandan ek bilesenlerden vy,v,,v5 iin
katsayilar ise

Vi=(cr+a)uy, Vo =(c + al)uy;

V3 = (c1 + a)u, (15)
olarak belirlenir.
Lemmal:
U — fuu)x— g (u, uy)y =0 yapisindaki

(2+1) boyutlu difiizyon denkleminin esdegerlik
doniistimleri on parametreli grup yapisindadir.
Ispat:

(14) ve (15) izovektor alan1 bilesenlerinden agikca
goriilecedi lizere esdegerlik doniisiimleri grubunun
sonsuz kii¢lik operatorleri asagidaki gibi yazilir:

X, = 0y, X; =0y, X3 =0y,
X4 =0y, Xs=0f, Xe = 0y

X7 = x0x + y0y + t0;,
Xg=udy + for + gdy,  Xg = uy,0y,

X10 S uyag. (16)

Bu ise on parametreli grup yapisindadir.
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Lemma?2:

Diflizyon denkleminin esdegerlik grubunun
operatdrleri on parametreli bir € doniisiim grubu
olusturur.

Ispat:

Difiizyon denkleminin esdegerlik gruplarinin (16)
ile verilen sonsuz kiiciik operatdrleri Bolim 2.2.
de verilen Teorem 1 araciligr ile ele alinir ise, adi
tiirevli denklem grubunun baslangic kosullari
altinda integrasyonu ile

x = Ax" + K4,
u=pu + Ky,
U = AUy, wy = PAuy, ue = Pluy
f=Bf"+r1uy +xs,
g:ﬁg""]/zu;"""ﬁ

y=Ay"+kKk,;, t=At"+ks,

seklinde bir donlisiim grubu elde edilir. Burada
ilkesel olarak A, > 0 alinir.

Ote yandan, esasen aciktir ki bu esdegerlik grubu,
k;, 1=12,..,6 gozlenebilen 6 ayrik yapraga
sahiptir. Kabul edilebilir tim esdegerlik
doniigiimlerinin (1) denklemi ile ifade edilen (2+1)
boyutlu difiizyon denkleminin keyfi fonksiyonlari
olan /" ve g nin yapisini

f,(u;ux) = f(,Bu + a, 0uy) + yu, + p
g (wuy) = g(Bu+a,6uy) +yu, +r

seklinde doniistiirecegi agiktir. Burada gecen
parametrelerin yukarida kullanilan parametreler
ile aynt olmasi gerekmemektedir. Dolayist ile
difiizyon denklemindeki temel yapinin korunacagi
aciktir.

(1) denklemi ile verilen (2+1) boyutlu difiizyon
denkleminin komiitatér semas: Tablo 1 de
verilmistir. Burada kalin ¢izgiler, yari-dolaysiz
toplam yapisin1 gostermektedir.

Tablo 1. Difiizyon denkleminin esdegerlik gruplarinin
komiitator tablosu (Tablel. Commutator table for the
groups of equivalence transformations)

Xi Xp X3 X4 Xs Xo X7 Xg Xo Xig
X0 o 0o o o of—x;, 0 0o o
X0 o0 o 0o 0o of—x, 0 0 o0
X0 0o o 0o 0o 0f—x;0 0 o0
X,J0 0 0o 0o 0o 0f0o —x,0 o0
Xs[o 0o o 0o 0o 0fo —x: 0 0
X0 0 0 0o 0o ofo —x. 0 o0
X, X, X, X3 0 0 oJofo —-x5—x
Xs 00 0 X, X X, 0foflo o
X 0.0 000 0 X ofo]o
X0 0 0 0 0 0 X0 0 0] 0]
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4. SONUC VE YORUMLAR (CONCLUSION
AND REMARKS).

Calisma kapsaminda, (1) ile wverilen lineer
olmayan (2+1) boyutlu diflizyon denklemin
esdegerlik doniistimlerinin gruplart incelenmis,
esdegerlik doniisiimleri acik olarak elde edilmis ve
donlisim  gruplarmin tretegleri  bulunmustur.
Problemin esdegerlik cebrinin yapisina baz
olusturmasi i¢in komiitator tablosu ¢ikartilmistir.

Problem difiizyon denkleminin daha genel
fonksiyonel bagliliklar1 ve yiiksek mertebeler i¢in
benzer sekilde ele alinabilir. Elde edilen esdegerlik
doniigiimleri ve problemin ¢6ziim asamasindaki
adimlar, daha genel bir yapinin, 6rnegin homojen
ile homojen olmayan, ya da lineer ile lineer
olmayan denklemler arasinda iliskiler
cikarabilecegi sonucu ile yorumlanabilir. Zira 2.
boliimde incelenen kisitlarin daraltilmas: ile
izovektor alani bilesenleri olan X ve Y nin
yapisinin daha genel bir hal alacagi 6ngoriilebilir.

REFERENCES

[1] E.S. Suhubi, Dis Form Analizi, Tirkiye
Bilimler Akademisi, Tiirkiye, 2008.

[2] F. Oliveri and M.P Speciale, “Equivalence
transformations of quasilinear first order
systems and reduction to autonomous and
homogeneous form”, Acta applicandae
mathematicae, vol. 122, no. 1, pp. 447-460,
2012.

[3] S Ozer and E.S. Suhubi, “Equivalence
transformations for first order balance
equations.”  International  journal  of
engineering science, vol. 42, no. 11, pp.
1305-1324, 2004.

[4] L.V. Ovsiannikov, Group analysis of
differential equations, Academic Press, New
York, USA, 2014.

[5] P.J Olver, Applications of Lie groups to
differential equations, vol. 107, Springer
Science & Business Media, 2000.

[6] N.K. Ibragimov, Elementary Lie group
analysis and ordinary differential equations,
volume 197, Wiley Chichester, 1999.

[7] L Lisle, “Equivalence transformations for
classes of differential equations”, Ph.D
dissertation, Dept. of  Mathematics,
University of British Columbia, 1992.

[8] S. Lie, “Uber integralinvarianten und ihre
verwertung  fiir  die  theorie  der

Sakarya Universitesi Fen Bilimleri Enstituisii Dergisi, 21 (6), 1133~1139, 2017

[10]

[11]

[12]

[13]

[14]

[15]

[16]

[17]

[18]

differentialgleichungen, leipz. Berichte, vol.
49, pp. 369410, 1897.

L.V. Ovsiannikov, “Group relations of the
equation of non-linear heat conductivity”, In
Dokl. Akad. Nauk SSSR, volume 125, pp.
492495, 1959.

C. Bihlo, E.D. Santos, A. Bihlo, and R.O.
Popovych, "Enhanced preliminary group
classification of a class of generalized
diffusion equations”, Communications in
Nonlinear ~ Science  and  Numerical
Simulation, vol. 16, no. 9 pp. 3622-3638,
2011.

R. Zhdanov and V. Lahno, "Group
classification of the general second-order
evolution equation: semi-simple invariance
groups."Journal of Physics A: Mathematical
and Theoretical, vol. 40, no. 19 pp. 5083,
2007.

A.H. Bokhari, A.Y. Al Dweik, A. H. Kara,
and F. D. Zaman, “A symmetry analysis of
some classes of evolutionary nonlinear (2+
I)-diffusion  equations  with  variable
diffusivity”, Nonlinear Dynamics, vol. 62,
no. 1-2, pp. 127-138, 2010.

N.M Ivanova, C. Sophocleous and R.

Tracina, “Lie group analysis of two
dimensional variable-coefficient burgers
equation”, Zeitschrift fiir Angewandte

Mathematik und Physik (ZAMP), vol. 61, no.
5, pp. 793-809, 2010.

M.S. Bruzon, M.L. Gandarias, M. Torrisi

and R. Tracina, “On some applications of
transformation groups to a class of nonlinear
dispersive equations”, Nonlinear Analysis:
Real World Applications, vol. 13, no. 3, pp.
1139-1151, 2012.
M. Torrisi and R. Tracina, “Equivalence
transformations and symmetries for a heat
conduction model”, International journal of
non-linear mechanics, vol. 33, no. 3, pp.
473-487, 1998.
V. Romano and M. Torrisi, “Application of
weak equivalence transformations to a group
analysis of a drift-diffusion model”, Journal
of Physics A: Mathematical and General,
vol. 32, no. 45, pp. 7953, 1999.
M. Torrisi and R. Tracina, “Second-order
differential invariants of a family of diffusion
equations”, Journal of Physics A:
Mathematical and General, vol.38, no. 34,
pp- 7519, 2005.

M.L. Gandarias, M. Torrisi and R. Tracina,
“On some differential invariants for a family

1138



[19]

[20]

[21]

Sakarya Universitesi Fen Bilimleri Enstituisii Dergisi, 21 (6), 1133~1139, 2017

S. Ozer /(2+1) Boyutlu difiizyon denkleminin esdegerlik gruplari

of diffusion equations”, Journal of Physics
A: Mathematical and Theoretical, vol. 40,
no. 30, pp. 8803, 2007.

N.H Ibragimov and C. Sophocleous,
“Differential  invariants of the one
dimensional  quasi-linear  second-order

evolution equation”, Communications in
Nonlinear  Science  and  Numerical
Simulation, vol. 12, no. 7, pp. 1133-1145,
2007.

M. Torrisi and R. Tracina, “Exact solutions
of a reaction—diffusion system for proteus
mirabilis bacterial colonies”, Nonlinear
Analysis: Real World Applications, vol. 12,
no. 3, pp. 1865-1874, 2011.

C. Tsaousi, R. Tracina and C. Sophocleous,
“Differential invariants for third order
evolution equations” Communications in
Nonlinear  Science  and  Numerical

[22]

[23]

[24]

[25]

Simulation, vol. 20, no. 2, pp. 352-359,
2015.

B.K. Harrison and F.B. Estabrook,
“Geometric approach to invariance groups
and solution of partial differential systems”,
Journal of Mathematical Physics, vol. 2, no.
4, pp. 653-666. 1971.

E. Cartan, “Les systemes différentiels
extérieurs et leurs applications
géométriques, Hermann, Paris, 1971.

D. Edelen, «dpplied exterior calculus”,
Courier Corporation, GB., 1985.

E.S. Suhubi, “Explicit determination of
isovector fields of equivalence groups for
balance equations of arbitrary order part 117,
International journal of engineering science,
vol. 43, no. 1, pp.1-15, 2005.

1139



