REGULER EKONOMILERIN HOMOTOPi GRUPLARI

Homotopy Groups of Regular Economies
Murat BESER”
Ozet
Bu ¢aligmada, regiiler ekonomiler homeomorf oldugu delinmis (s* -Q)
kiireye tasinmis ve burada regiiler ekonomiler alt manifoldunun homotopi grubu
hesaplanmistir. Boylelikle cebirsel topoloji metotlarinin genel denge analizine bir
uygulamasi gosterilmistir.

Anahtar kelimeler: Denge Manifoldu, Regiiler Ekonomiler, Homotopi
Grubu

Abstract
In this work, regular economies are transferred to a punctured (s*-Q)

sphere which is its homeomorf. Then on this punctured (s -qQ) sphere, Homotopy
group of the regular economies’ submanifold is calculated. In this case an applications

of algebraic topology methods to the general equilibrium analysis was showed.
Keywords : Equilibrium Manifold, Regular Economies, Homotopy Groups

Giris

Regiiler ekonomiler kavramu Iktisat literatiiriinde ilk olarak G. Debrue
tarafindan Economies with a finite Set of Equilibria (1970) makalesinde sinirli
sayida hane halkinin bulundugu bir degis-tokus ekonomisinde denge
noktasinin yerel olarak sabit ve smirli oldugu ekonomileri tanimlamak igin
kullanmigtir. Sard teoremi yardimi ile regiiler ekonomilerin, genel ekonomiler
kiimesi iginde yogun bir sekilde bulundugu gosterilmistir. Y. Balasko’nun The
Graph of The Walras Correspondence (1975) makalesi regiiler ekonomiler
teorisine cebirsel topolojik olarak incelemis ve lif demetleri teorisi yardimu ile
degis-tokus ekonomilerinin manifold yapisim1 ortaya koymustur. A.
Villanacci, L. Carosi, P. Benevieri,ve A. Battinelli’nin Differential Topology
and General Equilibrium with Complete and Incomplete Markets (2002) ve
R. Nagata’nin Theory of Regular Economies (2004) eserleri degis-tokus
ekonomileri analizinde diferansiyel topolojik metotlarin kullanilmasi
orneklerini icermesi acisindan oldukca biiyiik 6neme sahiptir. A. Matta A
Riemannian Metric on the Equilibrium Manifold (2005) ¢alismasinda degis-
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tokus ekonomilerinin olusturmus oldugu denge manifoldu {izerinde jeodezik
egrileri incelemistir.

Bu calismada ise cebirsel topoloji metotlart yardimi ile tiim
ekonomilerin yogun bir alt kiimesi olan regiiler ekonomilerin olusturdugu alt
manifoldun topolojik degismezleri incelenmis, bu ekonomilerin olusturdugu
geometrinin homotopi sinifi hesaplanmistir. Bu islemleri gergeklestirirken
basitlik amaci ile regiiler ekonomiler alt kiimesi, kutup noktasindan delinmis
kiirenin 6zel bir alt kiimesine taginmis, buradan da homotopik oldugu sinirh
sayida ¢emberin kama carpimina transfer edilmistir. Bu noktada regiiler
ekonomilerin homotopi grubu, sinirli sayida ¢emberin kama g¢arpiminin
hesaplanmasina denk hale gelmistir.

|H| sayida bireyin yasadigi ekonomide, h e H , ekonomideki h.
bireyi; C, ekonomide birbirinden farkli ve sonsuz béliinebilen |C| adet malin

kiimesini gostersin. h . bireye ait mal vektoriinii (Xﬁ ) o€ RS seklinde ifade

Ce

edelim. Her birey ticarete baslamadan 6nce elinde belli bir mal vektori

bulundurmaktadir. h. bireye ait baslangic mal vektoriinii (e(j) € Rf

ceC=

seklinde gosterelim. p°, ¢ € C malmin piyasa fiyatin1 géstermektedir. Tiim
mallara ait piyasa fiyat vektoriinii p = ( pl, ooy pC ) gosterelim. Bu vektor C

iizerinde i¢ c¢arpim fonksiyonu altinda lineer fonksiyonel tanimlar ve

(p,):C= (oo, >R.. ifadesi . bireyin elindeki (x;) _ mal

vektoriiniin piyasa degerini verir. Ayni sekilde bireyin ticarete baslamadan
once elinde bulundurdugu mal  vektoriiniin  piyasa  degerini

<p,(e§ )CE() —p- (e,ﬁ )CeC:e R,, seklinde gosteririz. h. bireyin tiiketim

kiimesini Cr= {( X; )c o€ RE: Z p'x) < z pjed} seklinde gosterebiliriz.
h j=1 j=1

h . bireyin amaci, C+ tiiketim kiimesi {izerinde tanimladig1 tercih bagintisini

1

gosteren fayda fonksiyonu u, : RS — R, ™' aracihig: ile refah seviyesini

optimum noktaya getirmektir.

151 Fayda fonksiyonlarinin agagidaki 6zelliklere sahip oldugu varsayilacaktir.
e u,:R® — R sirekli ve R®, iizerinde C* simfindan fonksiyon
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Tanm 1 : ec RS ve Ue A icin (E,U) € RiH x A degis-tokus §)
ekonomisini ifade eder. N
Tamm 2 : h. bireye ait maksimizasyon problemi veri p’e RS 112 §
Ve g, € RY, icin §
™

maks. U, (X
Xy RS, (%) (1) §
kisit:  —p(x,—€,)=0 i
3
¥

seklindedir ve (2) numarali fonksiyon ile gosterilen X, talep fonksiyonu, (1)

numarali denkleme ait ¢6ziim fonksiyonudur.

maks. Uy (%,)
(., )F>arg max{ xn<RE,

kisit:  —p(x, —€, )=0 >Rf+ (2)

(1) nolu denklem klasik kisit altinda optimizasyon islemidir ve

maks Uy (X,)

Xp eF

( p', eh) eksojen degiskenleri ve X, € argmax
k1s1t : —p(%—e)=0

degeri igin Syle bir a4, €R,, sayist vardir ki (X, z4,) vektori'®®

. Uh(x):{x’e R®

u, (x')>u, (x)} c RS, VxeR’

e Her xeRS, igin 8Uh ,% eR%
ox %

Yukaridaki 6zelliklere sahip fayda fonksiyonlarimin kiimesini A ile gdsterelim.

2
e Her xe RS igin ZZ i kauh( ) <0, YheR®

++ 7
j=1 k=1

h=0

182 Her ¢ >0 igin {xhe[H.p-xhsp-eh}:{xheDi:ap-thap-eh} esitligi

gerceklestiginden fiyat vektoriinii p. malina ait fiyati kullanarak normallestirelim ve yeni fiyat
p! pct
vektoriini p = [— e, —— ,1] = ( p',l) seklinde yazalim.

c’ ‘pC

188 Yy, = %%
o O
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Vu, (%)= mp=0 e
esitligini saglar. Bu ifadeyi asagidaki sekilde yazip
-p ( Xy — € ) =0

kapali fonksiyon teoremini uygularsak veri (p’,eh) degerleri igin goriintii
kiimesini 0 € R®** yapan (Xh, ,uh) e RS, xR,, degerlerini elde edebiliriz.

, Vup, (X )— 4 P=0
(th/‘h’pveh)'_){ b
. pC c-1 c =p(% —,)=0 c
Fh'R++XR++XR++ XR++ —R" xR

(3)

h . bireye ait fayda maksimizasyonunu ekonomideki tiim bireyler i¢in
analiz etmek i¢in yukarida incelenen birinci derece kosulu ile birlikte piyasada
H H]
arz-talep esitligini Zeh = Z X, de gbz oniine almak gerekecektir.
h-1 h-1

Tamm3: &=(X, 4, p') € R xR xR ve e e RS ekonomisi

icin agagidaki doniisiim genisletilmis denge fonksiyonu olarak adlandirilir.

Vuy (%)= 4, p=0

(X, p" ) —pﬂxh -6, )=0
H H]

=Y e+ x=0

. pCH H C-1 CH h=1 h=1 CH+H+C-1
F'R++XR++XR++ XR++ >R

(4)

Tanim 4: e ¢ R®" ekonomisi i¢in F (f, e) =0 ozelligini saglayan
E=(Xu,P)eRT xR xRE™ vektorii varsa, bu vektor e e RS
ekonomisi i¢in denge durumunu gosterir. Q(e) ifadesi, e e RS ekonomisi

i¢in tiim denge noktalarinin kiimesidir.*>*

154Q(e) kiimesi sonlu sayida olabilecegi gibi sonsuzda olabilmektedir. Regiiler

ekonomilerin Q(e) kiimesi sinirl ve yerel komsuluklarinda esit denge noktasina
sahiptir.
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Birinci ve ikince refah ekonomisi teorilerinden hareketle, e ¢ R"

ekonomisi Pareto optimal seviyede ise tek bir denge noktasi vardir ve bu
denge noktas1 e e R seviyesinde oldugu bilinmektedir.

Pareto optimum noktada olan bir ekonomiden hareketle keyfi bir
e e R®" ekonomisinin denge noktasina sahip oldugunun ispatini asagida

verilen homotopi fonksiyonu araciligi ile elde ederiz. € Pareto optimum
seviyedeki ekonomiyi gostermek iizere asagidaki denklem sistemlerini
yazalim (Villanacci, Carosi, Benevieri, Battinelli, 2002: 234).

Vuh(xh)_:uhpzo
—pX, + p[(l—r)eh +réh]=O

H] H H
=D X+ {(1—1)2@2‘ + rZéﬁ} =0
h=1 h=1 h=1

r=1 ic¢in Pareto optimum ekonomiyi, 7=0 i¢in ee R""
ekonomisini  elde  ederiz. (5) numarali  denklem  takimlarini
H, :R™ xR x RS ™*x [0,1] — R+ homotopi fonksiyonu araciligi
ile tanimlanz. (H eFl)il(O) = {é, i, f)'} kiimesi Pareto optimal seviyede

oldugundan dolayi bos kiime degildir ve tek elemandan meydana gelmektedir.
Pareto optimum seviyede (Z‘ = l) olan ekonomi i¢in lineer

)’e

doniisiimiin ranki, Rank(VH,_ (& 4 p'))=(|CH|+|H|+|C -1

esittir.
Asagida verilen teorem yardimi ile her €€ Rff ekonomisi igin

piyasa denge vektoriiniin varligmmin ispatlanmasi konusunda oldukca
onemlidir.

Teorem 1: M ve N aym boyutlu ve sinirlara sahip olmayan C?
sinifindan manifoldlar (Mukherjee 2005: 1- 50.) i¢in bu iki manifold arasinda
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tanmimlanan M —9 > N fonksiyonlar1 asagidaki dort ozelligi sagliyorsa
f(y) = & dir (Nagata 2004: 49; Villanacci 2002: 199- 200.).

1. feC’vegeC’

2. YeN icin A= {X eM:g (X) = y} kiimesinin elemanlari, ¢

fonksiyonunun Jacobian matrisindeki degerlerinin ranki, N
manifoldunun boyutuna esittir. ( Regiiler deger sarti )

3. Mod,(g™(y))=1
4. f ve g fonksiyonlar arasinda tammlanan siirekli H homotopi

fonksiyonunun H™ ( y) gortntiisti kapali ve smirl bir kiimedir.

Lemma 1: Her ee R%" ekonomisi igin H,*(0) ters gdriintiisii
kapali ve sinirli bir kiimedir. Boylece Heine-Borel Teoremi yardimi ile
H, l(O) kiimesi kompakt yapihidir. Diger bir degis ile her ee <"
ekonomisi i¢in en az bir (X, 1, p) € R xR x RE™ denge vektorii vardir.

Yukarida verilen lemmadan hareket ile asagidaki teorem verilebilir.

Teorem 2: Her ue A fayda fonksiyonu ve her e e RE" ekonomisi

icin  Oyle  bir (X, U, f)) eRY xR xR°™  vektorii  vardir ki
F (X,,u, r),e) =0 dir.

Tanim 3’de ki F:RY xR xRE*x R — ROFH+CH
fonksiyonu, her (%, 1, p,e)e F(0) degeri icin
Rank (V. ,. .o F (X 4 B,€)) = boy(|CH| + |H|+|C —1)esitligini saglar.
Bu durumda {0} e RM*HCL FE fonksiyonu i¢in regiiler degerdir. Regiiler

deger teoreminden'® hareketle ilgili ¢dziim kiimesinin bir alt manifold
yapisina sahip oldugu ¢ikarilir.

1%5 Regiiler Deger Teoremi: M ve N sirasiile M ve N (M > n) boyutlu manifoldlar olsun.
Eger q degeri f:M — N diizgiin déniisiimii igin regiiler deger ise, f_l(N) ters
goriintisi, M manifoldunun M—n boyutlu alt manifoldudur.
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Lemma 2 : F(

uzaymin CH boyutlu alt manifoldudur ve denge alt manifoldu olarak
adlandirilir.

;1” p)(0) ¢oziim kiimesi RS xR xRS x R

Lemma 3 : F_l(O) kapali fonksiyonunun olusturdugu alt

manifolddan R ye giden pr:F(0)—2£PI2t LR iy diisiim

fonksiyonu has fonksiyon yapilidir.
Her e e0 "' igin izdiisiim fonksiyonunun tersi kapali oldugundan

++

Ft (0) alt manifoldunun kompakt yapili oldugunu elde ederiz.

. A -1 .. =) .
Teorem3: e, (0) igin F(Xyﬂyp)(o) denge alt manifoldunun

.7i,P)
temel grubu, 7zl(F’1(0),é):1é sadece birim elemandan meydana
gelmektedir.%

-1

Yukaridaki teorem, F(X’ﬁ'p)(o) denge alt manifoldunun basit

baglantili oldugunu ve biiziilebildigini gosterir.

Tanim 5 : F:R™ xR xRE'x R™ — RE"*H+C1 fonksiyonu
tannm 3’de ki  sekliyle  verilsin. {O} e RO yektori,
F:R™M xR™ xR x {e} — RO fonksiyonu igin regiiler deger ise,
ee R™" ekonomisi regiiler ekonomi olarak adlandirilir. Tim regiiler
ekonomilerin kiimesini Z ile gosterirsek, F (O) mn alt manifoldu oldugu
aciktir. Regiiler olmayan ekonomiler Ffl(O) [= kritik ekonomiler olarak
tanimlanir.

Teorem 4: Regiiler ekonomiler, F_l(O) "de agik ve yogun bir alt
kiime meydana getirirler. Regiiler ekonomilerin yogunlugu, kritik
ekonomilerin F’l(O) [= Lebesgue Ol¢isiiniin sifir oldugu anlamina
gelmektedir. (Balasko, 2009: 23-25)

Lemma 4 : F'(0) denge alt manifoldu R uzayma

homeomorftur.

1%6 Temel grup yapilarmin tanimi igin Marcelo Aguilar [1] ,8.9-59
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R uzay1 S™ —Q tek noktada delinmis S" uzayina homeomorf
oldugundan asagidaki sonucu elde ederiz.

Lemma5: F~*(0) denge alt manifoldu S —Q ya homeomorftur.

A, denge manifoldu tizerinde kritik ekonomileri gostersin, yukarida
tanimlanan homeomorfizma yardimu ile bu kritik ekonomileri de S — Q
iizerine tagirsak S —({Q} U A) =S delikli CH boyutlu kiiresini elde
ederiz.

Tanim 6 : {X i je A} topolojik uzaylar ailesinin topolojik toplami
olan H X, wuzayr iizerinde, her X;€ X; noktast igin olusturulan

jeA
H X/ {X jie A} béliim uzayma kama (wedge) toplamu denir ve \/X i
jeA jeA
seklinde gosterilir.

A, denge manifoldu iizerinde kritik ekonomileri gdstersin, yukarida

tanimlanan homeomorfizma yardimi ile bu kritik ekonomileri de S — Q
lizerine tasirsak S~ ({Q} U A) =S5 delikli |CH | boyutlu kiiresini elde
ederiz. S iizerinde ki her kritik ekonomi noktasini i¢ine alan bir ¢gember

tanimlayip bunlarin tanim 6 da verildigi sekli ile kama toplamini olusturalim.

N L . CH A oot g cH
S kvdt--l.thS ¢emberlerin kama toplaminin S Q gdmiildiigii ve S Q
ardinalite

kiiresinin giiclii deformasyon biiziilmesi (strong deformation retract)™®’
oldugu agiktir. Boylece tiim ekonomilerin S —{Q} alt uzayr olan
seH —({Q}UA)ZéCH regiiler ekonomiler uzayinin homotopi grubu

1 1 .. . o 158
topolojik uzayimin homotopi grubuna esittir.
S'v ‘A‘VS poloj y p1 gru $

157 A<= X alt topolojik uzay ve H: X x| — X homotopi déniisiimii tanimlansmn. Her
XeX0, aeA ve tel igin D F(x,0)=x 2)F(x,)eA 3)F(at)=a sarti

gerceklesirse giiclii deformasyon biiziilmesi denir.
158 Homotopik topolojik uzaylarin topolojik degismezleri birbirine esittir.
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m

. N

m @l:g=n d
Teorem5: H, (VSTJ =1 jeA k N kiirenin kama toplaminin ’§\
Jeh 0:g#n W
homoloji grubudur. §
Teorem 6: (Kiirelerin kama toplam i¢cin Hurewicz teoremi) : n NS
kiirenin kama toplaminin homoloji grubu ile homotopi grubu arasinda §
izomorfizma dontigiimii kiimesi bos degildir. §
m m §
¥, elsom| H, VAST T, VAST Teorem 5 ve teorem 6 aracilig ile 3

je je

regiiler ekonomilerin homotopi grubu
Zx---xZ:9=1
%r_/

T, = A (6)
0:g=n

seklinde ifade edilir. (Dalmagro, Quintana 2005: 32)

Sonug¢ 145
Homotopi fonksiyonu yardimi ile her degis-tokus ekonomisi i¢in en

az bir denge vektorii oldugu ve bu ekonomilerin olusturdugu geometrik
yapinin bir alt manifold yapisi meydana getirdigi gosterilmistir. Bu alt
manifoldun temel grubunun birim elemandan meydana gelmesi ve yol
baglantili olmast Oklid uzaya, buradan da delinmis n kiireye (5™ -Q)

homeomorf olmasii saglamistir. Boylece denge manifoldu iizerindeki tiim
analiz (s*'-Q) ye tasmnms ve burada denge manifoldunun 6zel bir alt

manifoldu olan regiiler ekonomiler alt manifoldunun homotopi grubu,
homotopik oldugu kritik ekonomi sayisi kadar ¢emberin kama garpimina
indirgenerek hesaplanmistir

Conclusion

It had been shown that there is an equilibrium vector for each exchange
economy and geometric structure that these economies constituted had created
a submanifold structure. Formation of fundamental group of this submanifold
as unit element and being way related had provided to Euclidean space and

from here it had provided that wimbled n sphere becomes (5™ ~2)
homeomorph. Therefore, all analysis on the equilibrium manifold had been
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moved to (5™ =) and homotopy group of regular economies submanifold that
is a special submanifold of equilibrium manifold had been calculated by being
demeaned to wedge product of circle as many as the number of critical
economy that is homotopic.
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