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Bu makalede, diferansiyel denklemlerin Haar dalgacik yontemi ile sayisal
¢ozlimii, ¢6ziim araliginin iiniform (esit alt aralikli) veya tiniform olmayan
(esit olmayan alt aralikli) olmasina gore iki kategoride incelenmistir. Sayisal
¢Oziimiin yapildigi aralikta artimlarin tiniform olup olmamasi Haar
dalgaciklar1 ve integrallerinin hesaplanmasinda etkili olmaktadir. Haar
dalgaciklart [0,1] araliginda tanmimlanir. [0,1] araligindan farkli bir
araliktaki bir diferansiyel problem igin, ¢oziim araligi alt simir ve st sir
farki ve bu farkin kuvvetlerinin kullanilmasi ile [0,1] araligindaki Haar
matrislerinin ¢6ziim araligina tagmabildigi goriillmiistiir. Boylece farkli bir
doniisiime gerek kalmaz. Uniform olmayan Haar matrisleriyle, ¢dziim
araliginin kritik bolgelerinde hassasiyet artirilabilir. Kesinligi iyilestirmek
icin, ¢oziim bolgesinde bir kollokasyon noktasi siklagtirma teknigi
gelistirilmistir. Hem gelistirilen hem de literatiirde mevcut olan siklastirma
teknikleri ile yapilan sayisal ¢oziimler, kesin ¢oziimle karsilastirilmistir. Bu
calismada incelenen diferansiyel denklemler icin geligtirilen siklastirma
yontemi kullanilarak elde edilen sayisal sonuglar ile kesin ¢éziimler arasinda
yiiksek bir uyum gozlemlenmistir.
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In this paper, the numerical solution of differential equations with the Haar
wavelet method is examined in two categories according to whether the
solution interval is uniform (equal sub-spaced) or non-uniform (unequal sub-
spaced). Whether the increments are uniform or not in the range of
numerical solution is effective in the calculation of Haar wavelets and their
integrals. Haar wavelets are defined in the range [0, 1]. For a differential
problem is defined in an interval different from the interval [0, 1], it is seen
that the matrices defined in the solution interval can be defined by
multiplying a coefficient obtained depending on the interval and the powers
of this coefficient with the Haar matrices. Thus, there is no need for a
different transformation. With non-uniform Haar matrices, the precision can
be increased in the critical regions of the solution range. To improve the
precision a collocation point increment method was developed in the
solution region. Numerical solutions both developed and available in the
literature are compared to exact solution. For the examined differential
equations in this work, good agreements have been observed between the
obtained numerical results that employ developed increment method and the
exact solutions.
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1. Giris

Dalgaciklar doniistimii dogal bilim, miihendislik, astronomi, akustik, niikleer mithendislik, alt bant
kodlamasi, norofizyoloji, miizik, manyetik rezonans goriintiileme, konusma ayirt etme, optik,
fraktallar, tiirbiilans, deprem-tahmin, kismi diferansiyel denklemlerin ¢6ziilmesi, goriintii sikigtirma,
sinyal isleme Ve radar uygulamalar gibi bircok alandaki uygulamada kullanilmaktadir (Graps, 1995).
Dalgacik terimi, kiigiik bir dalga anlamina gelir. Bu tanim, fonksiyonun sonlu uzunlukta olmasi ve
fonksiyonun salinimli olmasi kosulunu ifade eder (Berwal ve ark., 2013). Dalgaciklar, verileri farkli
frekans bilesenlerine bolen ve ardindan her bileseni kendi dlgegine uygun bir ayristirma ile inceleyen
matematiksel iglevlerdir. Dalgacik analizinde verileri ¢6ziimlemek i¢in kullanilan 6lgek 6zel bir rol
oynar. Dalgacik algoritmalari, verileri farkli 6lgeklerde veya ¢oziiniirlikklerde islemektedir (Graps,
1995). Dalgacik doniisiimiinde kullanilabilecek ¢ok sayida dalgacik tipi vardir. Haar, Daubechies,
Mexican Hat, Symlet, Morlet, Coiflet, Coiflet-Daubechies-Feauveau, Meyer, Shannon, Legendre,
Gaussian, Villasenor 6rnek olarak verilebilecek 6ne ¢ikan dalgacik aileleridir (Mehra ve ark., 2009;
Lepik ve Hein, 2015).

Dalgaciklar konusunda ilk ¢alisma Alfred Haar’in ¢alismasidir (Haar, 1910). Haar, ¢alismasinda sonlu
bir araligin diginda kaybolan, siirekli olarak tiirevlenmeyen bir yapiy1 ortaya koymustur. [0, 1]
araliginda tanimli bir ortogonal sistemi ortaya koyan bu yapiya Haar dalgaciklari denir. En basit
dalgaciklardan olan Haar dalgacigi, tekli dikdortgen basamaklardan (block-pulse) olusur (Stankovi¢ ve
Falkowski, 2003). Bu tanimlama ile Haar, problemin sonsuz sayida ¢oziimii oldugunu gosterir.
Varolgiines’in bildirdigine gore Levy ise, parcaciklarin hareketini modellemede, Haar dalgaciklarinin,
Fourier temel fonksiyonlarina oranla daha iyi sonug verdigini ispatlamigtir (Varolgiines, 2013). Sinyal
isleme, fonksiyonlarin enerjisini hesaplama gibi alanlarda en ¢ok kullanilan dalgacik tiirii Daubechies
dalgaciklaridir. 1980’lerde Haar fonksiyonunun aslinda 1. dereceden Daubechies dalgacigi oldugu da
gosterilmistir (Lepik ve Hein, 2014). Haar dalgaciklar1 sinyal isleme vb. islemler yaninda karmagsik
diferansiyel denklemlerin ¢oziimiinde de etkin olarak kullanilabilir. Haar dalgacigi fonksiyonlart
topolojik uzayin disinda da sifir degerini alabilen en basit ortonormal dalgacik tiirii olarak da
tanimlanmaktadir. Haar dalgacig1 yapisi geregi bazi noktalarda siireksizdir ve bu noktalarda tiirevler
mevcut olmadigindan diferansiyel denklem ¢oziimlerinin Haar dalgacigina dogrudan uygulanmasi
miimkiin olmamaktadir (Lepik, 2005).

Cattani, siireksizlik problemini, parcali sabit Haar fonksiyonunu bag interpolasyonlart (spline) ile
birlestirerek ¢ozmiistiir. Bdylece, belirsizligin oldugu yerlerde ¢ok pargali egrilerin olusturdugu
yiiksek derecede tiirevlenebilir sistem ortaya ¢ikmustir (Cattani ve Pecoraro, 2000; Cattani, 2004).
Chen ve Hsiao (1997) farkli olarak, diferansiyel denklemdeki en yiiksek tiirevin Haar serisine

genisletildigi integral yontemi kullanmistir. Bu yontemde tiirevli fonksiyonlarin integrali alinip, sinir
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kosullarinin dahil edilmesiyle integral sabitleri hesaplanir. Béylece, diferansiyel denklem dogrusal bir
denkleme doniisir. Cattani (2004), integral araliginin pargalara ayrildiginda, hesaplamadaki
karmagikligin azaltilabilecegini gostermistir ve bu yonteme Haar doniisiimii adin1 vermistir.

Lepik (2005), caligmasinda adi ve kismi diferansiyel denklemlerin Haar dalgaciklari yardimi ile
sayisal ¢ozlimleri igin segmentasyon yontemini 6nermistir. Majak ve ark. (2018) ise, diferansiyel ve
integral denklemlerin ¢6ziimleri igin yiiksek mertebeden Haar dalgacik yontemi gelistirmislerdir. Chen
ve Hsiao’dan farkli olarak, daha yiiksek dereceli fonksiyonlarin dalgacik agilimi konusunda ¢aligmalar
yapmiglardir. Bu yeni yontemde, integrasyon sabitlerinin sayisi; problemin mevcut sinir kosullari
sayisini agmaktadir. Bu integrasyon sabitlerini belirlemek igin bazi ek kosullar ve kavramlar
onermislerdir. Bu yonteme gore dalgacik genisletme suretiyle yakinsamanin artip, mutlak hatanin
azaldigin1 gostermislerdir. Maleknejad ve Mirzaee (2005), rasyonellestirilmis Haar dalgacigi ile
Fredholm integral denklemlerini ¢ézmiislerdir. Dalgacigin ¢oziiniirliigiiniin artmasi ile kesin sonuca
yakinsamanin arttigini belirtmislerdir. Lepik (2007), Haar dalgacigi yontemine uzaysal operatorler
uygulayarak bazi 6zel kismi diferansiyel denklemlerin ¢éziimiinde yeni bir yontem Onermistir. Lepik
(2011), diger bir ¢alismasinda Poisson denklemi ve Diflizyon denklemi 6rneklerini kismi diferansiyel
denklem ¢oziimiinde Haar dalgaciklari kullanarak hesaplamustir. Heydari ve ark. (2022), yiiksek
dereceden adi diferansiyel denklemleri ¢6zmek igin problemin baslangig¢ ve sinir kosullarindan
bazilarimin bilinmedigi durumlarda bir ¢oziim onermislerdir. Uniform kollokasyon degerleri ile
sisteme dahil olan denklemlerin kendi i¢inde ¢oziilmesini 6rneklendirmislerdir.

Haar dalgaciklar ile diferansiyel denklem ¢oziimiinde yaygin olarak kabul goren Lepik ve Hein’in
caligmalari, ¢6ziim araliginin tiniform ve tiniform olmamasi durumuna gore yapilandirilmistir (Lepik
ve Hein, 2014). Problemin ¢oziilemedigi veya grafigine ait pik noktalarindaki sapmalar i¢in tiniform
olmayan yapiya 6zel grid noktalar1 tamimlanmustir (Lepik, 2008). Ayriklastirma igslemi ile diferansiyel
denklem ¢oziimiini sayisallastirmigtir. Majak ve ark. (2015) yaptigi caligmada, Haar dalgaciklari,
parcali sabit fonksiyon ikililerinden meydana geldikleri i¢in ayriklastirmanin kolay oldugunu
belirtmistir.

Yukarida bahsedilen c¢alismalardan yola c¢ikilarak, diferansiyel denklemlerin sayisal ¢oziimiinde
ayriklastirmadan faydalanarak, bu ¢alismada esit alt aralikli ve esit olamayan alt aralikli ¢6ziimiin
kesin ¢Ozlime yakinsamaya etkisi incelenmistir. Bu ¢alisma i¢in Lepik ve Hein (2014) tarafindan
verilen Haar matrisi algoritmalar1 kullamilarak diferansiyel denklem ¢oziimleri igin bir bilgisayar
programi hazirlanmig ve se¢ilmis denklemler sayisal olarak ¢oziilmiistiir. Problemin sinir degerleri
veya bazi pik noktalarindaki sapmalar icin siklastirma algoritmalar1 kullanilarak hata oram
diisiiriilmiistiir. Lepik’in vermis oldugu siklastirma algoritmasina ek olarak bu ¢aligmada olusturulan
yeni bir siklastirma algoritmasinin da oldukea etkin oldugu &rneklerle gosterilmistir. Uniform Haar
matrislerinin ¢éziimde kullanilmasi durumunda, iist sinir alt sinir farki ile elde edilen saymin ve
kuvvetlerinin matrislerde ¢arpan olarak kullanildiginda, matrislerin ¢6ziim araligina genisletilebildigi

de goriilmistiir. Caligmada ilk kisimda Haar matrisleri tamitilacak, daha sonra diferansiyel
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denklemlerin Haar matrisleri ile ¢6ziimii agiklanacak ve sayisal uygulamalar ve dogrulamalar
yapilacaktir. Gelistirilen aralik genisletme ve siklagtirma algoritmalar literatiirdeki sonuglar ve

analitik ¢ozlimler ile karsilastirilarak etkinligi gosterilecektir.

2. Materyal ve Metot
2.1. Haar Dalgaciklari
Haar dalgacik ailesi, A ve B sabit degerler olmak {izere x € [A, B] araliginda asagidaki gibi tanimlanir
(Lepik ve Hein, 2014):
1 X € [51(1')» fz(i))»

() =3 -1 xe[&0 &O) (1)
0 diger yerlerde

Esitlik (1)’de yer alan doniisiim uzay1 degiskenleri agagidaki gibidir:

&) =A+ 2k uAx,
E)=A+ 2k + Du Ax, )

GO =A+2(+Dudx, p=_.
Esitlikte, J maksimum ¢oziiniirlik seviyesini belirtir, M dalgacik araliginin yar1 mesafesini gosterir ve

M = 2/ olarak kullanilir. [A, B] aralign 2M seklinde esit uzunluktaki alt araliklara boliindiigiinde her
bir alt araligin uzunlugu Ax = % ile ifade edilir. j 6l¢ek parametresi (j = 0,1, ...,]), k ise kaydirma

parametresidir. k dalgacigin x eksenindeki konumunu belirler ve k = 0,1, ...,m — 1 (m = 2/) olarak
tanimlanir. Dalgacik numarasini ifade eden i parametresi ise i = m + k + 1 esitliginden bulunur. Bu
esitlikler i > 2 kosulu igin gegerlidir. x € [A, B] araliginda, i = 1 olmasi1 durumunda dlgek fonksiyonu
hy(x) =1, diger yerlerde h,(x) = 0olacaktir. i =2 igin, &(2) =4, &,(2) =0.5(24+ B),
&3(2) = B olarak alinir. i.inci dalgacik genisligi asagidaki gibidir:

&) — &) =2ubx=(B-A)m™ = (B-4)27 3)
Haar fonksiyonunda j artirilirsa dalgaciklar arasi mesafe kisalmakta, ¢oziintirlik ve yakinsamalar daha

belirgin olmaktadir. k, 0’dan m — 1’e degisirse, i.dalgacik &;(i) baslangi¢ noktasi x = A’dan

x = Arm-DB] ’ye hareket eder. j ve k parametreleri adim sayisinin sikligini belirler.

Haar dalgacik ailesi, ortogonal fonksiyonlardan olusur yani asagidaki baginti gegerlidir:

(B—A)277, 1 =i

f} hiGOh(dx = { K

(4)

Haar dalgaciklarinin integralleri Lepik tarafindan analitik olarak asagidaki gibi verilir (Lepik, 2005):

X X X 1
Poi () ZL fA L hiB)dt” = (v — D! [} (x — )Y h(D)dt
v=12,..,n i=12,..,2M 5)

Burada A problem araliginin baslangi¢ degerini, t tiirev degiskenini, v ise Haar dalgacik ailesini ifade

eder. Esitlik (1) dikkate alinarak, yiiksek dereceden tiirevlerin integralinin alinmasi ile Esitlik (6)
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olusturulur. Esitliklerin smur kosullart ile integral sabitleri bulunur. Diferansiyel denklem

¢oziimlerinde ihtiya¢ duyulan Haar dalgaciklarinin integralleri asagidaki gibi belirlenebilir (Lepik ve

Hein, 2014):
(0, x < &)
PR AGI x€ [£00), &0
Pail® =14 Ly - g @01 - 2lx - 01, x € [£@D), &)
- GOF 2l HOF + - &O), x> &O)

(6)
Bu esitlikler i > 1 durumu i¢in gegerlidir. i = 1 durumunda, &, = A4, &, = & = B olur ve Esitlik (6)
kullanilarak { = 1 durumu yazilabilir:
Pa,1 () = — (x — A)° )
Haar dalgaciklarimin integralleri p, ;(x) vektérlerini, bu vektorler de 2M x 2M boyutlu P matrislerini
olusturur. Diferansiyel denklem ¢6ziimlerinde Haar matrisi ise H (2M x 2M) ile gosterilir (Lepik,
2005). x € [A, B] araliginda integrali almabilen f = f(x) fonksiyonunun Haar dalgaciklari ile ifadesi
f(x) = ¥2M a;h;(x) seklindedir. Burada a;, Haar dalgacik katsayilaridir. Bu esitlik matris formunda
asagidaki verilebilir:
f=aH @)
Burada, a = (a;) ve f = (f;) ise 2M boyutlu satir vektorleridir. Esitlik (8)’in matris formundaki
¢oziimii i¢in oncelikle, hesaplamalarla katsay1 vektorii a asagidaki gibi bulunur:
a=fH? ©)
Esitlikte H™', H Haar matrisinin tersidir. Hesaplanan a vektorii, Esitlik (8)’de yerine yazilarak
fonksiyonun ifadesi elde edilir.
Diferansiyel denklemlerin sayisal ¢oziimleri i¢in Haar dalgaciklart ayrik formda elde edilmelidir.
Ayriklagtirma i¢in, kollokasyon metodu yaygin olarak kullanilan yontemdir (Lepik ve Hein, 2014).

Deger hesaplanacak noktalar sabit araliklarla (uniform grid) kullanilacaksa araliklar asagidaki gibi

elde edilir:

X =A+I1Ax l=0,1,..,2M (10)
Kollokasyon noktalar1 ise, iki grid noktasinin Haar grafigindeki basamaklarin orta noktasi olarak
tanumlanir:

x =051+ %) l=1,..,2M (11)

hi(x) Haar dalgaci8, py;(x) integralleri ve p, 1(x) 6zel kosulu esitliklerinde (Esitlikler 1, 6, 7) x
yerine x; yazilmasi ile ilgili noktalarda tanimli Haar matrisleri elde edilir. Her biri 2M x 2M boyutlu
H,P;,P,, ..., P, matrisleri olusturulmus olur. Ayriklastirma ile matrisler H(i,l) = h;(x;), B,(i,]) =
pvilx), (v =1, 2,...) olarak yazilir (Lepik ve Hein, 2014).
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Diferansiyel denklemlerin Haar dalgacigi ile ayriklastirilmasi ile Esitlik (8)’in ayrik formu, x;
kollokasyon noktalar1 olmak iizere f(x;) = X.2M a;h;(x;) ile ifade edilir. Esitlik (8)’den bulunan a
vektori, yerine yazildiginda, J ¢6ziintirlik seviyesi i¢in f(x) fonksiyonunun dalgacik yaklagimi elde
edilmis olur. f(x;), f(x)’in yaklasik ifadesidir. Bu durumda hata fonksiyonu 4; ise asagidaki gibi

ifade edilebilir:

2M
4 =ax ) [fG) = Fe]” (12

Haar dalgaciklari, parcali sabit fonksiyonlar grubuna ait oldugu icin eger fonksiyon yeterince
diizgiinse, parcali sabit fonksiyon igin yakinsama hiz1 olan O(M~2) ifadesi Haar dalgaciklar1 icin de
gecerli kabul edilebilir. Dolayistyla, adim noktalarinin sayisinin iki katina ¢ikarilmasiyla hatanin

kabaca dort kat azalmasi beklenir (Lepik ve Hein, 2014).

2.1.1. Coziim Araliginin Diizenlenmesi

Dalgacik analizinde x € [A, B] araligi genellikle esit uzunlukta diizgiin alt araliklara ayrilir. Esit
uzunluktaki alt araliklar i¢in en temel kavram Haar dalgacik i¢in A = 0 ve B = 1 oldugu durumdur.
Coziim araligi siurlarimin farkli degerlerde olmasi durumunda problem formiilasyonu diizenlenerek
sinirlar [0, 1] araligina tagmir. Bu ¢alismada literatiirden farkli olarak, sinirlar formiilasyon esnasinda
diizenlenmek yerine asil aralikta problemin tanimlanmasi i¢in, P integral matrisleri Esitlik (13)’teki
gibi elde edilen bir katsayi ile carpilarak matrisler istenilen araliga tasinir. Bu islem sayisal oldugu igin
sinirlarin  ¢oziimden oOnce analitik islemlerle ¢6ziim araliginin taginmasina gore daha hizli ve
zahmetsizdir. Yapilan iglem basit bir skaler, matris ¢arpimi oldugu i¢in hassasiyet kaybi
olugsmamaktadir. Coziimde esit olmayan alt araliklar kullanilirsa Haar matrisleri otomatik olarak bu
araliklarda tiiretildiginden ayrica matrislerin bu ¢arpima ihtiyaci olmaz.

y =(B—-A)P (13)

Esitlik (13)’teki a parametresi, ilgili P integral matrisine ait integral derecesini ifade etmektedir.

2.1.2. Uniform Haar Dalgaciklari
x € [A, B] aralig1 esit uzunluklu alt araliklara ayrildiginda, bu tip seriye tiniform Haar dalgaciklari adi
verilir. Uniform Haar dalgaciklar ile ¢alismak islem ve hesap kolaylig1 saglar. Ancak ¢oziimiin

kararsiz, asimptotik vb. durumlarinda iyi hassasiyet vermez.

2.1.3. Uniform Olmayan Haar Dalgaciklar

Haar dalgacik serisine acilan fonksiyonlarda problem smir deger veya baslangic deger problemi
degilse, sinir sartlar tiirev ifadelerine bagh ise, tekillik (singularity) veya x € [4, B] araliginda sonsuz
durum s6z konusu ise iiniform yaklasimla hassas ¢oziime ulasmak miimkiin degildir. Ciinkii
fonksiyonlarin siireksiz oldugu noktalarda tiirevleri mevcut degildir. Bu tip problemlere; sinir deger

problemleri, zay1f tekil integral denklemler, siireksizlikler ve sistemin ani degistigi problemler 6rnek
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olarak verilebilir. Bu tiir durumlarda ani degisen bolgelerde veya belli bir aralikta daha hassas ¢oziim
istenen bolgelerde kollokasyon noktalarinin arttirilmas:t gerekir. Belirli aralikta siklastirma
yapilmasiyla kesin ¢éziime yakinsama elde edilir (Lepik ve Hein, 2014).
x € [A, B] araligi, her bir araligin esit olup olmadig: fark etmeksizin istenilen bigimde 2M alt araliga
ayrilir. 1 = 0,1, ...,2M — 1i¢in ¥(0) = A, ¥(2M) =B, x(Il+ 1) > (D).
i dalgacik sayis1 olmak tizere Haar dalgacik ailesi asagidaki gibi tanimlanir:

1 xe[a@,&0)

hi(x) =9 —¢ x € [§(D),8 D), (14)
0 diger yerlerde

Esitlik (14)’te yer alan degiskenler
1) = x(2kp)

&) = x[(2k + Du] -
M
G =x2(k+ Dl n=—

olmak iizere, c; katsayilar1 asagidaki kosuldan hesaplanir:

[ hi()dx =0 (16)
BEACERG
T L 0-50 (17)

Bu esitlikler i > 2 igin gegerlidir. i =1 ve i =2 durumunda & (1) =4, &) =4&(1) =B,
§(2)=A4A, &) =x(M), &5(2) = B gegerlidir. Alt araliklara bagl olarak degisen siklastirma ile
Esitlik (14)’iin « defa integralinin alinmas1 sonucu p, ;(x) vektorleri asagidaki gibi elde edilir (Lepik
ve Hein, 2014).

0 x < §(0)
-0 el (0, £2(0) (19)

1
=GO - A+ lx = LM xel$z(D,45(0]
1
—{lx =& = A+ c)lx = D] + ¢lx = & D17} x> &500)

\a!

pa,i(x) =1

Sayisal ¢oziimde kullanilmak tizere kollokasyon noktalari ile siklagtirma yapmak ¢oziime yakinsama

saglar. Lepik (2008)’in verdigi siklastirma algoritmalari s6yledir:

M
x(D) = lAx, =1
M
x(1+3) = x. + Iax, I=1,..,M (19)
3M M
X(l+7):X**+ZAX3 lzl,...,?

Lepik, ara bolgelerde calismasi icin Ax; ara mesafelerini 6nermistir. Burada Ax;,Ax, ve Ax;
arasindaki mesafeler ile 6zel olarak secgilen x, ve x,, degerleri problemin ¢oziim aralifinda esit

olmayan alt araliklar olusturup siklastirma yaparak {iniform olmayan durumun sebep oldugu
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¢Ozliimsiizliglin veya ¢oziimdeki ani sigramalara yakinsama saglar. Esitlik (19)’da x; kollokasyon
noktalar1 olmak iizere, Esitlik (8) yeniden diizenlenirse;

Y" =aH

Burada Y ¢oziimiin vektort, Y (1) = y[x.(1)]dir. Problemde yer alan en yiiksek tiirevli ifadenin Haar
fonksiyonu oldugu kabuliine gore, n.dereceden tiirev sonucu elde edilecek esitliklerde goriilen X,
vektorii x. (1) kollokasyon noktalarindan olusan bilesenlerdir.

Lepik (2005), iist sinir noktalarinda gegerli olmak iizere q ifadeleri ile gosterilen ikinci bir siklagtirma
algoritmasi 6nermistir. ¢ < 1 i¢in Ax; = qAx;_; alt aralik uzunluklar1 kosulu vardir (L = 1, ..., 2M).

Elde edilen alt araliklarin uzunluklar1 toplami agagida tanimlanmistir:

Ax(1+q+q?+-+qg*M =1 (20)
Esitlik (20)’deki geometrik seri toplamu ile siklastirma alt aralig1 asagidaki gibi gosterilir:

1-q
Axl = m (21)

Bu yonteme gore grid noktalar1 gdsterimi sdyledir:

l
~ _ 1-q
xl - l—qZM !

1=0,1,..,2M (22)
Lepik tarafinda verilen algoritmadan farkli olarak bu c¢alismada, kollokasyon noktalarini istenilen
aralikta yogunlastirmak icin bir algoritma gelistirilmistir. ilk énce siklastirmanin istendigi aralik ve

aralikta ka¢ kollokasyon noktasi kullanilacagi sorgulanir. Bu veriler sirasiyla; Xqrq—pas + Xara—bit »

M, okta, aralik baslangic noktasi, bitis noktasi ve araliktaki nokta sayisidir. Coziimlemelerde toplam
2M adet ¢Oziim noktalarindan M adedinin istenilen hassasiyet i¢in yeterli oldugu goriilmiistiir.
Siklagtirma araliginda en fazla 2M —2 adet nokta kullanilabilir. Kalan noktalar, problemin
siklagtirma aralig1 disinda kalan bolgeler icin ayrilmistir. Dogal olarak siklastirma bdlgesi disinda
kalan bolge icin daha fazla nokta kullanmak ¢oziim acisindan Onemlidir. ileride sayisal
uygulamalardan goriilecegi ilizere ¢6ziimde ani degisimlerin ve tutarsiz bolgelerin oldugu kisimlarda
siklagtirma yapmak gereklidir.

Coziim aralig1 [A, B] olan bir problemde, kollokasyon noktalari 2M adet olmak tiizere asagidaki gibi

¢Ozlim bolgesine dagitilabilir:

M
x, (D) = lAx, =1, g x (D) € [A, xam_bas]
M
X, (D) = x4 (;) + lAx, l=1,..,M, x,(l) € [xam_bas ,xam_bit] (23)
M
x3(1) = x,(M) + lAx =1, g x3(1) € [xgrq—pit » Bl
ESltllk (23)7te Ax1 — W , sz — xa‘ra—bitl\_/lxara—bas ’ AX3 — W Sekllndedlr
2 2

Geligtirilen algoritma ile bu siklastirma, Lepik siklastirmalarindan farkli olarak istenilen hassasiyete
daha fazla yaklastirilabilir.
Bu calismada onerilen siklagtirma algoritmasi Esitlik (19) ile verilen algoritmanin gelistirilmis halidir.

Bununla birlikte iki bolgede siklastirma algoritmasi da ayrica gelistirilmis ancak sonuglarda anlamli
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bir iyilesme saglamamistir. Bu iyilesmenin ¢oziniirligin ¢ok artirllmasi ile ortaya g¢ikacagi

ongoriilebilir.

2.2. Haar Dalgaciklari ile Diferansiyel Denklem Coztimii

Haar dalgaciklar cinsinden n. Derece bir diferansiyel denklem asagidaki gibidir:

D ayVw =@,  xelaf] (24

n. dereceden dogrusal adi diferansiyel denklem icin baslangic kosullar1 ise y ) (4) = yév)

(v=0,1,..,n— 1) olarak tanimlanmustir (Lepik, 2009a). Esitlik (24)’te A4, (x) ve f(x) probleme ait

bilinen fonksiyonlar, yév) ise baslangi¢ kosulunda verilen sabit degerdir. Haar dalgacig ¢6ziimii i¢in

en yiiksek dereceden tiirevli ifadenin (Esitlik 25), n — v defa integrali alinir.
2M

y™(x) = Z azh;(x;) (25)
i=1
2M n-v-1

Yy () = ;amn_v,i(x) Y2, gy Z N )
o=0

Burada a; dalgacik katsayilaridir. Kollokasyon noktalari igin x yerine x; kullanilir. Esitlik (8) ve
(9)’daki adimlar izlenerek a; katsayilar1 bulunur. v = 0 varsayilarak istenilen fonksiyon y = y(x)

elde edilir (Lepik, 2009a).

2.2.1. Haar Dalgaciklarinin Yakinsakligi
Haar dalgaciklan ile ¢oziilen denklemin, ger¢ek degerle ne kadar tutarli sonug¢ verdigini hata orani

belirler. y = y,, (x) kesin ¢dziim olmak tizere asagidaki gibi hesaplanir (Lepik, 2009a).

5 = max v(x;) 3 Yerel hata (27)
e ! yex(xl)
_ _ Yex Genel hata (28)

3. Bulgular ve Tartisma

Bu boéliimde kesin ¢6ziimii olan ve literatiirden secilen diferansiyel denklem ¢oziimleri Haar dalgacik
yontemi ile ¢oziilmiis ve elde edilen bulgular verilmistir. Hesaplamalar MATLAB (2020b)
kullanilarak yapilmistir. Analitik ve sembolik islemlerdeki tanimlamalar ve hesap kolaylig1 sebebiyle

MATLAB kullanimi 6ne ¢ikmaktadir.

Uygulama 1. y©(x) + y(x) = sin (%) x sin G) x, xe€[0,m] denklemi i¢in baglangic degerleri

nr

Yo=1, ¥o=-1,y =03, y§' =0, yl =0, y¥ =1 olarak verilen denklem Lepik’in (Lepik,
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2009a) calismasinda yer almaktadir. Bu ¢alismaya katki olarak sunulan Esitlik (13)’ten yararlanilarak,
Haar dalgaciklari ile ¢6zlim asamalar1 ve sonuclari agsagida yer almaktadir.
Problem araliklarina ait kollokasyon noktalar1 hesaplanir. Diferansiyel denklemi ifade eden Esitlik

(24y’e gore bu denklemin en yiksek dereceden Haar fonksiyonunun  gosterimi
2M

y©(x) = M a;h;(x;) Esitlik (24) ile belirlenir. Esitlik (25)°e gore y(x) = E a;ipei(x) +
i=1

6
Z %(x -0)°? yéa) islemleri yapilir. Esitlik (9)’daki gibi bilinmeyen a vektorlerini bulmak igin
o=0""

Esitlik (9)’un sag tarafinda yer alan Haar integral matrisleri araliginin diizenlenmesi gerekir. Sinirlarin
doniistiiriilmesi  yerine, problem formiilasyonunda yapilan bu degisiklik; integral matrislerini,
fonksiyonun yer aldigi derecenin katsayi ¢arpani olarak kullanilmasi ile islemleri genellestirmeyi
amagclar. Bu 6rnek i¢in problem ¢ozlimiinde yer alan 6.dereceden Haar integral matrisi i¢in diizenleme
(r — 0)6Pg olacaktir. Esitlik (9)’un sag tarafinin bu diizenleme ile ¢oziilmesi ile diferansiyel denkleme

ait sonug asagidaki gibidir. Bu 6rnek tiniform aralikli olarak ¢oziilmiistiir.

1,5

{x) kesin 1
¥ auniform, J=2
®  y*uniform, J=2
1 Ny 4 ¥* uniform, J=3 — — —auniform, J=3
\”\__._\ v* (Lepik, 2009) 5/ 0,5
" /
|4 o
0.5 \:\ .’f a
¥(x) \% V4
0 i ..'(;f 0
Sm, .
)‘i‘E-i & e
05 05
0 05 1 15 2 2,5 3
x X
€Y (b)

Sekil 1. (a) /] = 2 ve ] = 3 i¢in diferansiyel denklem ¢6ziimii, (b) ] = 2 ve | = 3 degerlerine karsilik a
katsayilarindaki degigim

Cozinurlik seviyesini ifade eden | parametresi arttikca denklem ¢oziimde kullanilan kollokasyon
nokta sayist da artar. Boylece sayisal sonuglar kesin ¢oziime daha fazla yakinsar. Esitlik (27) ve (28)

ile denklemin kesin ¢dziimiine ait hata oranlar1 hesaplanmistir.

Tablo 1. ] = 2 ve ] = 3 i¢in hata oranlar1

Yerel Hata Genel Hata
J=2 0,119644 0,004674
J=3 0,03489 0,00085

Sekil 1(b), a’daki degisim ile hata oranlari arasindaki iliskiyi gosterir. a’larin sifira yakinsamasi
hatanin azaldiginin gostergesidir. Sekil 1(b)’den goriildiigii gibi, / ¢oziiniirliikk degerlerinin artmasiyla

Haar fonksiyonundaki a katsay1 vektoriindeki degerler sifira yakinsamaktadir. Bu durumda Sekil
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1(a)’da goriilen karsilastirmali grafiklerinden goriildiigii gibi, Haar ¢oziimleri kesin ¢oziime daha fazla
yakinsar. Tablo 1°de verilen hata oranlar ¢oziiniirliikteki (/) artisin hata oraninda biiyiik oranda
azalmaya yol actigini sayisal olarak ortaya ¢ikartmaktadir.

Uygulama 2. y"(x) + y'(x) + y(x) = sinx igin [0, 1] ¢6ziim araliginda sinir degerler y'(0) =
0, y(0,2) =1 olarak verilen denklem Wannateeradet’in (2018) ¢aligmasindan almmustir. Uniform ve
tiniform olmayan araliklara | ¢oziniirlik degerleri 3, 5, 7 ve 9 alinarak hesaplamalar yapilmistir.

Uniform olmayan hesaplamada siklastirma noktalar1 problemde verilen sinir sartlar1 (0, 0,2) aralifinda
ve sayilar1 en fazla ZTm— 2 kadar1 bu aralikta kalacak sekilde coziilmiistiir. Tablo 2’de yer alan
sonuclara gore siklastirma yapilmasi durumunda hata oranlarinin azaldigi goriiliir. Haar ¢oziimiinde

uygulanan siklastirma ile kesin ¢6ziim sonuglarina, Wannateeradet tarafindan verilen sonuglardan daha

iyi bir yakinsanma elde edilmistir.

Tablo 2. J = 3,5,7 ve 9 i¢in siklastirma kullanilmadiginda ve siklastirma varken hata oranlar1

Yerel Hata Genel Hata
Siklagtirma olmadan Siklastirma varken Siklastirma olmadan  Siklagtirma varken
(x107) (x107) (x107) (x107)
J=3 6602,34 1308,55 144415 242,20
J=5 775,19 261,12 48,56 16,56
J=7 452,33 68,13 7,19 1,08
J=9 109,13 19,84 0,43 0,08

Uniform aralikli ¢oziim ydnteminde ] ¢oziiniirliiklerinin artmasi ile kesin ¢dziime yakinsama siirl
kalmakta iken, tniform olmayan aralikli ¢6ziimde araliklarin siklastirilmas: ile kesin ¢oziime
yakinsama artmaktadir. Bu sonuglar Sekil 2’de ve Tablo 2’de verilen hata degerlerinde acikga

gorlilmektedir.

——¥(x) kesin

- —a y* uniform, J=5
- e,
~
~
~
C ey
-
~ R
~ ‘1\11
-
D,
~ “Aﬂ;
Ny

o y* uniform olmayan, J=5
(Bu galisma)

=« =y* (Wannateeradet,

2018)

0,7

Sekil 2. Wannateeradet’in Haar ¢aligmasi (Wannateeradet, 2018), siklagtirma yokken ve varken gelistirilen

algoritmaya gore Haar ile ¢oziimdeki yakinsamalarin karsilagtiriimasi
Uygulama 3. x2y"" + 6xy" + 6y’ = 6 xe€[2,4] denklemi icin smir kosullar1 y(2) = y(4) = 0,
y¥'(3) = 0 olarak verilen denklem Lepik ve Hein (2014)’in ¢alismasinda yer almaktadir. Coziimde
smir sartlar1 kullanilirken, hesaplamalarda denklem sistemindeki katsayilarda esitlik durumu ortaya

¢iktigr i¢in denklemler sadelesmekte ve sistem ¢oziimsiizlesmektedir. Lepik, bu tip sistemleri ¢6zmek
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igin ¢oziimsiiz sistemi pu=0 olarak tanimlamis, ¢6ziim i¢in u=1 seklinde bagka bir tanim yapmistir. u=0
durumunda Haar serisine agilim y™ teriminden baslarken, x=1 durumu y™*V) teriminden baslar
(v=1, 2, ...) (Lepik, 2009b). =1 durumu ile genisletilmis Haar serisine agilimi kullanilarak denklem
coziilebilir.

Sinir deger problemi olarak verilen diferansiyel denklem {iniform olarak ele alindiginda, J degerinin
tiniform ¢oziimde artirilmasinin  problemde etkili bir yakinsama sunmadigi Sekil 3(a)’da

goriilmektedir. Sekil 3(b)’de Haar katsayilari, sinir sartlarinda hatayi artiran bir grafik ¢izmektedir.

2 2,5 3 3,5 1

% —¥(x) kesin

—0,05 AN y* uniform, J=9

« y*uniform, J=7
0,1 .0
+ y* uniform, J=5

Y il =3 N
i o y* uniform, J=3 a uniform, J=9

y(x)
auniform, J=7
—0,2

e, OCSUBED ’ P - - ~auniform, J=5
-0,25

fffff a uniform, J=3

-0,3 —
x 3 x

(@ (b)
Sekil 3. (a) /] = 3,5, 7 ve 9 i¢in diferansiyel denklemin {iniform aralikli olarak ¢dztimii, (b) / = 3,5,7 ve 9 igin

diferansiyel denklemin tiniform aralikli ¢6ztimii ile a katsayilarindaki degisim

Diferansiyel denklemin tniform aralikli ¢6ziimiiniin kesin sonuca iyi bir yakinsama saglamadigi
aciktir. a katsayilarindaki sapma miktar1 x = 3 degerlerinden sonra oldukga biiylik bir artig gosterdigi
icin 6zellikle bu bolgede tiniform olmayan ¢6ziimde siklastirma ile yakinsama elde edilmelidir. Sekil
4’te smur sartinin verildigi x = 4 noktasina, Haar kollokasyon noktasinin yakin olugmasi i¢in yapilan
¢cOziimii gostermektedir. Sekilden goriildiigli gibi kesin ¢oziime en iyi yaklagiklik yiiksek ¢oziiniirliik
ve smir sartinin bulundugu noktada siklastirmanin yapildigi oldugu J = 7 durumundadir. Haar

kollokasyon noktasinin x = 4’¢ en yakin olustugu durumda en iyi yaklasiklik elde edilmistir.

2 25 3 3,5 1
0,025 7000
—¥(x) kesin a uniform olmayan J=7, (3.9615—3.9999)
, 5000
—0,025 ——y* uniform olmayan, J=7, (3.9615—3.9999) '::’, 2000 | auniform olmayan, J=>5, (3.9615—3.9999)
N 7 ‘
N\ ——y* uniform olmayan, J=5, (3.0615-3.0000) &/ 100p | =-amiform olmayan, J=3, (3.5-3.9)
—0,075 \ \) / o [ -
N, - y* uniform olmayan, 1=3, (3.8-3.9) 7 e 2w . —
—0,125 \ \\ ,,:’}"/ i :
¥ \ N\ s s
N\ \\ p—— —5000 |
—0,175 o ~ >
~ —— e —— e me— —— |
\\\ 7 —7000 _12r 29 3 33 AT 3z Be | o4
- {
~ .
. -
—0,225 b - —5000 =
-5
~11000
—0,275 x
x
(@) (b)
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Sekil 4. (a) / = 3,5 ve 7 igin diferansiyel denklemin bu ¢alismadaki siklastirma kullanilarak tiniform aralikli
olmayan ¢6ziimii, (b) ] = 3,5 ve 7 i¢in diferansiyel denklemin bu ¢alismadaki siklagtirma kullanilarak tiniform

aralikli olmayan ¢6ziimii ile a katsayilarindaki degisim ( J ¢oziiniirliikleri hesabinda siklastirma uygulanan aralik

(3,9615-3,9999) ve (3,8-3,9) olarak ifade edilmistir.)

Tablo 3. J = 3,5 ve 7 i¢in siklagtirma kullanilmadiginda ve siklagtirma varken hata oranlari

Yerel Hata Genel Hata
Siklagtirma varken Sikdagtirma Siklastirma Sikdagtirma Siklastirma
araliklar ve kollokasyon olmidan varken p=1 olmfdan varken p=1
sayilar1 (K.S.) (:ll_014) (x107%) (:ll _014) (x1079
J=3 | (3839 ks.=4 27249,06 47306,70 209,94 81,94
(3,8-3,9) k.s.=4 8037,10 27,71
j=s | 0559 kemi2 9115,11 308,77 26,35 L%
(3,9615-3,9999) k.s.=4 ' 4073,23 ' 13,41
(3,92-3,9999) k.s.=20 392,29 1,21
=7 (3.8-3,9) k.s.=4 74616 5287,35 0.0 2,16
(3,9615-3,9999) k.s.=4 ' 34,32 ' 0,02

Sinir sartlarinin oldugu x = 4 noktasina yakin oldugu i¢in bu nokta civarinda kollokasyon noktalariin
siklagtirtlmasinin daha iyi sonug verdigi goriilmiistiir. Tablo 3’te goriildiigi gibi yerel ve genel hata
oranlari J degerlerinin artmasi ile azalma gostermektedir. Coziniirliigiin katkisinin yanisira siklagtirma
uygulanmasi ile kesin ¢oziime yakinsamanin daha iyi oldugu agikg¢a goriilmektedir. Siklagtirma
bolgesinde kollokasyon nokta sayilarinin etkisi, /] = 5 igin Tablo 3’te ayrintili olarak verilmistir.
Kollokasyon noktalarinin artirtlmasi ile yerel hata 0,036 degerine kadar diismektedir.

dsin(ax) x € [x., Xu]

0 diger yerlerde Ve simir

Uygulama 4. y” + k?y = f xe[2,4] denklemi igin f ={

kosullar1 y(2) = y(4) = 0, y'(3) = 0 olarak verilen denklem, Lepik ve Hein (2014)’in ¢alisgmasinda
yer almaktadir. k =, d = 400, a« = 407w, x, = 0,2, x,, = 0,25 secimi ile problem, ¢6ziim aralig
Ax; seklinde 3 alt araliga ayrilmis olup Esitlik (19) siklastirma algoritmasi ve Esitlik (23)’te verilen
denklemin grafiginde ani degisim gosteren bolgelerde alt araliklarda siklastirma yaparak {iniform

olmayan metot kullanilarak kesin ¢éziime daha iyi bir yakinsama saglanmaktadir.
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—¥(x) kesin

—+-y* uniform, J=3
-« -y* uniform, J=4
——y* uniform, J=5
v* uniform, J=6
0nE9 "
0,6 - ——y* uniform, J=7
? Y
i v*uniform, J=9
0,865 \
y(x) Y
0,4 ',
0,84 v
\l
- ‘\
3, |
0,2 0815 \\
\\
\
079 . Y
[] m1o 0215 0,24 '

0 005 01 015 02 025 03 035 04 045 05
Sekil 5. ] = 3,5, 7 ve 9 i¢in diferansiyel denklemin {iniform aralikli olarak ¢oziimii

—¥(x) kesin
—&-y* uniform, J=3

<« y¥ uniform olmayan, J=3, (s=4)(Lepik ve Hein, 2014)

087 | .se. ¥* uniform olmayan, J=3, (s=6)( Lepik ve Hein, 2014)
- = -¥* uniform, J=4
—=—y* uniform olmayan, J=4, (s=14)(Lepik ve Hein, 2014)
e y¥* uniform olmayan, J=4, (Bu ¢gal1sma)
0,845

¥* uniform, J=7

y(x)

0,82

0,199 0,209 0,219 x 0,229 0,239 0,249

Sekil 6. J = 3,4 ve 7 igin diferansiyel denklemin tiniform ve tiniform olmayan aralikli ¢6ziimii (s: Lepik ve

Hein’in yonteminde segilen bolgede kullanilan nokta sayisi)

Sekil 5°te liniform aralikli ¢6ziimde asimptotik davranigin bulundugu aralikta siklagtirma uygulanarak

Sekil 6°daki ¢oziime ulagilir. Lepik ve Hein’nin kullandigi siklastirma algoritmasina ilave olarak

gelistirilen bu calismadaki siklastirmanin en iyi sonug verdigi grafikten goriilmektedir. Coziiniirliigiin

artmasinin kesin ¢oziime yakinsamaya katkisi ve siklastirma algoritmasinin istenilen aralikta istenilen

sayida kollokasyon noktalarinin se¢imi ile en uygun ¢6ziim elde edilmektedir.

Sekil 7’de goriilen ve | = 7 i¢in verilen a katsayilar1 Sekil 5 ve 6 ile incelendiginde, yiiksek

¢oziiniirlik durumu i¢in sifira yakinsamanin arttig1 ve kesin ¢oziime yakinsakliginda paralel olarak

arttig1 goriilmektedir. Bu calismada gelistirilen siklastirma algoritmasinin Lepik tarafindan verilene

gore daha kiiglik a degerleri tiirettigi Sekil 7°den anlagilabilir.
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—a uniform olmayan J=7, (s=126)(Lepik ve Hein, 2014)

auniform olmayan J=7, (Bu ¢alisma)

X

Sekil 7. ] = 7 i¢in diferansiyel denklemin tiniform olmayan aralikli ¢6ziimii ile a katsayilarindaki degisim

Tablo4.] = 3,4,5,6,7 ve 9 igin siklagtirma kullanilmadiginda ve siklastirma varken hata oranlari

Yerel Hata Genel Hata
Siklagtirma varken kollokasyon Siklagtirma Siklagtirma Siklagtirma
Siklastirma varken
sayilari (k.s.) ve siklagtirma olmadan varken olmadan (x10°)
X
yontemi (x10°°) (x10°®) (x10°®)
/=3 k.s.=4  (Lepik ve Hein, 2014) 73148,999 2691,144
= - - 9671528,340 177451,183
k.s.=6  (Lepik ve Hein, 2014) 32429,223 1172,136
k.s.=14 (Lepik ve Hein, 2014) 7896,411 152,278
J=4 — 421434577 3915,388
k.s.=16 (Bu galigma) 6723,423 121,313
k.s.=30 (Lepik ve Hein, 2014) 2138,714 23,872
J=5 — 514453,713 3437,260
k.s.=30 (Bu galigma) 2014,612 21,477
6 k.s.=62 (Lepik ve Hein, 2014) 575.220 4126
] = 26210,634 , 97,317 l
k.s.=62 (Bu galigma) 561,696 3,934
k.s.=126 (Lepik ve Hein, 2014) 151.913 0.956
J=7 34505,264 ’ 103,910 ’
k.s.=126 (Bu ¢alisma) 150,383 0,946
9 k.s.=510 (Lepik ve Hein, 2014) 26.630 0.315
J= 2210,901 ’ 3,228 ’
k.s.=510 (Bu calisma) 26,621 0,316

Tablo 4’te goriuldigi gibi tniform grid araliklartyla, tiim durumlarda hata degerleri yiiksektir.

Siklagtirma i¢in Lepik ve Hein (2014)’in onerdigi algoritma kullanildiginda kesin degere

yakinsamanin arttigi goriilir. Bu g¢alismada sunulan siklastirma algoritmasi ile de sayisal ¢6ziim

sonuglari oldukga tutarli olarak kesin degerlere yaklasmustir. /] = 7 alinarak tiniform olmayan durumda

siklastirma degerleri hata miktarlar1 yerel noktalarda 150,383 x 107 ®’e, genel hata durumunda

0,946 x 107%e kadar kiigiilmiistiir.

Uygulama 5. —ey” +y' =1 x€[0,1] denklemi € > 0, y(0) = y(1) = 0 simr kosullar1 verilen bir

denklemdir (Lepik ve Hein, 2014). Denklemin ¢6ziimiinde &€ degeri 1’den oldukea kii¢iik bir deger
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1,5

¥(x)

0,5

secildiginde problemin kesin ¢oziimii i¢in ekstra noktalara ihtiya¢ duyulur. Simirlardaki belirsizligi
ortadan kaldirmak i¢in Lepik, Esitlik (22)’deki siklastirma algoritmasini 6nermistir, iiniform olmayan
alt araliklar ile kesin ¢oziime yakinsamanin arttigini belirtmistir (Lepik, 2005). Bu ¢aligmada, Lepik’in
algoritmasina ilave olarak ¢alismada 6nerilen siklastirma algoritmasi kullanilmustir. € degerinin 0,01
ve 0,001 oldugu durum igin Sekil 8’de diferansiyel denklemin kesin ¢ozimii kritik bolgede

goriilmektedir. Sekil 8’den goriildiigii gibi € degeri ¢oziimii biiyiik oranda degistirmektedir.

1,5

¥(x)
0,5

£l

——y(x) kesin, £=0,001

—y(x) kesin, £=0,01

0

0,98 0,985 0,99 0,995 1
x

Sekil 8. ¢ = 0,01 ve € = 0,001 igin diferansiyel denklemin ¢dziim grafigindeki degisim

45
—¥(x) kesin, £=0,01 —y(x) kesin, £=0,001
> * 3 - — |
y* uniform, J=2, £=0,01 a5 ¥* uniform, J=2, £=0,001 R
+ y*uniform, J=3, €=0,01 B K P
4 y* uniform, J=3, £=0,001
¢ y*uniform, J=5, £=0,01
¢ y* uniform, J=>5, £=0,001
2,5
A A
A ¥(x) *
A
1,5 ‘
A
- 0,5
0,2 0,4 0,6 0,8 1
0,2 0,4 0,6 0,8
05
X X
(@) (b)

Sekil 9. (a) ¢ = 0,01 igin /] = 2, 3 ve 5 igin diferansiyel denklemin tiniform aralikli ¢6ziimii, (b) € = 0,001 igin
J = 2,3 ve 5igin diferansiyel denklemin iiniform aralikli ¢6zimii
Uniform kollokasyon noktalari ile Haar dalgacik ¢dziimlerinin yiiksek ¢dziiniirliikte bile iyi sonug
vermeyecegi asikardir. Bu yiizden iiniform olmayan kollokasyon noktalari kullanan Haar dalgacik
coziimleri cesitli ¢oziiniirlik seviyeleri icin Lepik tarafindan Onerilen ve bu calismada Onerilen
siklastirmalar ile Sekil 10 (a) ve (b)’de ve Tablo 5 ve 6’da sunulmustur. Tablo 5’te niform aralikli
¢Oziimiin hata oranlar1 diigiik goriinse de ayni ¢oziimlere ait grafiklerden 6zellikle diisiik ¢oziiniirliik
seviyelerinde aslinda kesin ¢oziimii yakalamadig: anlasiimaktadir. Uniform aralikli ¢dziim sonuglari,
kesin ¢0ziim etrafinda salimim yaptigi icin sayisal olarak hata diisiik ancak grafik olarak kesin

¢cozlimden oldukga farklidir. Sekil 9°dan ve Tablo 5’ten goriildiigii gibi hata orani yiiksek ¢oziiniirliikte
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diisse de kritik bolge olan 0,9 — 1 araliginda nokta sayisinin az olmasi siklagtirmasiz analizdeki diisiik

yerel hata oranlarimi agiklamaktadir. Sekil 10 (a) ve (b) kisa ve 6z olmasi igin Karsilastirilan

siklastirma algoritmalarinin en basarili en diisiik ¢oziiniirligii icin sunulmustur.

—y(x) kesin, £=0,01
+ y* uniform olmayan, J=3, £=0,01, g=0,9 (Lepik ve Hein, 2014)
y* uniform olmayan, J=2, £=0,01 (Bu ¢ali1sma) (0,90—0,99)

o7 038 09 1

(@)

—10

—12

—¥(x) kesin, £€=0,001
4 y* uniform olmayan, J=3, £=0,001, q=0,8 (Lepik ve Hein, 2014)
y* uniform olmayan, J=2, £=0,001, (0,99—0,999) (Bu ¢alisma)
A

'

ry A A A A
————
R A - A
0,2 0,4 . 06 0
A 2
A 'y
A " s

(b)

Sekil 10. (&) e = 0,01 i¢in /] = 3 ve ] = 2 i¢in diferansiyel denklemin {iniform olmayan aralikli ¢6ziimii, (b)

e =0,001i¢in ] = 3 ve ] = 2 i¢in diferansiyel denklemin tiniform olmayan aralikli ¢6ziimii

Sekil 10 (a) ve (b)’den ve Tablo 5 ve 6’dan goriildiigii gibi Lepik tarafindan Onerilen siklastirma

algoritmasi diisiik ¢oziiniirliik seviyelerinde basarisiz olmaktadir. Bu ¢aligmada onerilen siklastirmanin

ise diisiik ¢oziiniirliikte bile iyi sonug verdigi ancak siklastirma araliginin se¢iminin énemi yine Sekil

10 (a) ve (b), Tablo 5 ve 6’dan takip edilebilir.

Tablo 5. £ = 0,01, ] = 2,3 ve 5 i¢in siklagtirma kullanilmadiginda ve siklagtirma varken hata oranlari

Yerel Hata Genel Hata
Siklagtirma varken Siklagtirma Siklagtirma Siklagtirma Siklagtirma
siklastirma yontemi olmadan varken olmadan varken
g=0,9 (Lepik ve Hein, 2014) 2,15950 0,21859
=2 q=0,8 (Lepik ve Hein, 2014) L4172 2,69233 021576 | 0,20448
q=0,7  (Lepik ve Hein, 2014) 3,20971 0,17201
(0,90-0,99) (Bu ¢alisma) 1,01148 003223
g=0,9 (Lepik ve Hein, 2014) 1,01792 0,04489
-3 q=0,8  (Lepik ve Hein, 2014) . 1,01206 I | 002034
q=0,7  (Lepik ve Hein, 2014) : 1,01047 : 0,00658
(0,99-0,999) (Bu ¢alisma) 1,01192 000278
g=0,9 (Lepik ve Hein, 2014) 1,01013 0,00037
s q=0,8  (Lepik ve Hein, 2014) . 1,01010  ooats | 0,00006
q=0,7  (Lepik ve Hein, 2014) : 1,01010 : 0,00013
(0,99-0,999) (Bu ¢alisma) 1,01012 | 0,00021
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Tablo 6. ¢ = 0,001, ] = 2,3,5, 6 ve 7 igin siklagtirma kullanilmadiginda ve siklastirma varken hata oranlart

Yerel Hata Genel Hata
Siklastirma varken Siklastirma Siklastirma Siklastirma Siklastirma
siklastirma yontemi olmadan varken olmadan varken
q=0,9  (Lepik ve Hein, 2014) 34,99602 0,87710
=2 q=0,8 (Lepik ve Hein, 2014) 2257536 67,09280 057971 | 1,75555
g=0,7 (Lepik ve Hein, 2014) 208,34699 5,99076
(0,99-0,999) (Bu ¢alisma) 1,00158 002263
q=0,9  (Lepik ve Hein, 2014) 52,41618 0,60881
q=0,8 (Lepik ve Hein, 2014) 31,89938 039123
/=3 q=0,7 (Lepik ve Hein, 2014) 4085360 1,00163 0,59939 | 0,02824
(0,99-0,999) (Bu ¢alisma) 1,00159 000474
q=0,9  (Lepik ve Hein, 2014) 1,00158 0,00110
q=0,8  (Lepik ve Hein, 2014) - | 0,00314
/= g=0,7  (Lepik ve Hein, 2014) 100158 - 0.07948 000249
(0,99-0,999) (Bu caligma) 1,00158 000272
J=6 q=0,9  (Lepik ve Hein, 2014) L 00401 1,01010 0.00955 0,02927
(0,95-0,999) (Bu galisma) ’ 1,01011 ’ 0,00007
I q=09  (Lepik ve Hein, 2014) L 00226 1,01009 0.00360 0,04605
(0,95-0,999) (Bu galima) ' 1,01010 ’ 0,00623

4. Sonu¢

Bu calismada Haar dalgacik yontemi ile kesin ¢oziimii bilinen diferansiyel denklemlerin sayisal
coziimleri yapilmistir. Sayisal sonuglarin kesin ¢oziime yaklasikligini etkileyen faktorlerin basari
oranlar1 tablo ve sekiller ile raporlanmistir.

Diferansiyel denklemlerin Haar dalgacigi ile ¢oziimiinde, iiniform ve tniform olmayan tirdeki
¢oziimlerde; araligin diizenlenmesi sonucu Uniform olmayan ¢6ziimiin kesin ¢6ziime daha iyi
yakinsama sagladigi goriilmektedir. Uniform olmayan ¢dziimde siklastirma algoritmalari kullanilmasi;
problemde Kkarsilagilan ani degisim ve ¢Oziimiin stabilitesinin kayboldugu noktalarda, sinir
noktalarinin sistemi ¢ézmede yetersiz kaldigr durumlarda ¢6ziimiin daha iyi olmasini saglamaktadir.
Lepik ve Hein (2014)’in 6nerdigi algoritma, problemin tiirine gore kollokasyon noktalarimin ara
bolgeler veya smirlarda artirilmasi seklinde iken, bu calismada literatiire katki olarak sunulan
siklastirma algoritmasi ise problem tiirii fark etmeksizin istenilen bdlgede istenilen siklikta yapilmasi
ile avantaj saglamaktadir. Bu ¢alismada Onerilen siklastirma algoritmasi, Lepik ve Hein’in siklagtirma
algoritmalarina gore kesin ¢dziime daha yakin sonuglar tiiretmistir. Ozellikle kiigiik katsayilardan
dolay1 stabil olmayan diferansiyel denklemin ¢oziimiinde diisiik ¢oziiniirliik seviyesinde dahi ¢6ziim
elde edilmesi bu ¢aligmada Onerilen algoritmanin kullanish oldugunu gostermistir.

Bir diferansiyel denklemin Haar matrisleri ile ¢oziimiinde eger iiniform aralik kullaniliyorsa
matrislerin ¢oziim araligina genisletilmesi i¢in bu ¢alismada kullanilan yontem, yazarlarin bildigine

gore, literatiirde daha once kullanilmamistir. Anilan matris genigletme ile aralik tagima yontemi
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analitik olarak problem simnirlarmi tekrar diizenleme ihtiyacimi ortadan kaldirip sayisal hesaplandigi

i¢in ¢0ziime hiz kazandirr.

Cikar Catismasi Beyani

Yazarlar herhangi bir ¢ikar ¢atigmasi olmadigini beyan eder.

Aragtirmacilarin Katki Oram Beyan Ozeti

Yazarlar makaleye esit oranda katki sagladiklarini beyan eder.
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