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Bazi sabit nokta yineleme yontemlerinin yakinsama davramslarinin
incelenmesi

Faik Giirsoy!"

(074
Bazi sabit nokta yineleme yontemlerinin, belirli bir biiziilme sartin1 saglayan operatorlerin sinifindan segilen
elemanlarin karakterlerine bagli olarak farkli yakinsama davraniglari sergiledikleri niimerik bir 6rnek verilerek

gosterilecektir.
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Investigation of convergency behaviors of some fixed point iteration methods

ABSTRACT

It will be shown by providing a numerical example that some fixed point iteration methods exhibit different
convergency behaviors depending on the characters of the members chosen from a class of operators satisfying a
certain contractive condition. *
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1. BAZI YINELEME YONTEMLERI VE
BUZULME-TiPLi DONUSUMLER SINIFI (SOME
ITERATION METHODS AND CLASS OF
CONTRACTIVE-LIKE OPERATORS)

1970 yilinda, Takahashi [1] bir (M, d) metrik uzayinda
konvekslik kavramimi asagidaki sekilde tanimladi:
Eger her u,u,,u, € C ve n € [0,1] igin

d(w, Wy, uz,m)) < nd(w,uy) + (1 —mdw,uy) (1)

sart1 saglaniyorsa W:M? X [0,1] » M déniisiimiine M’
de bir konvekslik yapist denir.

C, M konveks metrik uzayinin bir bos olmayan alt
kiimesi olsun. Eger her u;,u, € M ve n € [0,1] igin
W(uy,u,,m) € C ise bu durumda C’ ye konvekstir
denir.

M’ deki W konvekslik yapisi
U, Uy, U, € Mven €[0,1] igin

tanimindan, her

d(U, W (uy, uy, 77)) =1 -ndu,uy) —ndw,uy) (2)
oldugu aciktir [2].

Kohlenbach [3] konveks metrik uzay kavramina
asagidaki sartlart ekleyerek “hiperbolik metrik uzay”
kavramini tanitti: her uq, u,, us, uy € M Ve 1n,1m4,1, €

[0,1] i¢in

d(W(uLuz:Th)»W(u1:u2»772)) = In = n2nd(uy, uz),  (3)

W(ulﬁuZ' 7)) = W(uZ'ul' 1- 7)): (4)
d(W(ul' U3, TI), W(uZ' U4, 77)) S Ud(uu uZ) +
(1 —n)d(us, us). )

Normlu uzaylar ve alt uzaylar1 birer konveks metrik
uzay olmalarinin yani sira hiperbolik metrik uzaylara da
birer ornek teskil ederler. Hiperbolik metrik uzaylar
konveks metrik uzaylarin alt uzaylarnidirlar (bkz. [3],
[4]). CAT(0) uzayi konveks metrik uzaylara 6nemli ve
ilging bir 6rnek teskil eder [5].

Temel bilimlerin ve mithendisligin bir¢ok dalinda ortaya
cikan dogrusal ve dogrusal olmayan problemler
asagidaki gibi verilen bir sabit nokta denklemi ile
modellenebilirler:

Tx = x, (6)

burada X bos olmayan bir kiime ve T:X — X bir
operatordiir.

(6) ile verilen denklemlerin bazi durumlarda (bilhassa
dogrusal olmayan denklemler olmalar1 durumunda)
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analitik yontemlerle ¢ozlimlerinin bulunmasi ¢ok zor
olmakta hatta miimkiin olmamaktadir. Bu gibi
durumlarda, sabit nokta yineleme metotlar1 bu tiir
denklemlerin ¢oziimlerinin elde edilmesinde etkin bir
bicimde kullanilmaktadirlar. Bu baglamda,
arastirmacilar tarafindan ¢ok sayida sabit nokta
yineleme metotlar1 tanitilmig ve bu metotlar gesitli
matematiksel yapilar ¢ercevesinde yakinsakliklar,
yakinsakliklarinin ~ denklikleri, yakinsaklik hizlari,
kararliliklari, veri  baghliklari, v.b.  o6zellikleri
bakimindan detayli bir sekilde incelenmislerdir (bkz.

(61, [71, [8]. [9]. [10], [11]).

C, M konveks metrik uzayinin bir bog olmayan konveks
alt kiimesi, T: C — C bir operator ve {@,}r—o, {Bultrzo:
{¥n}roo © [0,1] belirli kontrol gartlarini saglayan diziler
olsunlar.

En meshur sabit nokta yineleme yontemi Picard veya
Richardson veya ardisik yaklasimlar metodu olarak
bilinir ve asagidaki formiilasyonla verilir: verilen bir
Xo € C igin

Xpy1 = Tx,, Vn € N. @)

(7) ile verilen yineleme metodu, her x,y € C i¢in

d(Tx,Ty) < éd(x,y),6 € [0,1], @)
sartint1 saglayan ve bilizilme donisiimleri olarak
adlandirilan doniigiimlerin sabit noktalarina

yakinsamada bagsarili bir sekilde kullanilmistir. Bununla
birlikte, (7) ile verilen yineleme metodu ayni basariyi,
her x,y € Cig¢in

d(Tx,Ty) < d(x,y), (8)

sartin1 saglayan ve genislemeyen doniisiimler olarak
adlandirilan doniistimlerin sabit noktalarina
yakinsamada gosterememektedir. Ornegin, T:[0,1] —
[0,1] doniisimi Tx =1—x olarak alimirsa, bu

durumda T donisimi sabit noktast x =§ olan bir

geniglemeyen doniisiimdiir. Bu durumda bir x, qt%

baslangic noktasi i¢in, (7) ile verilen yineleme metodu
{x0,1 —x9,%9,1 —xg,--} seklinde x, ve 1-—x,
noktalar1 arasinda salinim yapan bir dizi iretir. Boylece,
bir genislemeyen doniisiim bir sabit noktaya sahip
oldugunda, bu sabit noktaya yaklagmak i¢in kullanilmak
iizere baska yineleme metotlarina ihtiyag duyulmustur.
Bu problemi ¢ézmek i¢in, 1953 yilinda W. R. Mann
[12] agagidaki yineleme yontemini tanimladi: verilen bir
X, € C igin

Xni1 = ApXy + (1 — @)Txy,n €N. 9)
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1974 yilinda, Shiro Ishikawa [13] asagidaki formda
verilen yineleme yontemini tanimladi: verilen bir x, €
C igin

Xnp1 = Xy + (1 — ap) Ty, (10)

Yn = BnXn + (1 — B)Tx,,n € N.
2000 yilinda, M. A. Noor [14] genel varyasyonel
esitsizliklerin ¢ozlimlerine yakinsamada kullanmak
iizere asagidaki yineleme metodunu tanimladi: verilen
bir x, € C igin

Xn41 = Apxp + (1 — ap)Tyn,
yn = ann + (1 - Bn)TZnn (11)
Zp = VYnXn + (1 - Vn)TXn,Tl € N.

Son zamanlarda, Chugh ve dig. [7] konvekslik yapisini
kullanarak asagidaki formda verilen genel bir kapali
yineleme metodu tanimladilar: verilen bir x, € C i¢in

Xn = W1, Txn, @),

Yn-1 =W (Zpn_1, TYn-1, ), (12)
Zn-1 = W(xn—lﬂTZn—l' yn)'n e N.

(12) de her n € N i¢in y, = 8, = 1 olarak alinirsa, bu
durumda Ciri¢ ve dig. [15] tarafindan tanimlanan ve

Xp = W(p_1,Txp, ay),n EN (13)

ile verilen iyi bilinen kapali Mann yineleme metodu
elde edilir.

1.1. iki Yineleme Metodunun Yakinsaklik Hizlarin
Karsilagtirllmas1 (Comparing Rate of Convergence
Between Two Iteration Methods )

Chugh ve dig. [7], (12) ile verilen yineleme metodunu
kullanarak, Olatinwo [16] tarafindan tamimlanan ve
asagidaki sartt saglayan biiziilme-tipli doniisiimlerin
sabit noktalarina yakinsama sonucu insa ettiler:

d(Tx,Ty) < 8d(x,y) + (p(d(x, Tx)), (14)

olacak sekilde bir § € [0,1[ ve ¢@(0) =0 sartim
saglayan monoton artan bir ¢:R* - R* fonksiyonu
mevcuttur.

Sabit nokta yineleme metotlarinin c¢alisilmasinda
yakinsaklik hizlarinin karsilastirilmast hem teorik hem
de pratik agidan biiyiik 6nem arz etmektedir.

Asagidaki tanimlar sabit nokta yineleme metotlarinin
yakinsama hizlarinin  karsilagtirilmasinda  kullanilan
standart araglar haline gelmislerdir:
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Tamm 1. {u,};-, ve {v, )i, aym p limitine
yakinsayan iki dizi olsun. {a,}i=, ve {b,}mo pozitif
sayilarin (sifira yakinsayan) iki dizisi olmak fiizere,
asagidaki hata tahminlerinin mevcut oldugunu kabul
edelim:

“un - p” < an, ”Un - p” < bn: vn € N;
Bu durumda, eger {a,}n=o dizisi {b,}n=,” den daha
hizli yakinsak ise {u,}n-o dizisinin p* ye {v,}m=o’den

daha hizli yakinsadigi séylenir [17].

Tamm 2. {a,}7- Ve {b,}n-o aym p sabit noktasina
yakinsayan iki yineleme dizisi olsun. Eger

d(an,p) —
n-ooo d(bp,p)

ise  {a,}, dizisi p° ye {b,}r.o’den daha hizh
yakinsar denir [18], [19].

Literatiirde, yukarida verilen tanimlar kullanilarak
cesitli doniisiim smiflart i¢in ¢ok sayida yineleme
metotlarinin yakinsaklik hizlar1 arasinda karsilastirmalar
yapilmustir [7], [8], [9].

Chugh ve dig. [7] asagida verilen teoremde bazi
yineleme metotlarinin (14) sartin1 saglayan doniisiimler
smift i¢in yakinsaklik hizlarini karsilagtirdilar.

Teorem 1 C, M konveks metrik uzaymin bir bos
olmayan kapal1 ve konveks alt kiimesi ve T: C — C, (14)
sartin1 saglayan bir operator olsun. Fy = {x € C| Tx =
x} # @ oldugunu kabul edelim. Bu durumda {a,}5-, €
[01], XX pa, = ve her n€N i¢in a, <a<1
sartlarin1 saglayan bir dizi olmak iizere verilen bir x, €
C igin, (12) tarafindan iiretilen {x,}-, Yineleme dizisi
T’ nin sabit noktasina, (13) ile verilen kapali Mann ve
[71 de tamimlanan kapali Ishikawa yineleme
metotlarindan daha hizli yakinsar.  Ustelik, kapali
yinelemeler karsilik gelen klasik yinelemelerden daha
hizli yakinsarlar.

Chugh ve dig. [7], Teorem 1’i dogrulamak igin
asagidaki ornegi verdiler.

Ornek 1 € =[0,1], Tx = E, Xy # 0,n > 25icin a, =
,Bn:ynzl—j—zven=1,24 icin @y = fp =7y =0
olsun. Agik¢a, Tp = p = 0 dir. Bu durumda, Teorem
I’in hipotezleri saglanir ve (12) ile verilen yineleme
metodu p = 0 sabit noktasma, (13) ile verilen kapal
Mann ve [7] de tanimlanan kapali Ishikawa yineleme
metotlarindan daha hizli yakinsar. Ayrica, (13) ile
verilen kapali Mann yineleme metodu (9) ile verilen
klasik Mann yineleme metodundan ve [7] de tanimlanan

Sakarya Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii Dergisi, vol. 21, n0.3 : pp. 540-544, 2017 542



F. Giirsoy

kapal1 Ishikawa yineleme metodu (10) ile verilen klasik
Ishikawa yineleme metodundan daha hizli yakinsar.

Simdi, Teorem 1’de iddia edilenin aksine, (13) ile
verilen kapalt Mann yineleme metodunun (14) sartim
saglayan bir operatdriin sabit noktasina her zaman (9)
ile verilen klasik Mann yineleme metodundan daha hizli
yakinsayamayacagini gosterecegiz.

Ornek 2 € =[0,1], x, = 0.5, x_; = 0.5 ve her n € N
icin a, =0.5 olsun. T:C - C dondsimini Tx =
0.25¢%257% olarak tanimlayalm. Tp = p = 0.25 tir.
Yani p =0.25, T’ nin [0,1] iizerindeki tek sabit
noktasidir. Simdi, T doniisiimiiniin (14) ile verilen sart1
sagladiginm gosterelim.

Genelligi bozmaksizin, x < y oldugunu kabul edelim.
[x,y] € [0,1] iizerinde T’ye ortalama deger teoreminin
uygulanmastyla

|0.25¢%257% — 0.25¢%257Y| = 0.25e%%5¢|x — y|,c €
(x,y) € [0,1] (15)

oldugu elde edilir. Simdi, ¢:R* - R* fonksiyonunu
@(t) =t olarak tammlayalim. ¢, ¢@(0) =0 sartim
saglayan monoton artan bir fonksiyondur. Boylece (15)’
ten

[0.25e%257% — 0.25e%%57Y| < §|x — y| +
@(Jx — 0.25e%%57%)), (16)

burada her ¢ € (x,y) € [0,1] i¢in § = 0.25¢*%°™“ €
(0.118092,0.321006) < [0,1[ dir.

Dolayisiyla, x < y sartim saglayan her x,y € [0,1] i¢in
T doniisiimii (14) ile verilen sart1 saglar. Benzer sekilde
T doniisiimiinlin, x ve y’ nin rollerinin degistirilmesiyle
y < x sartim saglayan her x,y € [0,1] i¢inde (14) ile
verilen sart1 sagladigi gosterilebilir.

Tablo 1 ve Sekil 1’ de, Ornek 2’ de verilen sartlar
altinda (9) ile verilen klasik Mann yineleme metodunun
p = 0.25 sabit noktasina (13) ile verilen kapali Mann
yineleme metodundan daha hizli  yakinsadig
gosterilmistir.

Tablo 1. Kapali ve klasik Mann yineleme yontemlerinin yakinsaklik
davraniglar1 (Convergence behaviors of implicit and classical Mann
iteration methods )

Bazi sabit nokta yineleme yontemlerinin yakinsama davraniglarinin incelenmesi

X5 0.26399 0.25985
X, 0.25526 0.25438
Xs 0.25197 0.25194
X 0.25073 0.25086
X, 0.25027 0.25038
X 0.25011 0.25016
Xo 0.25005 0.25007
X1 0.25001 0.25003
X1 0.25000 0.25002
X1, s 0.25001
Xy 0.25000

Yineleme Klasik Mann Kapali Mann
Adimlari yineleme yontemi  yineleme yontemi
©) (13)
X_q --- 0.50000
X 0.50000 0.36178
X, 0.34735 0.29981
X, 0.28708 0.27216

0.50
\

\
0454 |

=)
S
=]
1

=

s

@
I

Yineleme Degerleri

—=— Klas. Mann yineleme metodu (9)
+— Kap. Mann yineleme metodu (13)

0.30 A

0.25 . _ - -

Yineleme Adimlari

Sekil 1. Kapali ve klasik Mann yineleme yontemlerinin yakinsaklik
davranislar1 (Convergence behaviors of implicit and classical Mann
iteration methods)
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