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Dinamik sistemlerin eslenmesi

Ogul Esen 1"

Oz

Karsilikli etki-tepki i¢indeki iki fiziksel sistemin ortak hareketlerini veren denklemler (eslenmis Lie-Poisson ve
eslenmis Euler-Poincaré) elde edilecektir. Eslenmis denklemlerin literatiirde ¢ok¢a g¢alisilmig yari-direkt ¢arpim
teorisinin genislemesi oldugu gosterilecektir. Iki drnek verilecektir. Ilki, kdsegen elemanlar1 1 olan alt ve iist
liggensel matris gruplarimin olusturdugu eslenmis Lie grubu iizerinde eslenmis Lie-Poisson denklemlerinin
yazilmasidir. Ikinci ornek ise ikinci simif nilpotent gruplarin kendiyle eslenmesi ile elde edilecek Lie gruplari
{izerinde eslenmis hareket denklemlerinin yazilmasidir. iki yeni agik problem sunulacaktir. Bunlardan ilki, plazma ve
akigkan arasinda piir geometrik yapinin eslenmis dinamik diizleminde ele alinmasi, digeri ise karsihikli etki-tepki
i¢indeki iki kesikli sistemin eslenmesidir.

Anahtar Kelimeler: Eslenmis ciftler, Lie-Poisson denklemleri, Euler-Poincaré denklemleri, ikinci sinif nilpotent
grup, kesikli sistemler.

Matching of dynamical systems

ABSTRACT

The equations (matched Lie-Poisson and matched Euler-Poincaré) are written for a couple of mutually interacting
physical systems. It is shown that the matched dynamics is a generalization of the well-developed semi-direct
product theory. Two examples are provided. The first one is to write the matched equations for the matched pair of
upper and lower triangular matrix groups whose diagonal entries are 1. The second example is to write the matched
equations for the Lie group obtained by matching a nilpotent group of class two by itself. Two new open problems
are presented. One of these is to write pure geometric relation between the plasma and fluid in the framework of the
matched dynamics. The other is to match two discrete systems under mutual interaction.

Keywords: Matched pairs, Lie-Poisson equations, Euler-Poincaré equations, nilpotent group of class two, discrete
systems.
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0. Esen

1. GIRIiS (INTRODUCTION)

iki (dinamik/mekanik) sistem ve bu sistemlerin hareket
denklemlerini g6z Oniine alalim. Eger bu iki sistem
karsilikli etki-tepki iliskisi icinde ise birbirlerinin
hareketlerine miidahale edeceklerdir. Bu nedenle,
ikilinin beraber (eslenmis) hareketi siiresince, sistemler
tek baglarina davrandiklari gibi davranamayacaklardir.
Diger bir ifade ile eslenmis sistemin hareket
denklemlerini yazmak, bireysel hareket denklemlerinin
yan yana getirilmesiyle basarilamaz. Eslenmis sistemin
hareket denklemleri, bireysel hareket denklemlerine bir
takim yeni terimler eklenerek elde edilmelidir. Bu ek
terimler, sistemlerin kendi geometrileri ve etkilesim tiirii
tarafindan belirlenecektir.

Eslenme icin zorunlu olarak iki ayri sistem gerekmez.
Tek bir fiziksel sistemin iki ayr1 6zelliginin eslenmesi
basarilip, sistemin bu iki 6zelligini beraber yoneten tek
bir hareket denklemi yazilabilir. Ornek olarak, yiiklii bir
akiskan1 Maxwellyen 6zellikleriyle beraber inceleyerek
magneto-hidrodinamik, elektro-hidrodinamik
denklemlerini veya yer ¢ekimi etkisi altintaki Euler
topacint rijid donme ve gravitasyonu beraber icerecek
sekilde modellemek verilebilir.

Literatiirdeki bu tip Orneklerin tiimiinde biitiinlesik
sistemin konfigiirasyon uzayinin iki alt sistemininn bir
yari-direkt c¢arpimi oldugu, yani iki alt sistemden
yalnizca birinin digeri iizerine etki ettigi, goriilmektedir.
Bu tip sistemlerin analizi 1980’lerle beraber 6zellikle
D.D. Holm, J.E. Marsden, P.J. Morrison, T. Ratiu ve A.
Weinstein tarafindan baslatilmigtir [20] [21] [41]. Yari-
direkt ¢arpim teorisi, kat1 cisim dinamigi [19], magneto-
hidrodinamik, elektro-hidrodinamik [17] [13] [18] [22]
gibi akigkanlar teorisi, Maxwell-Vlasov [54] [55] gibi
plazma theorisi ve elastisite teorisi [33] kaynakli birgok
sistemin analizinde uygulama alani bulmustur. Ayrica,
kontrol teorisi [8], DNA gibi yiiklii molekiil zincirleri
[11], goriintii temsilleri [7], sivt kristaller [9] gibi ¢ok
¢esitli alanlarda da ¢alismalar mevcuttur.

1.1. Makalenin Amaci (The purpose of the paper)

Yari-direkt ¢arpim teorisinde sistemlerden sadece biri
digerine etki etmektedir. Bu anlamda yari-direkt ¢arpim
teorisi makalede arayis i¢inde oldugumuz gift tarafli
etki-tepki iliskisini karsilamamaktadirlar. Karsilikli
etkilesim icerisindeki iki sistemin birbirini etkileyerek
olusturduklar1 eslenmis sistemler konusunda literatiirde
bosluk bulunmaktadir. Tek tarafli etki, cift tarafli
iligkinin 6zel bir durumu olacagindan motivasyonel
olarak ve yol gosterme anlaminda yari-direkt ¢arpim
teorisi degerlidir.
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Makalenin {izerinde yogunlagsacagi ana problem,
karsilikli etki-tepki icindeki (konfigiirasyon uzayi Lie
grubu olan) iki sistemin (Hamilton ve/veya Lagrange
formundaki) bireysel hareket denklemleri ile baglayarak,
eslenmis sistemin hareketini yonetecek denklem
takimin1  plir geometrik ve analitik bir acidan
belirlemektir. Konfigiirasyon uzaylarinin Lie grubu
secilmesi etki-tepkinin tanimlanabilmesi i¢in gereklidir.

Kac¢inilmaz olarak, birlestirmeyi (eslenmeyi) bilmek
parcalamayi da bilmeyi saglayacaktir. Iki sistemin nasil
eslenecegi belirlendiginde, verilen bir sistemi birbiri ile
etkilesen gorece daha basit yapili iki alt sisteme
parcalayip, verilen sistemin dinamigini bu alt
sistemlerin dinamiginden insa etmek de miimkiin
olacaktur.

Bu makaleye onciil olarak karsilikli  etki-tepKi
igerisindeki sistemlerin Hamilton dinamiginin ¢alisildigi
[13] [14] ile Lagrange dinamiginin g¢alisildigi [15]
verilebilir. Makale, onciil c¢aligmalarda yapilan
tartismalar1  teknik detaylarindan arindirarak, bu
caligmalardaki  sonug¢lar1  karsilastirmakta,  Onciil
makalelerde ayr1 ayr1 kurulan motivasyon ve hesaplari
tek bir biitiin iginde sunmaktadir. Eslenmis Lie-Poisson
ve eslenmis Euler-Poincaré denklemlerinin yeni, daha
kisa ve geometrik ispatlarin1 icermektedir. Lie-Poisson
ve Euler-Poincaré denklemlerinin iizerinde
durulmasinin sebebi, makale i¢inde kaynaklar iizerinde
de tartisilacagi lizere, kati cisimden akigkana,
plazmadan kontrol teorisine kadar birgok sistemin bu
formlarda yazilabilmesidir.

Makalede, eslenmis sistemlerin hareket denklemleri ve
yari-direkt sistemlerin dinamik denklemleri arasindaki
iligki genis bir literatiir taramasi esliginde agikca ortaya
konmaktadir. Elde edilen teorik sonuglar 6zel bir drnek
olarak kosegen elemanlart 1 olan alt ve iist iiggensel
matris gruplarinin olusturdugu eslenmis Lie grubu
yapist  iizerinde  detayli  olarak  calisilacaktir.
Konfigiirasyon uzaylart ayni olan iki fiziksel sistemin
eslenmesi ilk defa bu makalede verilecektir. Bu amag
dogrultusunda konfigiirasyon uzay1 ikinci sinif nilpotent
grup secilecektir [12]. Ikinci simif nilpotent gruplar,
aralarmda (3 boyutlu uzayda donme hareketini
incelenmesine de imkan veren) kuaterniyonlar grubu,
dihedreal grup gibi gruplari igeren, ¢ok genis bir aile
olusturmaktadir ve bu anlamda yapilan ¢aligma birgok
6zel durumu igermektedir.

Makalede, iki yeni agik problem de sunulacaktir. flk
acik problem, plazma yogunluk fonksiyonunun
hareketini yonlendiren Vlasov denklemleri ile ideal
izotropik akiskani modelleyen Euler denklemleri
arasindaki iligkinin eslenmis hareket denklemleri
cinsinden nasil anlagilabilecegidir. ikinci acik problem,
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karsilikli etki-tepki icerisindeki kesikli sistemler igin
eslenmenin nasil basarilacagidir. Kesikli sistemler
ozellikle sayisal ¢aligmalar icin 6nem arz etmektedir.

1.2. Yontem (The Method)

Literatiirde geometrik mekanik adiyla anilan bir
disiplinlerarasi1 ¢aligma alanina bagvurulacaktir [1] [4]
[26] [28] [35] [45]. Geometrik mekanik, diferansiyel ve
cebirsel geometri, simplektik ve Poisson geometrileri,
katmanlar ve demetler teorisi, Lie grubu wve Lie
cebirleri, fonksiyonel analiz gibi pir matematik
teorilerinin arakesitinde olan, ¢ikist ve ilk motivasyonu
itibariyle analitik mekanikle olsa da, glinimiizde fizik,
kimya, biyoloji, finans gibi bilim dallar1 ile etkilesim
icindeki bir aradisiplindir. Geometrik mekanik tizerinde
calistigi sistemin geometrizasyonunu elde etmeye
galisir.  Geometrizasyon  sistemin  konfigiirasyon
uzaymin tam olarak belirlenmesi, tanjant ve kotanjant
demetlerinin tanimlanmasi, Lagrange ve Hamilton
denklemlerinin yazilmasi, sistem {izerindeki kisitlarin
geometrik  tanimlarinin  yapilabilmesi, Legendre
transformasyonlarinin insasi, simetrilerinin
belirlenmesi, hareket denklemlerinin indirgemesi gibi
islemlerin biitiiniidiir. Bu islemler sonucu sistemin
davranisi icin kalitatif analiz daha derinlemesine yapilir;
kontrol, stabilite, asimtotik davramig gibi caligmalar
analitik bir diizlemde basarilir. Geometrik mekanigin en
zengin yani, tim bu geometrizasyon siireglerinin yeni
matematiksel sorular ve sonuglar da iiretmesidir. Bu
anlamda teori tek tarafli bir uygulama(-kullanma)
iligkisi  degil, iki tarafli kazanim, etkilesim ve
motivasyon iligkisi iiretir.

1.3. lcerik (The Contents)

Makale dort ana boliimden olugmaktadir. Bolim 2°de
temel tamimlar ve konular verilecektir. Ik alt boliimde,
bir fiziksel sistemin hareketini yonlendiren Euler-
Lagrange ve Hamilton denklemleri sunulacaktir. Bu
denklemlerin geometrisinden s6z etmemize yardimci
olacak katman ve demetler iizerine tartigma yapilacaktir.
Ikinci altbéliim simetri ve indirgeme kavramlarini
tanitmaktadir.  Lie gruplart  ve Lie cebirleri
tanimlanacak, konfigiirasyon uzayr Lie grubu olan
fiziksel sistemlerin simetrilerden arindirilmis Euler-
Poincaré ve Lie-Poisson denklemleri verilecektir.
Boliim 3’de iki teorem sunulacak ve bu teoremlerde
eslenmis Euler-Poincaré ve eslenmis Lie-Poisson
denklemleri yazilacaktir. Bunun i¢in, eslenmis Lie
gruplari, eslenmis Lie cebiri ve olasi dual iligkiler
verilecektir. 4. Boliimde ise bir onceki boliimde elde
edilen eslenmis dinamik denklemleri 6rnekler iizerinde
tartistlacaktir. {1k 6rnek matris gruplari igin, ikinci 6rnek
ise konfiglirasyon uzay: ikinci sinif nilpotent gruplar
icin verilecektir. 5. Bolimde ise olas1 bir takim agik
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problemler ve bu problemler i¢in ¢dziim Onerileri
sunulacaktir. Bunlardan ilki, Vlasov ve Euler
denklemleri arasindaki iliskinin eslenmis dinamik
anlaminda tartisilmasi, ikinci ise kesikli sistemler igin
eslenme problemidir.

2. BAZI TEMEL KONULAR (SOME BASIC
CONCEPTS)

2.1. Lagrange ve Hamilton dinamigi (Lagrangian and
Hamiltonian dynamics)

Bir sistemde pargaciklarin ve/veya siirekli ortamin tiim
olas1 pozisyonlar1 konfigiirasyon uzaymi: olusturur.
Konfigiirasyon uzaylar1 ¢ogu durumda Oklid uzay:
olmayip, katman (manifold) adi verilen geometrik
yapilardir [2]. Ornegin kati cisim igin konfigiirasyon
uzayi cismin tiim dénme hareketlerini tanimlamaya izin
veren ti¢ boyutlu 6zel dik grup SO(3)’tiir [45]. Baska bir
ornek olarak, ii¢ boyutlu uzayda yer tutan sikismaz bir
akigkan icin konfigiirasyon uzay1r hacim koruyan
donitigiimler grubu Diffye ‘diir [22] [28]. Katmanlar
sadece yerel olarak Oklid uzayr ozelliklerini
saglayabilirler.

Verilen bir n-boyutlu Q katmanina teget tiim uzaylar,
kendisi de bir katman olan 2n boyutlu tanjant demeti
TQ’yu olusturur. Eger bir Oklidyen alt uzay U, Q
katmani icin yerel bir ortii (koordinat takimi) olarak
segilirse, TQ yerel olarak U xR" ile verilir. Q eger dzel
olarak bir vektér uzayr W ise TQ=W xW Kartezyen

carpimi ile global olarak berlirlenir. Tanjant demeti,
calisilan fiziksel sistemin hiz faz uzayidir. Tanjant
demeti tizerinde tanimli bir Lagrange fonksiyonu L,
Euler-Lagrange denklem takimini

L L
dfob)ad_g (1)
dt\oq ) oq

tretir [1] [4]. Burada (g,4)eUx®R" ikilisi tanjant
demeti TQ i¢in secilmis bir yerel koordinat sistemidir.
Lagrange fonksiyonu L Kkinetik enerji ile potansiyel
enerjinin farki K-V olarak alinirsa Euler-Lagrange
denklemleri (1) Newton’mn ikinci yasasina mg=-VV

’ye indirgenir.

Tanjant uzaylarinin lineer cebirsel dualleri kotanjant
uzayl olarak adlandirilir ve kendisi de katman olan
kotanjant demeti T*Q’yu meydana getirirler. Kontanjant
demeti sistemin momentum faz uzayidir. Kotanjant
demeti kanonik bir simplektik yap1t o (yozlasmamis
kapali bir 2-form) barindirir [26] [45] [65]. Simplektik
yap1 sayesinde katman iizerindeki vektdr alanlart ve
fonksiyonlarin gradyenleri arasinda bire-bir bir iliski
elde edilir. Segilen bir Hamilton fonksiyonu H i¢in
gradyeni dH ile ilintili Hamilton vektor alan1 Xy
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iy, @=—dH (2)
denklemleri araciligiyla tanimlanir [4] [28] [35] [45].
Burada, i operatorii tensor alanlari {izerindeki biiziilme
operatoriidiir. Hamilton vektor alan1 Xn ‘nin iirettigi akis
dinamik sistemin hareketini belirler. Yerel olarak
secilen Darboux koordinatlar1 (g,p) i¢in denklem (2)’de
kapali olarak verilen Hamilton denklemleri

q= ﬁ’ p= _oH 3)

op aq

seklinde elde edilir. Eger Hamilton fonksiyonu H
momentum degiskeninde toplam enerji fonksiyonu K+V
olarak segcilirse Hamilton denklemleri (3), Newton’in

ikinci yasasina indirgenir.

Hamilton dinamigi c¢alismak igin simplektik yapiya
sahip olmak gerek sart degildir. Simplektik yapinin
yozlagsmama sartin1 hafifleterek Poisson ¢erceveleri elde
edilir. Poisson c¢er¢evesi ile donatilmig bir katman
Poisson katmani adimi alir [34], [62], [66]. Poisson
gercevesi {.,.} katman flizerindeki tiim tiirevlenebilir
fonksiyonlarin olusturdugu uzay iizerinde Leibnitz
esitligini

{FK,H}=F{K,H}+{F, H}K 4)
ve Jacobi esitligini
{FAK HP}+{KA{H, F}}+{H {F. K}}=0 ()

saglayan antisimetrik iki-lineer bir operatordiir. Burada,
F, K ve H katman iizerinde reel degerli tiirevlenebilir
fonksiyonlardir. Poisson katmani iizerinde segilen bir
Hamilton fonksiyonu H igin de Hamilton denklemleri, z
katman tizerinde olmak tizere,

2={z,H} (6)
ile verilir. Her simplektik katman Poisson’dur fakat tersi
dogru degildir [66]. Eger katman @ simplektik yapisina
sahipse,

{F,H}=a(X, X,)) (7)
esitligi katman iizerinde bir Poisson c¢ergevesi tanimlar.
Burada Xr ve Xy , F ve H fonksiyonlarma kargt gelen
Hamilton vektor alanlaridir. Beklendigi {izere, denklem
(7) 151831nda, Hamilton denklemleri (3) ve (6) kesisir.

Pratikte ¢ok ciddi problemlerle karsilasilsa da en
azindan teorik olarak bir sistemin Lagrange ve Hamilton
formiilasyonunun esdeger olmast beklenir [61]. Bu
esdegerlik Legendre doniisiimleri ile saglanir.

2.2. Simetri ve indirgeme (Symmetry and reduction)

Eger bir kiime iizerinde, birim elemana sahip, her
elemanin tersinin oldugu, birlesme 6zelligini saglayan
bir (g,h)— gh (¢arpim) ikili islem varsa kiime Gzel
olarak grup adim alir. Katman {iizerinde tiirevlenebilir
bir grup carpimmui tanimlanabilirse katman, Lie grubu
olarak adlandirilir [27] [58]. Bir Lie grubu G’nin birim
elemanmma teget uzayr V, G’nin Lie cebiri olarak
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adlandirilir. Lie cebiri tiizerinde, grup c¢arpiminin
tirevlenmesi ile elde edilen, Jacobi esitligini saglayan
antisimetrik iki-lineer bir operator [.,.] tasir. Bu operator
Lie gercevesi adini alir. Bu gerceve sayesinde, Lie cebiri
V, kendisi iizerine etkir. Daha agik bir ifade ile her
secilen £€V igin

ad.:V —V:in—[&n] (8)
lineer doniisimleri tanimlanabilir. Bu doniisiimler
adjoint temsil adint alir. Bu déniigiimlerin lineer cebirsel
dualleri alinarak Lie cebiri V’nin dual uzayr V* iizerine
etkisi, diger bir ifade ile koadjoint temsili
ad,*:V* >V * elde edilir. Adjoint temsil, Lie

gergevesi ve koadjoint temsil arasindaki iligki, eslemeler
V ve duali V* arasindaki dogal eslemeyi gostermek
iizere, &€V ve u€V* igin

(i.]&,n]) = (mad.n) =—(ad. * p,1) ©)

sekilde verilir.

Lie grubun tanjant demeti TG igin diger katmanlarda
genel olarak bulunmayan global trivializasyon
(koordinatlama) GxV miimkiindiir. Benzer olarak,
kotanjant demeti T*G de grup ¢arp1 Lie cebirinin duali
GxV* seklinde bir global ifadeye sahiptir. Bu ifadeler
grubun kendi tanjant temeti TG ve Kotanjant demeti
T*G’ye adjoint ve koadjoint temsiller ile etki etmesini
saglar.

Matematikte simetri grup etkisi ile belirlenir. Ozel
olarak bir dinamik/mekanik sistem i¢in ise simetri bir
Lie grubu ya da Lie cebiri etkisi ile kodlanir [45] [58].
Simetrinin oldugu durumlarda yukarida bahsedilen
Euler-Lagrange  denklemleri (1) ve Hamilton
denklemleri (3 ve/veya 6) sadelestirilebilir. Bu
literatlirde indirgenme adiyla anilir. 1970’lerin ortasinda
simplektik yapilarin simetriler araciligiyla indirgenmesi,
simplektik indirgenme, basarilmistir [48] [52]. Bu
calismalarin  Onciiliigiinde olusan literatiir oldukga
zengindir. Poisson katmanlar1 iizerindeki Hamilton
dinamigi/mekanigi de indirgenebilir [44]. Lagrange
denklemlerinin  simetriler ~ altinda  indirgenmesi,
Lagrange indirgenmesi, ise ilk olarak 1990’larin baginda
gerceklestirilebilmistir [46] [47].

Kat1 cisimler dinamigi, akiskanlar mekanigi, plazma
teorileri gibi bir c¢ok sistemin konfigiirasyon uzayi
bizatihi Lie grubudur. Bir Lie grubu G, kendi tanjant
demeti TG=GxV’ye etki eder. Eger Euler-Lagrange
denklemlerini (1) lireten demet iizerindeki bir Lagrange
fonksiyonu bu etki altinda degismeden kaliyor ise,
Lagrange fonksiyonu Lie cebiri V lizerine tek gekilde

indirgenir  ve  cebir  lizerinde  Euler-Poincaré
denklemlerini

A o+ 9o (10)
dt\ o& o0&
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verir [10] [47]. Burada ¢ Lie cebirinin bir elemani, ad*
ise denklem (9)’da verilen koadjoint temsil, |:V — R
ise Lie cebiri iizerine indirgenmis Lagrange
fonksiyonudur. Euler-Poincaré denklemleri (10) tiim
hareketi simetrilerden arinmig bir sekilde belirler.

Lie cebri V’nin lineer cebirsel duali V* kanonik olarak,
Lie-Poisson ¢ercevesi adiyla amlan, bir Poisson
gergevesi tasimaktadir [12]. Lie-Poisson gergevesi, V*
tizerinde tanimli iki fonksiyon h ve f i¢in

3= ([ 87,77 an

ile verilir [28] [45] [50]. Burada, x4 dual uzaymn bir
elemani, esleme igindeki c¢ergeve ise Lie cebiri V
iizerindeki Lie ¢ercevesidir. Poisson denklemleri (6), V*
iizerinde secilecek bir Hamilton fonksiyonu h ve
denklem (11)’de verilen Lie-Poisson gergevesi ile

d  _ag+ 12
dt u=ad a%” (/U) (12)
seklinde yazilir. Denklem (12) 6zel olarak Lie-Poisson
denklemleri adimi alir. Lie-Poisson denklemleri (12),
kotanjant  demeti T*G  tlizerindeki = Hamilton
denklemlerinin  Lie grubun etkisi ile Poisson

indirgenmesi sonucunda da elde edilebilir.

3. DINAMIK SISTEMLERIN ESLENMESI
(MATCHING OF TWO DYNAMICAL SYSTEMS)

3.1. Yari-direkt Carpim Teorisi (Semidirect Product
Theory)

Bir Lie grubu G, bir vektor uzayr U tizerine lineer
sekilde etki etsin. Bu ikilinin Kartezyen ¢arpimlart GXU
bir Lie grubudur ve yari-direkt ¢arpim grubu olarak
adlandirilir. Yari-direkt carpim uzaylari ic¢in Euler-
Poincaré denklemleri literatiirde mevcuttur [9] [10]
[22], ayrica Lie-Poisson denklemleri igin de [19] [20]
[21] [33] kaynaklar1 &nerilebilir.

Yari-direkt ¢carpim teorisinde sistemlerden yalnizca biri
digerine etki etmektedir. Bu anlamda yari-direkt carpim
teorisi makalede arayis i¢inde oldugumuz cift tarafl
etki-tepki iliskisinin ancak bir 6zel hali olabilir.
Motivasyonel olarak ve yol gosterme anlaminda
degerlidir.

3.2. Eslenmis Lie Grubu Ciftleri (Matched Pairs of Lie
groups)

Karsilikli etki ve tepkinin tanimlanabilmesi icin
eslenmesini  istedigimiz  iki  dinamik sistemin
konfigiirasyon uzaylar1 G ve K ile gosterecegimiz iki
Lie grubu olsun. Toplam sistemin konfigiirasyon uzay1
topolojik olarak Kartezyen g¢arpim GxK’dir. Fakat
Kartezyen c¢arpim {izerinde farkli grup yapilar
tammlamak miimkiindiir. Ornegin, G xK {izerinde direkt

Dinamik sistemlerin eslenmesi

garpm (g, k X9,.k,)=(0,9,,kk,) olarak verilir.
Burada (g,,k,)(g,,k,) elemanlart GxK’dan almmus
rasgele elemanlardir.

Eslenmis sistemlerin konfigiirasyon uzayi olarak, etki-
tepki igindeki iki Lie grubu tek bir Lie grubu olarak
yazmaya miisaade eden eslenmis Lie grubu
kullanilacaktir [37] [38] [39] [60]. Eslenmis Lie gruplari
farkli adlar altinda farkli arastirmacilar tarafindan
tanimlanmigtir [32] [36]. Birbirlerine etki eden iki Lie
grubu G ve K goz oniine alindiginda, eslenmis Lie
grubu GwK ile gosterilecektir. Burada G grubunun
K’ya sagdan etkisi <« ile gosterilir, K grubunun G’ye
soldan etkisi > ile belirtilir ve eslenmis Lie grubu G sK
tizerindeki grup ¢arpimi

(gl’ kl)(g2’ kz): (9:(k; > 9,), (k; < gy)k,) (13)
olarak verilir. Birbirine etki eden iki Lie grubu denklem
(13)’te verilen grup carpimu ile eslemek igin gruplarin
kargilikli etkilerinin bazi uygunluk sartlarini saglamasi
gerekir [37] [38] [39] [60]. Direk carpim ve burada
yazdigimiz eslenmis ¢arpim (13) arasindaki fark
rahatlikla goriilebilir.

Denklem (13)’deki etkilerden sadece biri (« veya )
g6z alindiginda, yari-direkt ¢arpima ulasiriz. Her iki etki
de ihmal edildiginde denklem (13)’deki ¢arpim direkt
carpima diiser. Denklem (13)’de goziiken c¢ift tarafli
etki-tepki iligkisi bizim aradigimiz konfigiirasyon uzay1
tanimi i¢in hayatidir.

Verilen iki Lie grubu G ve K’nin Lie cebirleri sirasiyla
V ve W olsun. Eslenmis Lie grubu GsK’nin Lie cebiri
VoW, vektor uzayi olarak V ve W’nun direkt toplami,
cebirsel olarak ise, herhangi iki eleman (£,7,),(&,.7,)
igin

(G )& =&l +m> & -1 > 1y

(712,00 10 <&, =17, <)

seklinde verilen Lie g¢ercevesi ile donatilmis
durumdadir. Burada [£,&,], Lie cergevesi V iizerinde,

AR Denklem
(14)’deki « ve > ile gosterilen etkiler, denklem (13)’de
gozlenen grup diizeyindeki etkilerin tiirevlenmesiyle
elde edilir. Etki-tepki iliskisi igindeki bu yap1 eslenmis
Lie cebiri adin1 alir.

Lie c¢ercevesi W {izerindedir.

Eger iki sistem birlestirilirken konfigiirasyon uzayimdaki
grup yapist direkt carpim olarak alinirsa, Lie cebiri
diizeyinde denklem (15)’deki etki-tepki terimlerinin
hicbiri goziikkmeyecektir. Eger biitiinlesik sistem igin
konfigilirasyon uzayi yari-direkt ¢arpim ile donatilirsa,
denklem  (14)’deki  terimlerin  yalmz  yarist
gozlemlenebilir. Konfigiirasyon uzaylarinin her ikisinin
de birbiri lizerine etki ettigi sistem ciftlerine eslenmis
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sistem ¢ifti, bunlarin olusturdugu biitlinlesik sisteme de
eslenmis sistem diyecegiz.

3.3. Eslenmis Ciftler Uzerinde Hamilton Dinamigi
(Hamiltonian Dynamics on Matched Pairs)

Siradaki teorem, beraber hareket i¢in eslenmis Lie-
Poisson denklemlerini belirlemektedir [13] [14].

Teorem 1 GwK bir eslenmis Lie grubu, VsdaW bu
grubun eslenmis Lie cebiri olsun. Lie cebirinin dual
uzayr V*xW* iizerindeki bir Hamilton fonksiyonu
h=h(u,v) i¢in, denklem (12)’de genel yapisi1 verilen Lie-
Poisson denklemleri su sekildedir: x,ve V*xW* olmak
lzere,

d

ad* 0 a* ;
dtﬂ Uy +,U<1(/ )+ aty, V (15)
%v ad*,, +(6/ )ov +b* M

ispat 1 Burada, oncelikle denklem (14) ile verilen Lie
cebiri V’nin W uzerine etkisi «, ve Lie cebiri Wnun V
iizerine etkisi > ’nin duallerinin alinmas1 gerekmektedir.
V’nin W ftizerine etkisi « iki farkli sekilde dual iiretir.
SlraSIyla n€W ve £€V sabit kabul edilerek,

BV XWH > W*: (£,1) —> Ebv

a*:W xW*—>V*:(n,v) >a,*v (16)
doniigiimleri  asagidaki  denklemler  araciligiyla
tanimlanir:

<§[>v,;7> =(v,in<g)
<a,7*v,§>=<v,a,7§>=<v,77<1§>- a7)

Benzer olarak, Lie cebiri W’nun V {izerine etkisi > igin
de iki ayr1 dual tanimlanabilir. Dual doniigiimler

VW V> (w,n) > u<n
b*:V xV* > W>: (&, 1) > b, * u (18)

asagidaki sekilde tanimlanir:
<ﬂ<”7: §> =(un>&)

<b§*y,77>=<,u, b§77>=<v,77>§>. (19)
Adjoint temsilin dualizasyonu denklem (9)’da tarif
edildigi sekilde yapilirsa eslenmis Lie cebiri Vs nin
duali V*xW* iizerine koadjoint temsili, denklemler (17)
ve (19)’da elde edilen dual etkiler tiiriinden,

ad*,) (uv)=(@d™*; p+pu<n+a,*v, (20)

ad*, v+&pv+b, * u)

olarak elde edilir. Ispatin  kalam, Hamilton
fonksiyonunun kismi tiirevlerinin (::5%#

Dinamik sistemlerin eslenmesi

n= a%v alinmasi ve de Lie-Poisson denklemi (12)’ye

yerlestirilmesi ile basarilir.m

Teorem 1°deki Lie-Poisson denklemlerine eslenmis Lie-
Poisson denklemleri diyecegiz. Konfigiirasyon grubu
icindeki etki-tepki iliskisi ((13)’deki eslenmis grup
yapisi), infinitesimal diizeyde Lie g¢ergevesinde
((14)°’deki  eslenmis Lie cebiri yapisi)) kendini
gostermekte, dualizasyon ile de bu hareket denklemleri
(15)’daki ek terimleri belirlemektedir. Burada elde
ettigimiz eslenmis Lie-Poisson denklemleri yari-direkt
carpim teorisini de icermektedir. Etkileri belirleyen <
ve > operatdrlerinden biri sifir operatdrii secildiginde,
ek terimlerin yaris1 kaybedilecek ve yari-direkt Lie-
Poisson denklem takimina ([20] [21] [33]) ulasilacaktir.

Durumu daha agik olarak gormek igin V* ve W* icin
yazilmis bireysel Lie Poisson denklemleri

d
—u=ad* )
gt =2 %, (W) 1)
d
av:ad *a%v (v)
ile eslenmis Lie Poisson denklemleri (15)’i

karsilastirmak miimkiindiir. (15)’de verilen denklem
takimmin sag taraftaki ilk terimleri V* ve W*
tizerindeki bireysel Lie-Poisson denklemlerinden gelen
terimlerdir. Sag taraftaki ikinci ve ti¢lincii terimler ise
Lie cebirleri V ve W’nun birbirine etki etmesi
sonucudur.

3.4. Eslenmis Ciftler Uzerinde Lagrange Dinamigi
(Lagrangian Dynamics on Matched Pairs)

Siradaki teorem, beraber hareket igin eslenmis Euler-
Poincaré denklemlerinin yazimini verir [15].

Teorem 2 VadW eslenmis Lie cebiri ve /=I(& ) bu cebir
iizerindeki bir Lagrange fonksiyonu olmak {izere, Euler-
Poincaré denklemleri su sekildedir: (&En)eVeaW igin,

d a 5 j ol
P a —_—,

dtoz (/5 ToE T 22)
d al a ) B
* _ 7_b* —.
dton ’7(477 gban Py

ispat 2 Oncelikle tek bir degisken icin tanimlanan
denklem (10)’da verilen Euler-Poincaré denklemlerini
hatirlayalim. Euler-Poincaré denklemlerini eslenmis Lie
cebiri VooW iizerinde yazmak igin denklem (20)’de
verilen VeseW’nun duali V*xW* fizerine koadjoint
temsilini  hatirlayalm.  Ispat, koadjoint temsilde

U= % £ Ve y = % . alinarak kolayca tamamlanir. m

Hamilton formiilasyonunda oldugu gibi eslenmis Euler-
Poincaré denklemleri (22), yari-direkt carpim teorisini
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de icermektedir. Etkileri belirleyen <« ve
operatorlerinden biri sifir operator secildiginde, ek
terimlerin yaris1 kaybedilecek ve yari-direkt Euler-
Poincaré denklem takimina ulasilacaktir.

4. ORNEKLER (EXAMPLES)

4.1. Matris Gruplan i¢in Bir Ornek (An Example for
Matrix Groups)

Bir 6nceki boliimde elde ettigimiz teorik sonuglart bir
ornek {izerinde tartisalim. Bunun i¢in 6ncelikle eslenmis
bir Lie grubu ¢ifti tanimlamamiz gerekecek. Lie grubu
G’yi kosegen elemanlari 1 olan iist {iggensel matris
grubu, Lie grubu H’y1 ise kdsegen elemanlar1 1 olan alt
iicgensel matris grubu olarak secelim ve gruplarin
karsilikli etkilerini Ae G ve BeH igin

B>A=1+(BH (A-1),

B<aA=1+(B-1)(A™M)' (23)
olarak tanimlayalim [39]. Bu tanimda, | birim matris,
(B™)" ise B matrisinin tersinin transpozesidir.

Lie grubu G’nin Lie cebiri V kosegen elemanlar1 sifir
olan {ist iiggensel matrisler, Lie grubu H’nin Lie cebiri
W ise kosegen elemanlart sifir olan alt ticgensel
matrislerden olusmaktadir. Her iki Lie cebiri i¢in Lie
gercevesi  matris  komiitatoriidiir. ~ Tanimlarindan
rahatlikla goriilebilecegi gibi G, H, V ve W g
boyutludur. Denklem (23)’ten tiirev alarak Lie
cebirlerinin  karsilikli etkisi XeV ye YeW gimak
uzere

YaX=-YXTveY>X=-Y"X (24)
seklinde elde edilir.

Matrisler iizerinde iz operatorii araciligiyla tanimlanan
bir i¢ ¢arpim <X1,X2>:tr(X1TX2) mevcuttur. I¢
garpimin varligi, Lie cebirleri ile dual uzaylarmin es

yapili oldugunu gosterir. Diger bir ifade ile V*=V ve
W* =W’dur. Bu i¢ carpim ile donatilmis matris uzaylari

: 3
ve nokta carpimi ile donatilmig R arasinda taniml

0 ab
RV =V*:(abc)<|0 0 c|
000
0 00
R W =W*:(d,e,f)<>|d 0 0} (25)
e f O

doniistimleri i¢ ¢arpim koruyan doniisiimlerdir. Hesaplar
sirasinda bir karigiklia sebep olmamak i¢in dual
elemanlart yeV* ve veW?™ olarak gostermeye

devam edelim.

Dinamik sistemlerin eslenmesi

Uzerinde calisacagimiz matrix elemanlar1 su sekilde
belirleyelim:

0 ab 0r s
X=/0 0 cleV, =0 0 pleV*
000 000 (26)
0 0O 0 00
Y=|d 0 0|eW, v=lu 0 0|eW™,
e f O v w 0
Lie cebirleri tizerindeki adjoint operatér matris

komiitatoriidiir. Lie cebirlerinin kendi dual uzaylar
iizerine koadjoint temsilleri, elemanlar denklem (26)’da
belirtildigi gibi olmak {izere, denklem (9)’da verilen
tanimla hesap edilir:

0 cs O
ad*:VxV*>V*: (X,u)>ad, *u=|0 0 -as|
0 0 O
0 0 O
ad*:W xW*—->W*:(Y,v) >ad, *v=|-fv 0 0]
0 dv O

(27)
Diger yandan, denklem (16) ile tanimlanan karsilikli
dual etkiler

0 0 0

bV XW* W (X 1) = Xov=|0 0 o (@8
0 —-av O
0 -fv O

& W xW*>V* (Y1) >a *v=0 0 0] (9
0 0 0

olarak elde edilir. Denklem (18) ile tanimlanan dual
etkiler ise su sekildedir:

00 0
VW SV (1Y) > uaY =|0 0 —ds|  (30)
00 0
0 00
b*:V xV* >W*: (X, 1) > b, *u=-cs 0 0] G
0 00

Simdi, V *xW * {izerinde taniml1 herhangi bir Hamilton
fonksiyonu A=h(u,v) tarafindan belirlenen eslenmis Lie-
Poisson denklemleri (15)’i ¢alistigimiz 6zel 6rnek igin
yazmaya calisalim. Denklem (25)’te verilen doniisiimler
geregince kismi tiirevler
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H A 0 oh/or ohlos
2:[‘2,2,2j<_> 0 0 ah/ap
r os
# P/ o 32)
(@22 e o o
v ohiov ohiow 0
seklinde secilebilir. Denklem (27)-(30)’da verilen
terimlerin denklem (15)’e yerlestirilmesi ile, sectigimiz
matris gruplar1 tizerindeki eslenmis Lie-Poisson
denklemlerini su sekilde yazariz:
och oh . oh  oh
=—s——1V, p=——s5——5,
op ow o au (33)
. oh  oh ~oh  ¢oh
U=——V——5, W=—V——7-V.
ow  op ou or

Burada, s ve v tiirevleri sifir olmasi nedeniyle keyfi
sabitlerdir.

Eger, G ve H birbirlerine karsilikli olarak etki etmeseydi
yani konfigiirasyon uzayi iizerinde direkt grup ¢arpim
tanimlansaydi, eslenmis Lie-Poisson denklemleri (33)’te
elde edilen g¢apraz terimler (esitliklerin  sag
taraflarindaki  ikinci  terimler) gdzlenemeyecekti.
Denklem (33)’deki karsilikli etkilesimi yok ederek,
diger bir ifade ile ikinci terimleri gdz ardi ederek
kanonik Hamilton denklemi (3) ¢iftine ulasilir.
Gergekten de, bu durumda, denklem (33)’deki ilk satir
ve ikinci satir iki ayr1 kanonik Hamilton denklemine

_ ok(r, p) oK(r, p)

op or ' (34)
_ of (w,u) of (w,u)
a0 e

indigenir. Burada, daha net bir yazim i¢in Hamilton
fonksiyonu k=k(r,p)’i s sabit olmak iizere sh(r,p),
Hamilton fonksiyonu f=f(w,u) ise v sabit olmak f{izere
vh(w,u) olarak segilmistir.

Tersten bir okuma yapalim ve denklem (34)’de verilen
iki kanonik Hamilton sistemi ile ise baslayalim. Bu iki
sistem beraber hareketleri siiresince denklem (23)’de
verilen karsilikli etki tepki iligskisine girdiklerinde,
eslenmis sistem i¢in hareket denklemleri eslenmis Lie-
Poisson denklemleri (33)’tiir. Eslenmis Lie-Poisson
denklemleri (33)’in sagdaki ilk terimleri denklem
(34)’deki bireysel hareketlerden gelir. Tkinci terimler ise
(23)’te belirlenen karsilikli etki tepkinin sonucudur.

4.2 ikinci Smmf Nilpotent Gruplarin Eslenmesi
(Matching of Nilpotent Groups of Class Two)

Diger bir uygulama olarak, G yi ikinci sinif bir nilpotent
Lie grubu olarak secelim [12]. Boyle bir grup kendi ile
eslenerek GG denklem (13)’de verilen grup yapist

Dinamik sistemlerin eslenmesi

inga edilebilir [39]. Burada, grubun kendi iizerine sol
etkisi i¢ otomorfizma k> g=kgk™ ile sag etkisi ise
k<g=g7'kg ile verilecekti. Bu durumda, Lie
cebirlerinin birbirleri iizerine etkileri Lie ¢ercevesi

ne&=n<g=[n.] (35)
olarak hesap edilir. Bu 6zel se¢im i¢in, eslenmis Lie
cebiri VoaV lizerindeki Lie gergevesi

(G N&em 1= (6 &1+ I &) =T 6] (36
1[771’ 772] +[771’ 52] _[772151])

seklinde hesaplanir.

Lie cebiri etkilerinin dualizasyonu,
denklemleri 15181nda

17) ve (19)

Eev=ad, *v, a* v=-ad, *v, (37)

p<n=-ad, *u,  p<p=-ad, *u
bulunur. Eslenmis Lie cebir V&dV’nin duali V*xJ*
tizerinde koadjoint temsili

ad* ., (u,v)=(@d*, u—ad*, (,u+v),

(38)
ad*, v+ad™, (+v))
olup V*xV* dizerinde segilecek bir Hamilton
fonksiyonu  h=h(u,v) icin eslenmis Lie-Poisson
denklemleri (15) su sekildedir:
d
—pu=ad* —ad* +v),
g =%, (u)-ad*y, (u+v) (30)

d
av =ad *5%V (v)-ad *a%ﬂ (u+v)

VoV iizerinde secilecek bir Lagrange fonksiyonu
I=I(&n) ig¢in ise eslenmis Euler-Poincaré denklemleri
(22) su sekilde verilir:

d al N L o al
T VR ~‘%+a" o)
d al . . ol
E%z_ad "(% ) ad f(ag on o

Tiim degismeli gruplar ikinci smif nilpotent gruptur. Ote
yandan degismeli olmayan nilpotent grup ailesi de
genistir, 6rnegin (3 boyutta donme hareketine karsilik
gelen) kuaterniyonlar grubu, dihedral grup gibi. Burada
dikkat c¢ekilmesi gereken nokta, genel olarak, bir Lie
grubu G’nin kendi ile eslenmesinin, uygunluk sartlart
geregi miimkiin olmamasidir.

5. BAZI iILERI GOZLEMLER (SOME FURTHER
OBSERVATIONS)

5.1. Plazma Ve Akiskan (Plasma and Fluid)
[lk olast ileri ¢aligma, plazma hareketini ydneten Vlasov

denklemleri ile akigkan hareketini yoneten Euler
denklemleri arasindaki iligkinin elde edilmesidir.
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Plazmanin geometrisi kabaca su sekildedir [49]. Yiikli
bir pargacik {i¢ boyutlu bir Q katmaninda bulunsun. Bu
katmanin kotanjant demeti T*Q bir simplektik
katmandir. Vlasov denklemleri, momentum faz uzayi
T*Q {izerinde tanimli plazma yogunluk fonksiyonu
f=f(g,p)’nin degisimini belirler:
ﬂ+£.ﬂ_ev¢.@=0. (41)
dt m oq op

Burada, m tek bir yiiklii pargacigin kiitlesini, € ise
elektrik  yikiini  vermektedir. @  potansiyel
fonksiyonudur ve relativistik olmayan durumlarda
Poisson denklemi ile kontrol edilir.

Plazmanin konfigiirasyon uzayr kotanjant demeti
iizerindeki  simplektik yapiyr koruyan kanonik
difeomorfizmalar grubu Diffean(T*Q)’tur. Diffean(T*Q)
sonsuz boyutlu bir Lie grubudur. Bu grubun Lie cebiri
ise T*Q izerindeki Hamilton vektor alanlari uzayi
Xham(T*Q)’dur.  Bu vektdr uzaymin duali tizerinde
Vlasov denklemleri (41)’in Lie-Poisson formiilasyonu
elde edilir [49] [54]. Vlasov denklemlerinin jeodezik

formdaki Euler-Poincaré formiilasyonu igin ise

literatiirde ¢aligmalar mevcuttur [28].

Akiskan i¢in Euler denklem ¢ifti

%Hx-wlevp, p+V-(pX)=0 (42)
P

olarak wverilir [28]. Burada X pargaciklarin hizim
belirleyen bir vektdr alani, P basing ve p ise Ozkiitle
fonksiyonudur. Degisik akiskan teorileri igin degisik
konfiglirasyon uzaylari tanimlanabilse de Euler
denklemleri (42) i¢in konfigiirasyon uzay1 Q tizerindeki
difeomorfizmalar grubu ve tiirevlenebilir fonksiyonlar
uzaymnin c¢arpimdir. Bu grup kisaca Diff(Q)xF(Q) ile
gosterilir. Bu grup sonsuz boyutludur.
Diff{Q) xF(Q)’nun Lie cebiri ise Q katmani tizerindeki
tiim vektdr alanlari uzay: ve fonksiyon uzayimin ¢arpimi
X(Q)xF(Q)’dur. Euler denklemleri (42)’in Hamilton ve
Lagrange formiilasyonlari literatiirde derinlemesine
calistlmistir [10] [17] [33] [55].

Burada dikkat gekici nokta, akigkanin konfigiirasyon
uzay1 olan Diff{Q)*F(Q) nun plazmanin konfigiirasyon
uzay1 olan Diffcan(T*Q) ’nun altgrubu olmasidir. Fiziksel
olarak bu, plazmay1 elektriksel yiikten arindirilarak bir
akigkan gibi diislinmenin miimkiin olmas1 ile
baglantilidir. Plazma ve akiskanin konfigiirasyon
uzaylari arasindaki yakin bag, Hamilton formiilasyonlar
arasindaki iliski ve de plazma yogunluk fonksiyonun
momentleri son zamanlarda arastirmacilarin dikkatini
tekrar bu konulara ¢ekmistir [23] [24] [29].

Vlasov ve Euler denklemlerinin eslenmis dinamik
sistemler ile iliskisi su sekilde beklenmektedir.

Dinamik sistemlerin eslenmesi

Plazmanin konfigiirasyon uzay: kanonik doniistimler
grubu Diffean(T*Q) nun eslenmis bir Lie grubu olarak
ifadesi miimkiindiir [56]. Bu ayrismada parcalardan bir
tanesi akigkanin konfigiirasyon uzay1 Diff(Q)xF(Q)
olarak secilebilir. Infinitesimal diizeyde ise, [23]’de
verilen  Schouten  cebiri  yapist  kullanilarak,
Diffean(T*Q)’nun Lie cebiri Xnam(T*Q) eslenmis bir Lie
cebiri yapisina kavusabilir. Eslenmis pargalardan bir
tanesi Euler denklemleri i¢in hiz faz uzayr olan
X(Q)XF(Q) olacaktir. Bu tip bir ifade elde edildiginde,
Vlasov deklemleri eslenmis bir denklem takimi heline
gelir ve bir parcasin1 Euler denklemleri olusturur. Bu
basarilinca, plazma ve akiskan arasindaki fiziksel iliski
tam bir geometrik altyapiya kavusacaktir. Tim bu
strecte  difeomorfizma gruplar1  hakkindaki piir
geometrik caligmalara da ihtiya¢ duyulacaktir [3] [5]
[59]. Difeomorfizma gruplart sonsuz boyutludur. Sonlu
boyutlu uzaylarda kullanageldigimiz tiirev ve integral
gibi en temel kavramlari tanimlamak bile zorluklar
igerebilir [31].

5.2. Kesikli Sistemlerin Eslenmesi
Discrete Systems)

(Matching of

Su ana kadar 6nerdigimiz modellerde eslenmis sistemler
icin hareket denklemleri yazilirken sadece siirekli
sistemler géz Online alinmistir. Oysa ki, pargaciklarin
kesikli hareket ettigi sistemler i¢in de ayni tartigma
mimkiindiir [57] [63] [64]. Kesikli sistemlerde bu
tartigmay1 siirdiirebilmek i¢in ise pargaciklarin konum
ve hiz bilgisinin 6tesinde bilgilere de ihtiya¢ vardir.
Ornegin, parcaciklarin hiz bilgilerini birinci tiirev ile
iliskilendirirsek, kesikli durumda ikinci ve/veya daha
yiiksek mertebe tiirev ile ilgili bilgiler (parcacigin jet
koordinatlar1) gereklidir. Burada tanjant demetleri
konfigiirasyon uzaymmm Kartezyen carpimi ile
degistirilir. Bu da Lie grubu (ve Lie cebiri) ile yapilan
simetri tartismasim Lie grupoidi (ve Lie cebiroidi)
denilen yapiya genisletmekle miimkiin olur [67].
Kisaca, kesikli durumda konfiglirasyon uzayi Lie
grupoidi olan sistemler, ve bunlarin olas1 etkilesimleri
diigiiniiliir [40].

Literatiirde Euler-Lagrange ve Hamilton denklemlerinin
kesikli versiyonlart mevcuttur [25] [51]. Kesikli
sistemler i¢in simetri barindirdiklar1 zaman indirgenme
teoremleri de mevcuttur [30] [42] [43].

Karsilikli  etki-tepki igindeki kesikli  sistemlerin
(konfigiirasyon uzayr Lie grupoidi olan sistemler)
eslenmesi problemi literatiirde heniiz hi¢ bir ¢aligmada
analiz edilmemistir. Var olan Orneklere bakildiginda
kesikli iki sistemin birlikte olusturdugu biitiinlesik bir
sistemin (sistemlerden yalnizca birinin digeri iizerine
etki ettigi durumda bile) az sayida c¢alisma goze
carpmaktadir [6]. Oysaki tipki Lie gruplari gibi, Lie
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grupoidleri de birbirleri iizerine etki edebilmektedirler
[53] [67]. Yani eslenmis kesikli sistem ¢iftlerini
diisiinmenin 6niinde higbir teknik engel yoktur. Surasi
aciktir ki; kesikli dinamik sistemlerin yapist stirekli
sistemlerden ¢ok temel farkliliklar igereceklerinden bu
tip bir analiz geometrik olarak farkli yontemler talep
edecektir.

6. SONUCLAR (CONCLUSIONS)

Parcaciklarin hareketinin siirekli oldugu bir ¢ok fiziksel
sistem konfigiirasyon uzaylar1 Lie gruplar1 olan iki alt
sistemden olugsmustur. Fakat literatiirde bu ydndeki
ornekler incelendiginde, varolan tim Orneklerde
biitiinlesik sistemin konfigiirasyon uzaymnin kendisini
olusturan alt sistemlerin konfigiirasyon uzaylarinin bir
yari-direkt ¢arpimui oldugu, yani iki sistemden yalnizca
birinin digeri izerine etki ettigi, gorilmektedir.
Dolayisiyla, karsilikli etkilesim igerisindeki iki sistemin
birbirini etkileyerek olusturduklart eslenmis sistemler
konusunda literatiirde biiyiik bir bosluk bulunmaktadir.
Makale literatiirdeki eslenmis sistemlerin dinamigi ile
ilgili boslugu doldurmaktadir. Karsilikli etkilesim
icindeki iki sistemin olusturdugu eslenmis bir sistemin
Lagrange ((22)’de wverilen eslenmis FEuler-Poincaré
denklemleri) ve Hamilton denklemlerinin ((15)’de
verilen eslenmis Lie-Poisson denklemleri) bu
sistemlerin tek tek sahip olduklar1 dinamik denklemleri
ile iligkisi elde edilmistir. Elde edilen bu teorik sonuglar
matris gruplar1 ve ikinci sinif nilpotent gruplar igin agik
ve detayli olarak ¢alisgilmigtir. Son kisimda, eslenmis
dinamik denklemlerinin kinetik teori ve kesikli dinamik
icin olast etkileri iki agik problem sunularak
tartistlmigtir.

Insa edilen yapilar hicbir 6zel kosul barmdirmadigindan
etki-tepki i¢indeki ve bazi uygunluk kosullar1 saglayan
tim ikili sistemler ig¢in kullanilabilir. Modellerin,
matematik, fizik, kontrol teori, kimya, biyoloji, finans
gibi disiplinlerden gelecek problemlerde de uygulama
bulmasi beklenir.
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