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Ahmet Cevik!

Hesaplanabilirlik kurami ve Turing
derecelerine giris

Ozet

Hesaplanabilirlik (Ozyineleme) kurami1 Gédel’in eksiklik teoremiyle baglams,
Alan Turing’in Turing makineleriyle bicimsel bir hale getirilmis, Emil Post
ve Stephen Kleene ile devam etmig bir matematiksel mantik dahdir. Bu
makalede hesaplanabilirlik kuramina girig yapacagiz ve Turing dereceleriyle
ilgili literatiirde bilinen sonuglar1 verecegiz.

Anahtar Kelimeler: Matematiksel mantik, hesaplanabilirlik, ozyineleme
kurama, Turing dereceleri, karar verilemezlik.
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Introduction to computability theory and
Turing degrees

Abstract

Computability (Recursion) Theory is a branch of mathematical logic which
was begun with Godel’s incompleteness theorem, later formalized by Alan
Turing, and succeeded by Emil Post and Stephen Kleene’s work. In this sur-
vey paper, we introduce the reader recursion theory and give some of the
known results in the theory of Turing degrees.

Keywords: Mathematical logic, computability, recursion theory, Turing de-
grees, undecidability.

| Received: 27.01.2012, Accepted: 03.02.2012 |

University of Leeds, School of Mathematics, Department of Pure Mathematics, Leeds,
LS2 9JT Leeds, Ingiltere (e-posta: mmac@leeds.ac.uk)



Gaziosmanpaga Bilimsel Aragtirma Dergisi 1 (2012) 1-20

1 Girig
Matematiksel mantik ve temeller dort ana alandan olugur. Bu alanlar modeller kurama,
kumeler kurama, kanit kurama, ve hesaplanabilirlik kurama olarak belirtilir. Biz bu makalede
hesaplanabilirlik kuramina ve Turing derecelerine girig yapacagiz.

Hesaplanabilirlik kuraminin matematigin bir dali haline gelisi yakin ge¢migte olmugtur.
Ik kez Godel’in eksiklik kuramimda hesaplanabilir fonksiyonlarin ne oldugu bigimsel olarak
yazilmigtir. Hesaplanabilir fonksiyonlarin ne oldugunu anlamak igin 6nce algoritmalarin
ne oldugunu bilmek gerekir. Dogal sayilar kiimesini w ile ifade edelim. Sezgisel olarak
tamimlamak gerekirse bir f : w — w fonksiyonu igin olan bir algoritma, z girdisinde sonlu
adimda bir y = f(z) c¢iktis1 veren sonlu sayida olan komut kiimesidir. Algoritmalar kismi
fonksiyon belirtirler. Ornegin, bir p(z,y) polinomu igin,

Y(x) := “p(x,y) = 0 kogulunu saglayan en kiigiik y”

bir fonksiyon olsun. Gortilecegi gibi 1, her x degeri icin tanimli olmayabilir. Bu tip al-
goritmik kismi fonksiyonlar eger her argiiman icin tamimliysa, yani tam fonksiyonsa, bu
fonksiyonlara hesaplanabilir fonksiyon denir. Bir A C w kiimesi i¢in, eger her n € w igin
n € A veyan ¢ A iliskisine karar veren bir algoritma varsa bu kiimeye hesaplanabilir
kiime denir. Ornegin {3 : ¢ bir asal sayidir} kiimesi hesaplanabilir bir kiimedir, ¢inkii veri-
len herhangi bir ¢ dogal sayis1 i¢in ¢'nin asal say1 olup olmadigina algoritmik olarak karar
verebiliriz. Bu demektir ki, verilen her ¢ icin, sonlu adimda ¢’nin bu kiimenin elemani olup
olmadigina karar verilebilir. Fakat,

S={i : Pi sayisinin ondalik kesiminde arka arkaya 4 tane 1 vardir}

kiimesi hesaplanabilir degildir. Bilindigi gibi Pi sayisinin ondalik kesimi sonsuzdur fakat
bugiin bile hesaplanmaya devam ediliyordur. Oyleyse eger Pi sayismin ondahk kesiminde
gergekten 7 tane arka arkaya 1 varsa bu soruya cevap verebiliriz. Fakat yoksa “yoktur” deme
sansimiz olamaz ¢linkii heniiz bakmadigimiz sonsuz tane daha basamak vardir ondalik
kesimde. O halde sonlu adimda buna karar veremeyiz. Pi sayisi belki de periyodik bir
yapiya sahip olsaydi buna karar verme sansimiz olurdu fakat bilindigi gibi bu say1 periyodik
bir 6zellige sahip degildir.

Hesaplanabilir kismi fonksiyonlar1 daha matematiksel olarak gostermek igin Turing
makinelerini tanimlayalim. Turing makineleri 1936 yilinda ingiliz matematik¢i Alan Turing
tarafindan tanimlanmigtir. Bir M Turing makinesi hiicrelere boliinmiig ¢ift tarafli sonsuz
bir banttan, sembollerden olusan bir ¥ kiimesinden (alfabe), banttaki sembolleri okuyan
ve sag/sol hareketi yapan bir bant kafasindan, sonlu bir @ durum kiimesinden, ve ¢ gegis
fonksiyonundan meydana gelir. Gegig fonksiyonu § : @ x ¥ — @ x ¥ x {R, L} seklinde
tamimlanir. Yani gecig fonksiyonu makinenin durumuna bakar, banttaki kafanin bulundugu
hiicreden bir sembol okur ve buna gére makinenin durumunu degistirir, okudugu hiicredeki
semboli degistirebilir ve bant kafasini saga veya sola gotiiriir. Bu fonksiyon her argiiman
igin tanimli olmak zorunda degildir. Bir M Turing makinesi hesaplamasina gy baslangi¢
durumundan baglar. Bantinda girdi yazilidir ve bant kafas1 girdinin bagindaki semboliin
bagindadir. Gegis fonksiyonunun tanmimlanmasina gére hesaplama adim adim yapilir ve
eger makine herhangi bir gy durma durumuna girerse M makinesi x girdisinde sonlanwr
denir ve makinenin ¢iktis1 da bantta o anda yazili olan dizidir.
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Church-Turing Hipotezi Turing makinesi tarafindan hesaplanan fonksiyonlar sinifinin
algoritmik kismi hesaplanabilir fonksiyonlar sinifina egit oldugunu séyler. Bagka bir deyisle
Turing hesaplanabilir fonksiyonlar=sezgisel olarak hesaplanabilir fonksiyonlar. Bu hipotez
matematiksel bir 6nerme degildir. Ciinkii, “algoritmik” yani “sezgisel” hesaplamanin ma-
tematiksel tanimi yoktur. Buna kargin Turing makinesi matematiksel bir tanimdir. O halde
bu 6nerme felsefi bir 6nermedir. Kisaca Turing hesaplanabilir fonksiyonlarin kismi hesap-
lanabilir fonksiyonlar oldugunu kabul ediyoruz. O halde biitiin olasi kismi hesaplanabilir
fonksiyonlar listelenebilir. Ciinkii her Turing makinesinin gecis fonksiyonu tanimi, alfabesi,
durum kiimesi gibi bilegenleri sonludur. Turing makinesi tanimi sonlu bir yapidir. Bu
yiizden Turing makinesi tanimlarim1 aslinda algoritmalar olarak diigiinebiliriz.

Notasyon

Dogal sayilar kiimesini w ile gosterelim. Kiiciik latin harfler dogal sayilar i¢in degisken
olarak kullanilsin. f,g,h gibi harfler, n > 1 olmak iizere, w® — w tlzerinde taniml
tam fonksiyonlar1 gostersin. Kiigiikk ve biiyiikk @, ¥, 0, ¢, 1,6 gibi baz1 Yunan harfleri w
istiinde taniml kismi hesaplanabilir fonksiyonlar: gostersin. Biiyiik latin harfleri de w’'nin
alt kiimeleri igin kullanilsim. Bir A kiimesinin x4 karakteristik fonksiyonu A(z) = 1 eger
x € Aise; A(z) = 0 eger € A ise olarak tammlansin. f | z f fonksiyonunun y < x
argiimanlar: ile sinirlanmig hali olarak gosterilsin, ve benzer sekilde A | z ifadesi x4 [ =
anlamina gelsin. Kismi hesaplanabilir fonksiyonlarin numaralandirilmasiyla ilgili olarak,
n’inci kismi hesaplanabilir fonksiyonu W,, olarak gosterelim. ¥,,(z) | ifadesi ¥, ’nin x gir-
disinde sonlandigini, yani tanimh oldugunu belirtsin. ¥, (x) 1 ifadesi ise bu fonksiyonun
girdisinde tanimsiz oldugunu gostersin. A ifadesi A’nin tamlayanini gostersin. |A| ifadesi
A'nin kardinalini gostersin. A® B, {2i : ¢ € A}U{2i+1 : i € B} kiimesini gostersin ve buna
A ve B’nin katisme diyelim. (z,y) ifadesi (x,y) ikilisinin Cantor’un standart w X w — w
ciftleme fonksiyonu altindaki goriintiisiinii belirtsin. Bir f fonksiyonunun tanim kiimesi
dom f olarak gosterilsin. A ifadesi s adiminin sonunda A’da listelenmis olan elemanlarini
belirtsin.

w* ifadesini w’dan w’ya olan fonksiyonlarin kiimesini gostermek i¢in kullanalim; 2¢
ise wnin kuvvet kiimesini gostersin. w<% ifadesi w iizerinde taniml olan sonlu dizileri
gostersin. 2<¢ ifadesi {0, 1} iizerinde tamimh sonlu dizileri gostersin. p, o, 7, v gibi harfler
2<% i¢in degigken olarak kullanlsin. |o| ifadesi o dizisinin uzunlugunu gostersin. Uzunlugu
0 olan bos dizi () olarak ifade edilsin. o * 7 ifadesi o dizisinin 7 ile bitistirilmesini gostersin.
o C 7 ifadesi o'min 7 dizisinin bir baslangi¢ kesimi oldugunu gostersin. Bu durumda 7
dizisi o dizisinin wzantist olur. Eger ne ¢ C 7 ne de 7 C o ise bu dizilere uyumsuz denir.
Aksi halde bu dizilere uyumlu denir.

2 Numaralandirilabilir Kimeler
Daha 6nceden de demistik ki,

S = {i : Pi sayisinin ondalik kesiminde arka arkaya ¢ tane 1 vardir}
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hesaplanabilir bir kiime degildir. Bu kiime yar1 hesaplanabilirdir. Bu bize yar1 hesaplana-
bilirlik kavramini ortaya gikarir.

Tanmim 1. Bir A kiimesi eger kismi hesaplanabilir bir fonksiyonun tanim kiimesine egitse
A kiimesine (¢oziimlil) numaralandirilabilir kiime denir. e’inci numaralandirilabilir kiimeyi
W, olarak gosterelim. Oyleyse W, = dom ¢, = {z : v.(z) |}

Her hesaplanabilir kiime ayni zamanda bir numaralandirilabilir kiimedir. Clinkii eger
A hesaplanabilir bir kiimeyse, ¥(x) = 1 eger xa(z) = 1 ise; ¥(x) T eger xa(z) = 0 ise,
kurali ile A = dom 1) olarak yazilabilir.

Sezgisel olarak diyebiliriz ki, eger bir kiimenin elemanlar1 algoritmik olarak liste-
lenebiliyorsa bu kiimeye numaralandirilabilir kiime denir. §imdi literatiirde durma prob-
lemi olarak bilinen soruyu ele alacagiz ve bunu gosteren kiimenin hesaplanamaz oldugunu
gosterecegiz. Durma problemi verilen bir algoritma ve x girdisi i¢in o algoritmanin x gir-
disinde tanimli olup olmadig: sorusudur. Yani, diger bir deyisle, bir kismi fonksiyon ¢ icin,
durma problemi verilen bir z girdisi i¢in ¢(x) | olup olmadigina karar vermektir.

Tanim 2. K = {z: ¢,(x) |} olsun.
Onerme 3. K numaralandirilabilir bir kiimedir.

Kanit. K asagidaki kismi hesaplanabilir fonksiyonun tanim kiimesidir

I eger v, (z) |
wiw) = { tanimsiz aksi durumda.
Burada Church-Turing hipotezini kullanarak, 1/’nin kismi hesaplanabilir oldugunu géstere-
biliriz. Once z’inci kismi hesaplanabilir fonksiyon bulunur ve z girdisinde ¢ fonksiyonu-
muzun goriintiisii eger ¢.(z) | ise = olarak tanimlanir. a

Onerme 4. K karar verilemez (hesaplanamaz) bir kiimedir.

Kanit. Eger K'nin hesaplanabilir bir x x karakteristik fonksiyonu olsaydi, agagidaki fonk-
siyon da hesaplanabilir olurdu

] pu(x)+1 eger x € K ise
flz) = { 0 eger v € K ise.

Her z igin f # ¢, olacagindan dolay1 f hesaplanabilir olamaz. ]
O zaman verilen herhangi x i¢in € K iligkisine karar veren bir algoritma yoktur.

Teorem 5. Verilen bir A kiimesi icin, eger hem A hem de A numaralandirilabilir ise, A
hesaplanabilirdir.

Kanit. Eger hem A hem de A kiimeleri numaralandirilabilir ise o zaman bu kiimeler icin
elemanlarim listeleyen bir algoritma vardir. Bu kismi hesaplanabilir fonksiyonlara ¢ ve 1
diyelim. Verilen bir z € w igin, varsayalim ki € A; o zaman ¢ fonksiyonu z’i belli bir
adim sonunda verecektir. Simdi de x € A oldugunu varsayalim. O zaman da ¢ fonksiyonu
sonlu adimda «’i verecektir. Bu sekilde her z i¢in z € A olup olmadigini hesaplanabilir bir
sekilde bulabiliriz. a

Eksonug 6. K numaralandirilabilir degildir.
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3 Goreceli hesaplama ve Turing dereceleri

Goreceli hesaplamanin temel fikri bir kiimeyi kullanarak bagka bir kiimeyi hesaplayabil-
mektir. Sezgisel olarak ana diisiince sudur: A ve B birer kiime olsun. A’'nin B’de hesap-
lanabilir olmasi igin n € A iligkisine, B’nin eleman bilgilerini algoritmik bir sekilde kulla-
narak, karar vermek durumundayiz. Bunun igin bilge (oracle) Turing makinesi kullanilir.
Bir bilge Turing makinesi, ¢aligma bantin diginda bir de bilge bantina sahip bir Turing
makinesidir. Bilge bantinda verilen bir B kiimesinin karakteristik fonksiyonu yazilidir.
Qaligma bantinin aksine bilge bantina sembol yazilmaz, sadece okunur. O halde bilge Tur-
ing makinesi icin gecig fonksiyonu § : Q x ¥; x ¥y — Q x Xp x {R, L}? seklinde bir kismi
esleme olarak tamimlanir. Burada X, bilge alfabesini, Y5 ise ¢aligma alfabesini gostersin.
Hesaplama sirasinda bilge bantinda verilen kiimenin karakteristik bilgisi okunur ve buna
gore hesaplama galigma bantinda gerceklesir.

Hesaplama sirasinda bilge bantinda taranan bog olmayan hiicrelerin toplam sayis1 y+1
olsun. Bu durumda y sayis1 B’nin eleman testinde kullanilan en biiyiik sayidir diyebiliriz.
O zaman z < y elemanlar kullanilmastir diyebiliriz. Bunu ilerde daha iyi tanimlayacagiz.

Onceden de belirtildigi gibi Turing makineleri tanimlari, yani kismi hesaplanabilir
fonksiyonlar, listelenebilir. e’inci kismi hesaplanabilir fonksiyonu (yani e’inci Turing maki-
nesini) ¥, olarak gostermistik. Burada herhangi bir bilge kullanimi s6z konusu degil hentiz.
Eger bu Turing makinesi A bilgesi kullaniyorsa bunu ¥.(A) olarak ifade ederiz.

Tanim 7. Bir ¢ kismi fonksiyonu eger bilge bantinda A kiimesinin karakteristik fonksi-
yonunun yazili oldugu bir ¥, bilge Turing makinesi tarafindan hesaplanabiliyorsa, yani
her x,y igin ¢¥(z) = y & V.(z) = y | kogulu saglamyorsa, buna ¢ A’da hesaplanabilir
denir. Bir diger deyisle v, A-hesaplanabilirdir. Bu iligki ¥ <p A olarak gosterilir. Ayrica
bu ¢ = W, (A) seklinde ifade edilir.

0 ve 1’lerden olusan o € 2<% dizileri, karakteristik fonksiyonlarm sonlu uzunluk-
taki baglangi¢ kesimleri olarak goriilmelidir. Ciinkii kiimeler karakteristik fonksiyonlariyla
tanimlanir.

Tanim 8. VU, ;(A;z) |=y ifadesi A bilgesine sahip ¥, kismi hesaplanabilir fonksiyonun
z girdisinde s adim sonunda tanimli oldugunu ve goriintiisiiniin y oldugunu gostersin.

Teorem 9. Asagidakiler, kismi hesaplanabilir fonksiyonlarin tanimli olma durumuyla ilgili
bazi 6nemli 6zellikleridir.
(i) P (Asz) =y = 3s 3o C A[V. s(0;2) =],
(i) Yes(oyx) =y=Vt>sV7 Do |V (r;2) =y,
(iil) Ue(oyz) =y = VA D o[V .(4;2) =y

Daha 6nce verdigimiz goreceli hesaplanabilir kavraminin tanimim bu sefer kiimeler
icin tekrar verecegiz.

Tanim 10. (i) A ve B iki kiime olsun. Eger bir e igin B = U.(A) ise, B klimesi A-
hesaplanabilirdir ve B <t A olarak gosterilir. B <7 A ifadesi B <r Ave A £+ B
oldugunu gostersin.
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(ii) We(A) ifadesi dom 9. (A) anlamina gelsin. Eger bir e igin B = W,(A) ise, B kiimesi
A’da (¢ézimli) numaralandirdabilirdir.

Bir not olarak, B <y A <= Bve B A jia numaralandirilabilirdir ifadesinin dogru
oldugu akilda tutulmalidir. Hem B hem de B’nin numaralandirilabilir oldugu durumda
aslinda B’nin hesaplanabilir oldugunu hatirlarsak yukaridaki énerme daha iyi anlagilir.

Teorem 11. Asagidaki 6nermeler birbirine esittir.
(i) B kiimesi A’da numaralandirilabilir;

(ii) B = () veya B kiimesi A-hesaplanabilir bir tam fonksiyonun goriintiisiine esittir.

Kanit: burada vermeyecegiz ancak merak eden okuyucular [10] s.51’e bakabilir. Simdi
Turing derecelerini ve ziplama iglecini inceleyecegiz.

Tanim 12. Eger hem A <p B hem de B <p A ise A ve B kiimeleri Turing denktir ve
bu A =1 B olarak gosterilir. Bir A C w kiimesinin Turing derecesi (¢ozillemezlik derecesi)
deg(A) = {B : B =p A} olarak verilir. Ayrica deg(A) U deg(B) = deg(A & B) olarak
tanmimlanir.

Bundan sonra a,b,c gibi kiigiik ve kalin latin harflerini dereceler i¢in kullanip, D
harfini tiim derecelerin sinifi olarak gosterecegiz. D smifi deg(A4) < deg(B) < A <r B
iligkisi altinda yar1 sirali (partial order) bir kiime olugturur. Eger A <7 B (yani A <r B
ve B £r A) ise, deg(4) < deg(B) dogrudur. Eger bir a derecesi numaralandirilabilir
bir kiime igeriyorsa bu dereceye numaralandirilabilir derece diyoruz. R smifi biitiin nu-
maralandirilabilir dereceler olsun. Eger bir a derecesinin i¢indeki A kiimesi, b derecesinin
icindeki B kiimesinde numaralandirilabilirse a derecesi b ’de numaralandirilabilirdir.

Iki kiimenin derecelerinin esit olmasi demek bu kiimenin aym zorlukta hesaplanabilir
(veya hesaplanamaz) olmasi demektir. Fakat a < b demek b’deki kiimeleri hesaplamak
a’daki kiimeleri hesaplamaktan daha zor anlamina gelmektedir. Ayrica deg(A @ B)’nin
deg(A) ve deg(B) igin en kiigiik iist simr belirledigi bilinmelidir. Iki derecenin her zaman
bir en kiigiik ist sinir1 olmasina ragmen en biiyiik alt sinir1 her zaman olmayabilir. Bu
yiizden (D, <) yapis1 bir st yart orgi (upper semi lattice) belirtir fakat ne D ne de R bir
tam orgilidiir. Bunu ilerde gosterecegiz.

K kiimesinin hesaplanamaz oldugunu gostermistik. Kamitta kullanilan bu yonteme
késegen yontemi diyoruz. Bu yontemi bir A kiimesine gore goreceli yaparsak K4 kiimesini
elde ederiz.

Tamim 13. K4 = {z : ¥, (4;2) |} = {z : * € W,(A)} olsun. K kiimesine Anin
ziplamase ad1 verilir ve bu A’ geklinde gosterilir. A’min n’inci ziplamasi A = 4; A7+ =
(AM)’ olarak elde edilir.

Dogal olarak, K4 = A’, A’da numaralandirilabilirdir ve A <7 K4 iligkisi vardir.

Teorem 14 (Ziplama teoremi). (i) A’ £r A.

(ii) Eger A kiimesi B’de numaralandirilabilir ise ve B <7 C'ise, A kiimesi C' kiimesinde
numaralandirilabilirdir.
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(iii)
(iv)

BSTA<:>B/§TA/.

A B’de numaralandirilabilir <= A B’de numaralandirilabilir.

Ziplama teoreminin kaniti igin [1] s.150’ye bakilabilir.

Teorem 15. (i) D’nin en kiigiik eleman1 vardir ve bu 0 ile gosterilir. 0 derecesi biitiin

(i)
(i)

(iv)

hesaplanabilir kiimeleri igerir.
Her a Turing derecesi sayilabilir sonsuzlukta eleman igerir. Yani |a| = 8.

Verilen bir a derecesinden kiigiik en fazla sayilabilir sonsuz tane derece vardir. Yani
{b:b < a}| <N

D sayilamaz sonsuz biiyiikliigiindedir. Daha acikca, |D| = 2%0.

Kanit. (i) 0 karar verilebilir bir kiimedir ¢iinkii bogtur ve derecesi 0 olarak tanimlanir.

(i)

(iii)

(iv)

a = deg(A) bir Turing derecesi olsun. O zaman,

a={X:X=p A} C{X: X <p A} Cc{T;(A) : T;(A) tam bir fonksiyondur} C
{W;(A) :i>0}.

Bu durumda a sayilabilir bir kiimenin alt kiimesidir. Yani a sayilabilirdir.
a’nin sonsuz oldugunu kanitlamak icin agagidaki kiimeyi ele alahm

A — AU {i} eger x € A ise
T A-{i} eger x € A ise.

Her i # j igin A, (i) # A;(i) oldugunu goriiriiz. O halde A; # A;. Her i i¢in A; =7 A
oldugu goriilebilir. Yani a derecesi Ag, A1, ... gibi birbirinden farkl kiimeleri iginde
bulundurur.

Her A kiimesi ve B <p A olmak tlizere verilen her B kiimesi igin, B = W.(A)
kogulunu saglayan bir e € w vardir. O zaman en fazla sayilabilir sonsuz tane A’da
hesaplanabilir kiime olmak zorundadir.

Kanit iki asamadan olusuyor. Ik 6nce en fazla 280 derece oldugunu kanitlamamiz
gerekir. Sec¢im beliti kullanirsak, derecelerden P(w)’ya her dereceden bir kiime segen
bir birebir fonksiyon tanimlanabilir. Bunun yaninda B’den A® B kiimesine olan bir
egleme, P(w)’dan {X : A <7 X} kiimesine birebir fonksiyon tammlar. Yani A’y1
hesaplayan en az 2% kadar kiime vardir demektir bu. Bu demektir ki kendinden
bilyiik en az 280 kadar derece vardir. Iki sonucu birlestirirsek tam olarak 28 derece
oldugu ortaya cikar.

a

Her a icin, a’ > a iligkisinin dogru oldugu ve a’ derecesinin a derecesinde numara-
landirlabilir oldugu goriilebilir. 00®) = deg(()(™) olarak tanimlarsak,

0<0 <0 <--- <™

oldugu acikca goriilmektedir. Bu yiizden D yapisinin minimum elemani 0 olmakla birlikte
maksimum elemani yoktur. Burada O derecesinin biitiin hesaplanabilir kiimelerin kiimesi
oldugu tekrar not edilmelidir. 0’ derecesinin ise K kiimesinin derecesi oldugu goriilebilir.

7
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4 Aritmetik hiyerarsi ve A) kiimeleri

(' kiimesinde hesaplanabilen kiimelerin nasil simiflandirilacag: da énemli bir konudur. Bu
konuya gegmeden Once aritmetik hiyerarsiden bahsetmek daha dogru olur.

Tanim 16. (i) Her z € w igin eger x € A <= JyR(z,y) kogulunu saglayan hesapla-
nabilir bir R iligkisi varsa, A bir 39 kiimesidir ve bu A € X9 olarak gosterilir.

(ii) Her x € w i¢in eger € A <= VyR(z,y) kosulunu saglayan hesaplanabilir bir R
iligkisi varsa, A bir II{ kiimesidir ve bu A € I1{ olarak gosterilir.

(iii) Eger A € X{ NTIY ise, A bir A? kiimesidir ve bu A € A{ olarak gosterilir.
Simdi daha genel bir tanim yapalim.

Tanim 17. (i) Y =TIJ = AY = “biitiin hesaplanabilir iligkiler”. Her n > 0 icin:
(ii) R e MY olmak iizere, ¥y | = (3y;)R(xk, i) formundaki bitiin iligkiler.
(iii) R € X9 olmak iizere, I19 ,; = (Vy;)R(zx,y:) formundaki biitiin iligkiler.

(iv) AYy =35, NI,

Ornegin, Tot = {i : ¢; bir tam fonksiyondur} bir IIJ kiimesidir. Ciinkii,

1€Tot <= (VYn)p;(n) |
<~  (Yn)(3s)pis(n) |.

Tot kiimesinin ayn1 zamanda A§ oldugunu da gosterebiliriz. Bu da,

i€Tot <= (@m)(Vn)ei(n) |
= (Vn)(3s)(Vm)pis(n) |

oldugundan dolay1 Tot € X8 NTIY elde edilir. Goriildiigii gibi formiiliimiizde Im veya

Vm gibi gelisigiizel zararsiz yiiklemler yazabildigimiz igin
o.M CAQ Ly CX0 Ty -

iligkisi dogrudur diyebiliriz.

%Y kiimeleriyle numaralandirilabilir kiimeler arasindaki iliskiyi aciklamamiz gerekir.
Soyle ki; A numaralandirlabilirdir <= A € XY ifadesi dogrudur. Kanit1 burada ver-
meyecegiz fakat detaylar igin [1] s.75% bakilabilir. Ayrica A € X0 <= A € 1% énermesi
de dogrudur. Yani X0 ve IIY simiflar1 birbirinin tamlayanidir.

Eger numaralandirilabilir bir A kiimesi biitiin numaralandirilabilir kiimeleri hesaplaya-
biliyorsa, A kiimesine X{-tam denir. 0’ derecesi bilinen en biiyilk numaralandirilabilir
derece olmakla beraber, K kiimesinin ¥¢-tam oldugunu not etmeliyiz.

Simdi agagidaki onermeyi verelim.

Onerme 18. A ¢ Ag — A<r K.



Gaziosmanpaga Bilimsel Aragtirma Dergisi 1 (2012) 1-20

Kanit. Bilindigi gibi K kiimesi 39-tamdir. Bu yiizden her X{ veya IT{ kiimesi K’da hesap-
lanabilirdir. 39 veya I1{ kiimesinde hesaplanabilir olmak K ’da hesaplanabilir olmaktir. O

Agagidaki 6nerme [8] caligmasina aittir.

Onsav 19 (Limit énsavi). Hesaplanabilir bir g fonksiyonu icin, 4 € A <= ya(z) =
limg— o0 g(z, 8).

Kanit. g fonksiyonunun verildigini varsayalim. O halde,

reA = (V) 3t)(t>sAg(z,t)=1)
— @)tz s— g =1)

ve buradan A € AY oldugu sonucu cikar.
Diger tarafan, eger A € AJ ise A <7 K. g(x,s) = ¥.(K;) olmak iizere e, x4 = ¥ (K)
ifadesini saglayan bir indis olsun. O halde x4, ¢ fonksiyonunun limitidir. a

5 in§a yontemleri

Bu boliimde hesaplanabilirlik kuraminda kullanilan insa yontemlerini farkli 6rneklerle
gosterecegiz.

Sonlu uzanti yontemi

Simdi D yapisinin diiz sirali olmadigini gosterecegiz. Yani 6yle iki a,b € D dereceleri
bulacagiz ki ne a < b ne de b < a dogru olacak. Boyle derecelere karsilastirilamaz dereceler
denir. Teoremi yazmadan 6nce birkag tanim yapalim.

Sorulabilecek dogal bir soru, 0 ile 0’ arasimnda bir derece olup olmadigidir. Kleene
ve Post [4] iki tane A, B <7 (/' kargilagtirilamaz kiime inga ederek bu soruya olumlu
cevap vermiglerdir. Temel diigiince, A £ B gibi bir zor kogul yerine sonsuz tane daha
basit {Rc}ccw kosul dizisi yazmaktir. Bu kosullara gereksinim denilir. Burada her R,
ashinda A # ¥.(B) anlamina geliyor. Kleene ve Post kamtta bu kiimelerin karakteristik
fonksiyonlarim1 her adimda inga ettiler. Her s adiminda bir gereksinimi saglayan o, ve
Ts kismi fonksiyonlar1 tamimlanir ve A = US os, B = Us 75 kiimeleri elde edilir. in§ada
her s adiminda o, nin ingasi bir bilge kullanilarak gergeklegsecek. Gosterecegimiz teoremde
bilge olarak (' kullanilacaktir. Ayrica her s i¢in o, C 0441 Ozelligi saglanmaktadir. Eger
0s+1 dizisi o4 dizisinin sonlu uzantisiysa bu 6zelligi saglayan yonteme sonlu uzants yontems
denir.

Teorem 20. Iki tane kargilagtinlamaz derece vardr.

Kanit. A £ B ve B £p A kosullari saglayan iki kiime inga edecegiz. Bu iki biiyiik
kosulu yukarida degindigimiz gibi sonsuz tane daha basit kosul dizilerine bolecegiz ve her
birini ingamizin belli bir adiminda saglayacagiz. Kogul dizilerimiz agagidaki gibi olacak.

R D A# \I/e(B)
Roey1 1 B# We(A)

9
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A ve B kiimelerinin ingas1 i¢in sonlu uzant1 yontemini kullanacagiz. A = (J,,, o5 ve
B = J,c, 7s olsun. Her adimda bir gereksinimi saglayacagiz ve bu gereksinim bir defa
saglandiktan sonra bir daha bozulmayacak. oy = 79 = ) ile baglansin. Varsayalm ki s + 1
adiminda o4 ve 7, verilsin.

Eger s = 2e ise, Ra. gereksinimini saglayacagiz. © € w, os(x)’in tanimsiz oldugu ilk ele-
man olsun. Bu demektir ki heniiz 2’in A kiimesinin i¢inde olup olmamasi gerektigine karar
vermig degiliz. Buna simdi karar verecegiz ve 2’i A # U.(B) saglamakta kullanacagiz.
Kisaca, A(x) # ¥ (B;x) iligkisini saglayacagiz. Bu durumda kogegen yontemini kullan-
mamiz gerekir. Yani A’y1 x argiimaninda ¥.(B)’den farkli yapmak. Heniiz B kiimesini
tanimlamadigimiz i¢in ¥, (B;z)’in tamimh oldugunu bilemeyiz. Bildigimiz bir gey var ki,
eger tamimliysa bir 7 C B igin U.(7,x)’'in de tanimh oldugunu gorebiliriz. Insamizdan
dolay1 75 C B oldugu igin, eger boyle bir 7 varsa biliyoruz ki 7 ile uyumlu olacak ¢ilinkii B
her iki dizinin de uzantisidir. 7'nun 75 nin uzantisi oldugunu da varsayabiliriz. Bu durumda
V. (B;x)in tanimh oldugu bir 7 D 7, bulacagz.

Eger boyle bir 7 dizisi yoksa o halde ¥.(B;x) tanimsiz olacak ve A(z) tanimh olacag
i¢in (tam fonksiyon olmasindan dolay1), ne yapacagimizin bir 6nemi yok. Otomatik olarak
gereksinim saglanmig olacak. Bu durumda o441 dizisi o, 'nin sonlu bir uzantisi olsun z
arglimaninda tamimli. B kiimesi iginse, 7441 = 7, olarak yazabiliriz.

Ote yandan eger 7 dizisi varsa o halde U, (B;x) tanimh olabilir. Bu durumda B’nin
7'nun uzantisi olacak sekilde diizenleme yapmaliyiz ki U (B;z) = VU (7;z) saglansin.
Te+1 = T yazarsak bu yeterli olacaktir. Fakat bir nokta daha var dikkat etmemiz gereken.
U, (B;x) tamiml olduguna gore bunun A(z)’ten farkl olmas: gerekir. O halde 041 dizisi
os11(x) =1 — U (B;z) kogulunu saglayan o4'nin en kiiglik uzantisi olsun.

Eger s = 2e+1 ise, ingamiz ayni olacaktir fakat sadece A ile B’nin rolleri degisecektir.

O

Eksonug 21. 0’ derecesinin altinda kargilagtirilamaz dereceler vardir.

Kamit. Bunun igin A ve B kiimelerinin ) kiimesinde (yani K kiimesinde) hesaplanabilir
oldugunu géstermemiz gerekir. Ingada hesaplanabilir olmayan tek adim “Verilen bir z ve o
igin ¥.(o’;x) | olmasim saglayan ve o dizisinin uzantisi olan bir ¢’ var midir?” sorusunun
sorulmasidir. Bunun numaralandirilabilir, yani yari1 karar verilebilir, oldugu goriilebilir.
Bunun igin ¢’nin uzantisi olan biitiin ¢’ dizileri igin ¥, (co’;z)’i sirayla ve her adimda
birer basamak hesaplamaktir (dovetailing). K'nin derecesinin (yani 0’) en biiyiik numara-
landirilabilir derece oldugunu biliyoruz ve her numaralandirilabilir derecenin 0’ derecesinde
hesaplanabilir oldugu bilinmektedir. Bu ytlizden kamttaki insa ()’-hesaplanabilirdir. O

Sonsuzlu uzanti1 yontemi

Bu boliimde okuyucuya sonlu uzant1 yonteminden daha gii¢lii bir yontem gosterecegiz.
Bu yontemde kiimeleri inga ederken uzantisinin sonlu degil, sonsuz oldugunu sagliyoruz.
Bu yontemi bir ornekle gosterecegiz. Daha 6nce D yapisinin bir tam 6rgii olmadigini
sOylemistik. Simdi bunu bahsettigimiz yontemle kanitlayacagiz. Once birka¢ tanim ya-
palim.
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Tanim 22. P bir yar sirali kiime olsun. Eger her z,y € P igin = ve y’nin ustiinde en
kiigiik bir derece varsa, bu x V y ile gosterilsin, o zaman P’ye yar st orgu denir. Burada
x V y ifadesine x ve y’'nin katilum: denir.

Eger P hem bir {ist yar1 6rgii ise hem de her z,y € P i¢in  ve y’nin altinda en biiyiik
bir derece varsa, x A y olarak gosterilsin, o zaman P’ye tam orgu denir. Burada x A y
ifadesine = ve y’nin tanisim: denir.

Bir noktay: tekrar etmekte fayda var. Eger bir kiime hem A hem de B’yi hesaplaya-
biliyorsa, A @& B’yi de hesaplayabilir. Bu yiizden Turing dereceleri bir iist yar1 oérgudiir.
Tam 6rgii olmadiklarini gostermek igin derecelerin sayilabilir 6zleklerini (countable ideals)
g6z oniinde bulundurmamiz gerekir.

Tanim 23. Eger P bir iist yar orgii ise, Z C P asagidaki kogullar1 saglamasi durumda
bir ozlektir.

1. Eger z,y € 7 ise, x Vy € 7;

2. EgerxeZvey<axise, yel

Bir E Turing dereceleri kiimesi, eger sonlu bir aj,...,a; Turing dereceleri kiimesi
varsa ve hera € Eicina € E < F(a,ay, ..., a;) kogulunu dogru kilan yar: sirali kiimelerin
dilinde bir F(xq,...,z;) formili varsa, o zaman E kiimesine parametrelerle taniml de-
riz. Asagidaki teorem Turing derecelerinde her sayilabilir 6zlegin parametrelerle tanimlh
oldugunu soyler. Bunun i¢in son bir tanmim yapalim.

Tanim 24. Eger P bir yari sirali kiilmeyse ve Z C P ise, o zaman her z € Picin z € 7 &
z <z ve z < y kogulunu saglayan (x,y) ikilisine Z i¢in sagul ikili denir.

Agagidaki teorem [11] galigmasina aittir.
Teorem 25. Turing derecelerindeki her sayilabilir 6zlegin bir sagil ikilisi vardir.
Eksonug 26. Turing dereceleri tam orgii degildir.

Kamt. {x;};c. tekdiize olarak artan dereceler dizisi olsun (érn. bu x; 1 = x} geklinde
belirlenebﬂir). Z, bu dizi tarafindan tiretilen bir 6zlek olsun. Yani ¢ € 7 < dx; > c.
(a,b), T i¢in bir sagil ikili olsun. Eger ¢ < a ve ¢ < b ise ¢ € 7 elde ederiz ve boylece bir
x; > ¢; vardir. O zaman x; 4 1 derecesi a ve b’nin altinda, ¢’nin ise kesin olarak tistiindedir.
Oyleyse a ve b’nin en bilyiik alt siur1 yoktur. a

Simdi teoremin kendisini kanitlayacagiz.

Kanit. Dereceleri Z'nin iginde olan {X;},e, kiimeler dizisi verilsin. Asagidaki gereksi-
nimleri saglayan A ve B kiimeleri inga edecegiz.

PS:XS STAveXs STBy

Qs 5= (i,j) olsun. ¥;(A) = ¥;(B) = C = (3k)(C = Xy).

P gereksinimleri, ézlekteki her derecenin a = deg(A) ve b = deg(B) derecelerinin
altinda olmasim saglar. @ gereksinimleri ise A ve B kiimelerinde hesaplanabilir olan
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kiimelerin derecelerinin 6zlegin iginde oldugunu saglar. Bu gereksinimleri saglamak teo-
remi kanitlamak igin yeterlidir.

Bu kez kamitta sonlu uzant: yontemini kullanmayacagiz. Sonsuzlu uzant: yontemi
ile kanitlayacagiz. Bu yontemin ana fikri her adimda A ve B kiimelerini sonsuz tane
argiimanda tanimlamak, ama ayni zamanda sonsuz tane argiimanda tanimsiz birakmaktir.

Her X, nin hem A hem de B kiimesinde hesaplanabilir olmasi i¢in X,’yi sttinlara
bolecegiz. Boylece s’inci siitiin (s,j) formundaki biitiin sayilar1 belirtecektir. Eger her
j igin A((s,j)) = Xs(j) ise A kiimesi X, kiimesini hesaplayacaktir. Aymsi B igin de
gegerlidir. Ashinda bundan daha zayif bir kosul yeterlidir. O da her s igin, sonlu sayrda
J hari¢ olmak tzere, A({s,j)) = Xs(j) saglaniyorsa bu A'min her X’yi hesaplamasi igin
yetmesidir. Her s+ 1 adiminda X,’yi A'nin ve B’nin s’inci stitununa agagida anlatacagimiz
sekilde kodlayarak, X, <p A ve X, < B ifadelerini saglamaliy1z.

s’inci adimin sonunda X ’nin, A ve B kiimelerinin k’inci siitunlarina, k& < s olmak
iizere, kodlanmis oldugunu varsayalim. Ayrica agagidaki varsayimi da ele alalim

(*)Kodlama igin kullanmig oldugumuz sonlu sayida stitunun diginda A ve B’nin sadece
sonlu sayida arglimanina karar verdigimizi kabul edelim.

s+1’inci adimda Q,’yi saglayacagiz. as, karar vermis oldugumuz argiimanlar: tizerinde
A’yt ifade eden kismi fonksiyon olsun. (3, ise benzer gekilde B’yi ifade etsin. s = 0 olmadig1
siirece, ag ve (s sonlu uzunlukta dizi olmayacaktir. Aksine, sonsuz argiiman tizerinde
tamiml olmakla beraber sonsuz argliman iizerinde de tanimsiz olacaktir. s = (i, j) olmak
tizere, ¥;(a) ve ¥;(8)’y1 uyumsuz yapan a O o, ve f D [, uzantilar olup olmadigina
bakalim.

Eger varsa, bu kogulu saglayan sonlu sayida uzant1 vardir. Bu uzantilar1 alip Xg’yi A
ve B’nin s’inci siitununda geri kalan bogluklara kodlariz. Bu sekilde (*) kogulunu koruruz.

Eger yoksa, o halde eger ¥;(A) = ¥,;(B) ise ve tamsa, bu, A'nin ve B’nin belirledigimiz
stitunlarinda hesaplanabilir. Sonlu sayidaki bu siitunlar derecesi 6zlegin iginde olan sonlu
sayidaki kiimelerin katilimidir.

Simdi ingay1 daha agik sekilde gosterelim.

s = 0 adiminda; ag = By = 0 olsun.

s+ 1 adiminda; s = (4, j) olsun. ¥;(«) ve ¥;(8)’y1 birbiriyle uyumsuz yapan o O o
ve 3 D s uzantilar1 var midir sorusunu soralim.

Eger varsa a ve 3, as ve (s/nin bu kosulu saglayan uzantilari olsun. Eger yoksa,
a = ag ve = [, olsun. agqq dizisi a dizisinin uzantisi olsun ve a’nin tanimsiz oldugu
yerlerde (s, j) formundaki biitiin arglimanlar i¢in X,(j)’ye esit olsun. 8541 de aym gekilde
tanimlansin.

inga burada bitiyor. Simdi de insanin kogullar1 gercekten sagladigina bakalim. Bunun
icin s + 1 adiminda uzantilarin olmadigi durumunu incelemek gerekir. Bu durumda eger
W;(a) ve W;(3) tamsa ve birbirine esitse, bu ortak deger D = @5_{ X} kiimesinde he-
saplanabilirdir ve bu ylizden 6zlecin igindeki derecelerde hesaplanabilirdir. D kiimesi oy
ve Os'nin hangi argliimanlarda tanimli olduguna karar verebilir ve bu argimanlarda g
veya [(s'nin degerlerini bulabilir. Eger ¥;(A) = ¥;(B) ve tamsa, ¥;(A4;n)’yi hesapla-
mak igin D bilgesi su sekilde isleyecektir: ¥,(ca;n)’yi tamimh kilan bir o O ag bul.
Boyle bir a olmak zorunda ¢iinkiit A D a;s ve ¥,;(A;n) | oldugunu biliyoruz. O halde
U;(a;n) = ¥;(A;n) dogru olmali. Varsayalim ki bu yanhs. O zaman 3, ¥;(5;n) | ifadesini
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saglayan ve B ile uyumlu olan, 8s’'nin sonlu bir uzantisi olsun. ¥,;(A) = ¥;(B) oldugu igin
U;(a;n) # U;(8;n) olurdu. Bu da varsayimimizla celigirdi. O

Ziplama iglecinin goriintiisii ve ters ziplama

Simdi D’ yapisini inceleyecegiz. Bunun i¢in ziplama iglecinin goriintiisiine bakmamiz
gerekir. 0 derecesinin ziplamasinin 0’ oldugunu biliyoruz. Bu yiizden 0’ ziplanabilecek en
kiigiik derecedir. Yani ziplama iglecinin goriintiisii D(> 0') olarak tamimlanabilir. Yani 0’
derecesine egit veya ondan biiyiik biitiin dereceler siifi.

Her a i¢in, a’ > 0’ oldugunu biliyoruz. Ziplama iglecinin goriintiisiiniin D(> 0') siifi
oldugunu gostermeden 6nce iglecin birebir bir fonksiyon olup olmadigina bakalim. Birebir
olmadig: [11] ¢calismasinda kamitlanmigtir. Agagida bunu gosterelim.

Teorem 27. Ziplama igleci birebir degildir.

Kanit. Bunun i¢in a’ = 0’ egitligini saglayan bir a > 0 derecesi isna edecegiz. A kiimesinin
hesaplanamaz olmasi igin kogegen yontemini kullanacagiz hesaplanabilir fonksiyonlara
kargi. A’ <pr K kosulunu saglamak igin, her e i¢gin ¥.(A;e) | olup olmadigina karar
vermek durumundayiz. Gereksinimlerimiz agsagidadir.

Rge : A 7é \Ife
Roer1 : Ue(A4;e) | olup olmadigina karar ver.

Burada K <7 A’ kogulunu diigiinmemiz gerekmiyor. Bu otomatik olarak saglaniyor.
Ciinkii 0 <7 A oldugu icin K = () <7 A’ elde ederiz. A kiimesini sonlu uzant1 ile inga
edecegiz. 11k basta og = 0 olsun. s + 1’inci adimda o, verilsin.

Eger s = 2e ise, Ro. gereksinimini saglayacagiz. * € w, o4(x)’in tanimh olmadigl en
kiiciik deger olsun. Ayrica o541, 0s'nin en kii¢iik uzantisi olsun ve

1T (x) eger U, (x) | ise
ost1(z) = { 0 aksi durumda.

seklinde tamimlansin.

Eger s = 2e + 1 ise Roey1 gereksinimini saglayacagiz. Bunun i¢in W, (o;e) | ifadesini
saglamak koguluyla o dizisinin bir ¢ uzantisi olup olmadigina bakilsin. Eger varsa, o bu
kogulu saglayan en kiiciik dizi olsun ve o511 = o diyelim. Yoksa 0,41 = o5 olsun.

ingamlzdan dolay1 A kiimesi hesaplanabilir degildir. Dahasi,

ee A& VU (4;e) |[& Ue(ogern;e) |

ifadesinin dogru oldugu goriilebilir. in@amlz K kiimesinde hesaplanabilir oldugu icin,
A’ <r K sonucunu elde ederiz. O

Agagidaki teorem [2] galigmasinda kamtlanmigtir.
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Teorem 28. Ziplama iglecinin gorintiisii D(> 0") konisidir.

Kanit. Her a icin a’ > 0’ oldugunu biliyoruz. Simdi de ters ziplamay1 gosterelim. Yani
her b > 0/ icin a’ = b esitligini saglayan bir a derecesi vardir. Oylese C, K <7 C olmak
tizere, bir kiime olsun. A" = C denkligini saglayan bir A kiimesi elde etmek istiyoruz.
Son yazdigimiz denklik A’ <r C ve C <r A’ geklinde iki ayr1 kogula ayrilabilir. A’ < C
kosulunu bir énceki kamttaki yontemi kullanarak saglayacagiz. Ikinci kogulu ise C' kiimesini
A kiimesinin i¢ine kodlama yaparak saglayacagiz.

A kiimesini yine sonlu uzanti ile insa edecegiz. 0 = @ olsun. s+1 adiminda o verilsin.

Eger s = 2e ise, U (o;e) | ifadesini saglayan bir o D o, dizisi var m1 diye bakalim.
Varsa, en kiigiik o i¢in 0,41 = o olsun. Yoksa, 0,41 = o5 olsun.

Eger s = 2e+1 ise, C kiimesinin e’inci elemanini A kiimesinin i¢ine kodlama yapacagiz.
Bunu da

Og41 = Og * <C(6)>

seklinde yapalim.

In§amlz C-hesaplanabilirdir. Ciinki ilk adim K-hesaplanabilirdir ve en bagta K <y C'
oldugunu varsaydigimiz igin < indirgeme iligkisinin gecisme (transitivity) ozelliginden
dolay1 C-hesaplanabilir bir inga elde ederiz. Ikinci adimda ise C' kiimesinin kendisini kul-
laniyoruz. Bu durumda e € A’ & U (02.41;€) | dogru oldugundan A’ <r C kosulu
saglanmaktadir.

Ingsamiz aym zamanda K @& A kiimesinde hesaplanabilirdir. Ciinkii ikinci adim A
kiimesinin bir sonraki tanimsiz olan elemanim gostermektedir. Bu eleman |oge41| pozis-
yonunda bulunur. e € C' < 0g¢42(|02.41]) = 1 ifadesi dogru oldugu igin C <p A® K
kosulu saglanir. Fakat A <p A’ ve K <p A’ ifadeleri de dogrudur. Buradan A ® K <p A’
ifadesinin dogru oldugu sonucuna varirz. Hem C <7 A @® K hem de A ® K <p A’ dogru
oldugu igin C' <p A’ O

Asgari dereceler

D yapisim biraz daha fazla inceleyecegiz. Bu yapmin yogun (dense) olup olmadig
sorusu sorulabilir. D yapisinin yogun olmadigini gosteriple kalmayip ayni zamanda asgari
elemanlar: oldugunu da gosterecegiz. Fakat bunu sonlu uzant: yontemiyle gosteremeyiz.
Sonlu uzanti yonteminin ana diisiincesi, biiyiiyen o, dizileri inga etmekti ve sonunda
bunlarin birlegimini |, 0n seklinde almakti. Bu iglem gittikge biiziilen (veya azalan)
T, = {X : X D o,} ack kiimeler insa edip bunlarm (1, ., 75 seklinde birlesimini almak
gibi goriilebilir. Bu bize daha genel T,, kiimeleri tanimlamamiza olanak sunuyor.

Tanim 29. T : 2<% — 2<% fonksiyonlarina adac denir. Agaclar agagidaki kosullar
saglamak zorundadir.
(i) Eger T(o) | AT Co=T(1) | NT(1) C T(0)

(ii) Eger T'(o *0) veya T'(o * 1) degerlerinden bir tanesi tanimliysa, digeri de tanimlidir
ve bunlar birbirleriyle uyumsuzdur.
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T(ox1)

Agaclar bir fonksiyon gibi diiglinmek kolaylik saglamaktadir fakat burada bizim igin
onemli olan sey T agacimin goriintii kiimesidir. Bir tam fonksiyon olarak galisan agaglara
tam agag denir. Eger sonsuz tane o i¢gin T(0) C A ise, A kiimesi T'nin dstindedir denir.
Bagka bir isimle buna A T’nin bir dalidir denir. Bir ¢ dizisinin T"nin goriintii kiimesinin
icindeyse bu iligki o € T seklinde ifade edilebilir. Eger T* agacindaki her o dizisi 7'nin de
icindeyse, T* agacina T'nin altagact denir ve bu T* C T olarak gosterilir. Eger T* agaci o
dizisinin T”deki uzantilarini iceriyorsa, T* agaci T nin ¢ 'nin tstindeki bitiun altagacidar.
Agagclar igin olan altagac¢ kavrami, diziler i¢in olan uzant1 kavrami ile aymidir diyebiliriz.
Sonlu uzant1 yonteminde gittikce biizlisen {T},}ncw agaclar inga edilir. Baglangic agaci
olan Ty birim agag olarak insa edilir. Birim agag kisaca biitlin 0-1 dizilerinden meydana
gelen agactir. in§ada her zaman T,,41’in T},’nin biitiin altagaci oldugu kosulu korunur.
Tanimladigimiz bu agag yontemi daha geneldir ¢iinkii insa sirasinda 7, 1’in, 7;,’nin her-
hangi bir altagaci olarak tanimlamamiza olanak sunar. Bu yontemle kullanilan agaclar
genelde hesaplanabilir agaclardir. o € T olup olmadigini hesaplayan bir algoritma varsa
bu agag hesaplanabilir bir agactir deriz.

Tanim 30. a > 0 olmak tizere, eger 0 ile a arasinda bir derece yoksa, a derecesine asgari
derece denir. Daha bicimsel bir gekilde, (Ve)(c <a=c=0Vc=a).

Asgari derecelerin varhigini gostermek i¢in 6nce gerekli bilgileri verelim.

Onsav 31 (Ko6segen onsavi). Verilen bir e € w ve hesaplanabilir T' agaci igin, her A € Q
igin A # U, ifadesini saglayan hesaplanabilir bir @ C T agaci vardir.

Kanit. 7'(0) ve T'(1) birbirleriyle uyumsuz oldugu i¢in en az bir tanesi ¥.(x)’e esit olma-
malidir. Eger bu T'(4) ise, @ agaci T’nin T'(4)’nin iistiindeki biitiin altagaci olsun. a

Asgari derece inga etmek igin Oyle bir A kiimesi inga etmemiz gerekir ki,
C <1 A = C hesaplanabilir bir kimedir veya A <t C

kogulunu saglasin. Verecegimiz basitlegtirilmig kamt [9] galigmasina aittir. Kamtin kul-
landig1 yontemin adi literatiirde e-yarilan yontemi (e-splitting) olarak geger. Bunun igin
once e-yarilma kavramini sonra da e-yarilan aga¢ tanimini yapacagiz. Temel fikir, eger
e-yarilma yoksa o zaman hesaplanabilir kiime elde ederiz. Varsa yarilan taraflardan birini
tutup digerine karsi kogegen yontemini kullaniriz.

15



Gaziosmanpaga Bilimsel Aragtirma Dergisi 1 (2012) 1-20

Tanim 32. oy ve oy birer dizi olsun. Eger V. (o;x) |# WY (02;2) | olmasi saglayan bir
x varsa bu dizilere e-yarilan denir. Bu durumda o1 ve oo x’de e-yarilir denir.

Tanim 33. Eger her o igin T'(o % 0) ve T(o * 1) e-yariliyorsa, T’ye e-yarilan agag¢ denir.
Simdi [11] galismasina ait olan énsavi agagida verelim.

Onsav 34. Verilen bir e, hesaplanabilir bir T" agaci, ve T’nin ustiinde bir A kiimesi igin;
eger U (A) tam ise

1. eger T’de bir e-yarilma yoksa, ¥.(A) hesaplanabilir bir fonksiyondur
2. eger T e-yarihyorsa, A <p U.(A).

Kanit. ¥.(A) tam oldugu igin verilen herhangi bir « igin ¥.(A;z) | oldugunu biliyoruz.
Bu demektir ki, U.(o;2) | olmasim saglayan bir ¢ C A vardir ve bize dogru degeri verir.
A kiimesi T’nin iistiinde oldugu i¢in o € T oldugunu kabul edebiliriz. Eger T"de e-yarilma
yoksa, W.(A;x)’i hesaplamak igin W, (7;z) | ifadesini saglayan T’de bir 7 dizisi bulmak
yeterlidir. W (7;2) |= U.(o;x) |= U (A;2) | olacaktir. Aksi halde 7 ve o x’de e-yarilirdi.

Simdi de T’nin e-yarilan oldugunu varsayalim. A’'nin kesin biiyiiyen basglangic kesim-
lerini ¥.(A)’da hesaplanabilir bir gekilde bulacagiz. T'(c) C A verilmis olsun. A kiimesi
T’nin tistiinde oldugu i¢in T'(ox0) veya T'(o0x1) A’nin i¢inde olacaktir. Hangisinin olduguna
karar vermemiz gerekiyor. 7"nin e-yarilan ise

Ve(T(o*0);2) |# Ve(T(ox1);2) |

ifadesini saglayan bir  vardir. O halde sadece bir tanesi W, (A;x) ile aym degeri verebilir.
Bu iglem hangi dizinin A'nin i¢inde olduguna karar verir. Yani eger ¥ (T (o * i);z) |=
U (A;x) | ise T'(o x1i) C A. O

Yine ayni ¢aligmada bulunan baska bir onerme verelim.
Onsav 35 (Asgari 6nsavi). Verilen bir e, hesaplanabilir bir T' agaci icin alttakilerden
birini saglayan hesaplanabilir bir Q C T vardir.

1. @’nun istiindeki her A igin; eger ¥.(A) tam ise ¥.(A) hesaplanabilirdir.

2. @'nun Ustiindeki her A igin; eger U.(A) tam ise A <p ¥ .(A).
Kanit. Bu 6nsavin kaniti bir 6nceki kanmit1 kullanir. @ agacim e-yarilan ya da hicbir e-
yarilma olmayan agag olarak inga edecegiz.

Eger T’de bir ¢ dizisi varsa ve bu dizinin uzantilar1 e-yarilan degilse, () agacini ¢’nin
istiindeki biitiin agag olarak aliriz. Bu durumda @’da higbir e-yarilma yoktur.

Eger T°de herhangi bir dizinin iki uzantisi e-yariliyorsa, tiimevarim kullanarak @

agacini T'nin e-yarilan altagaci seklinde tammlayabiliriz. Q(o) dizisinin verildigini kabul
edelim. Oyleyse Q(o *0) ve Q(o * 1) T’deki dizinin e-yarilan iki uzantis1 olacaktir. a

Son olarak aym caligmanin ana teoremini verelim.

Teorem 36. Asgari derece vardir.
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Kanit. Asagidaki gereksinimleri saglayacagiz.

R, A4,
Roey1 : C <p A= C hesaplanabilir bir kiimedir veya A <p C

Asgagidaki gibi hesaplanabilir agag dizileri inga edecegiz.

To = Dbirim agag
Toer1 = T =Ty, igin, kogegen onsavindaki @) agaci
Toero = T =Ts.41 icin, asgari 6nsavindaki @) agaci.
Oyleyse A = Upcw Tn(0) yukarida verilen gereksinimleri saglayacaktir. O

Bir ¢énemli nokta, bu inganin (”’-hesaplanabilir olmasidir. Asgari 6nsavinda ilk kosulda
sordugumuz soruyu hatirlayalim. “T’de, uzantilari e-yarilan olmayan bir o dizisi var midir”
sorusuna ancak bir ()"’-bilge kullanilarak karar verilebilir. Bu yiizden teorem, 0" derecesinin
altinda bir asgari derece oldugunu soyler. Aslinda benzer bir yontemle tam agac yerine
kismi aga¢ kullanarak 0’ derecesinin altinda asgari derecenin varhgi kanitlanmigtir [6].
Fakat bunu yazimizda gostermeyecegiz.

0’ derecesinin altindaki her derece numaralandirilabilir derece degildir. Asgari dere-
celerin varligim gostererek D yapisinin yogun olmadigini gésterdik. Fakat ilging olan sonug,
R siifinin yogun olmasidir [7]. O halde her numaralandirilabilir a ve b dereceleri i¢in her
zaman a < ¢ < b kosulunu saglayan numaralandirilabilir bir ¢ derecesi vardir. Bu demektir
ki asgari dereceler numaralandirilabilir olamaz.

Ziplama smiflari

Bu boliimde Post’un orjinal sorusuna cevap verecegiz. Emil Post, 0 < a < 0’ kogulunu
saglayan numaralandirilabilir bir a derecesi olup olmadigini sormustur. Bu soru hesaplana-
bilirlik kuraminin ilk ¢aligsmalarindan biridir. Cevabi [3] ve [5] tarafindan verilmistir ama
biz onlarin kanitini vermeyecegiz. Bunun yerine ziplama smiflarim ilgilendiren ama ayni
zamanda Post’un sorusunu da ¢ozen baska bir teorem verecegiz. 0’ derecesinin altindaki
ziplama smiflarmdan bahsedelim. Boylece derecelerin 0 veya 0’ derecesine yakinligim
bulmus olacagiz. Teoremde kullanacagimiz kanmt, sonlu yaralama oncelik yontemi (finite
injury priority method) denilen yeni bir yontemle ¢oziilecek.

Tamim 37. a < 0’ olmak tizere, eger a’ = 0’ ise bu dereceye diistik derece denir. Eger
a’ = 0” ise bu dereceye yiiksek derece denir.

Teorem 38. Hesaplanamaz diisiik bir numaralandirilabilir derece vardir.

Kamit. 0 derecesinin altinda hesaplanamayan derece inga etmek kolay bir iglemdir. Sonlu
uzanti yontemiyle bir (' bilgesi kullandigimiz zaman boyle bir kiime elde ederiz. Fakat
biz sonlu yaralama yontemiyle hesaplanamayan numaralandirilabilir diigiik derece inga
edecegiz. Numaralandirilabilir kiimelerin ingalar1 tam yaklastirma yontemiyle yapilir. Bu
yontemde herhangi bir bilge kullanilmaz ve inganin kendisi hesaplanabilir bir tarzda yapilir.
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Numaralandirilabilir kiimeler zaten algoritmik olarak elemanlarinin listelenmesi ile elde
edilir.

Once kiimemizin hesaplanamaz olmasim saglayan gereksinimlere bakalim. A'min he-
saplanamaz olmasi i¢in agagidaki gereksinimlerin

Pot [Wo| =Rg = Wen A% 0.

saglanmasiyla beraber A’nin sonsuz olmasi yeterli olacaktir. Burada Ny dogal sayilar
kiimesinin kardinalidir. Yukarida verdigimiz kosul yeterli olacaktir ¢iinkii

A hesaplanabilir bir kiimedir < A ve A numaralandirilabilir

ifadesi dogrudur. Bu gereksinimler A’nin hicbir e icin W, ye esit olmadigim saglayacaktir.
Simdi de derecenin diisiik olmasini nasil saglayacagimiza bakalim. Bunun icin agagidaki
gereksinimleri saglayacagiz.

Ne i (3%s) [We(Agse) [s] [] = Pe(45e) |.

Burada (3*°s) ifadesi “Q(s) onermesini saglayan sonsuz tane s vardir” anlamindadir.
A, ifadesi s adimimin sonunda A’da listelenmis olan elemanlar1 belirtir ve A = J, As
olarak ifade edilir. N.'nin saglanmasiyla diigiik derece elde edilir. Bunu gormek igin bir
g fonksiyonu ele alalim ve bu fonksiyonu su sekilde tanimlayalim. Eger U, (Ag;e) [s] | ise
g(e,s) = 1 olsun; aksi durumda g(e,s) = 0 olsun. g*(e) = lim;_ g(e, s) olsun. M. 'nin
saglanmasi demek bu limit vardir demektir. O halde g* fonksiyonu A’ nin karakteristik
fonksiyonudur ¢iinkii g fonksiyonu hesaplanabilir oldugu icin, g* bir () bilgesi verildiginde
hesaplanabilir olur.

Tanmim 39. Kullanim fonksiyonu
u(Bse,xz,8) =1+ “U.(B; ) [s] hesaplamasinda bilgede kullamilan maksimum eleman”
olarak tamimlansin. W.(B;z) [s] T ise u(B;e,z,s) = 0 olsun.

N, gereksinimlerini saglamak igin kisitlama fonksiyonunu tammlayacagiz. Her e igin,
re(s) = u(As; e, e, s)

olarak tanimlansin.

Ingann s+ 1'inci adiminda eger n < r.(s) degeri A kiimesinin icine katilirsa (yani nu-
maralandirilirsa) o zaman r, fonksiyonu yaralaner. Burada fonksiyonla ilgili olarak 6nemli
olan nokta, eger r.'nin bir daha yaralanmadig1 bir adim varsa insada o zaman N, saglanir
ve limg_, 00 7e(s) tanmml olur. Bunun dogru oldugunu goérmek igin, r.’nin hicbir > s
adiminda yaralanmadigini varsayalim. Eger W.(As;e)[t] | ifadesini saglayan bir ¢ > sg
adim1 yoksa, N, saglanir ve lim,_, o 7¢(s) = 0 olur. Varsa, o zaman ¢ boyle bir adim olsun.
t adimidan sonra A’ya u(Ay;e, e, t)’den kiigiik bir deger katmadigimiz i¢in bu hesaplama
U.(A;e) | ve her s >t icin r.(s) = r.(t) olarak korunacaktir.

Biitiin gereksinimleri saglamak igin, bu gereksinimlere oncelik vermeliyiz. Bu 6ncelik
My en biiytk oncelik olmak tizere, Ny, Py, N1,P1, ... seklinde olsun. Burada higbir P,
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gereksiniminin kendinden biiyiik bir N; gereksinimini yaralamasina izin vermiyoruz. P,
A’ya bir eleman kattigr zaman bu gereksinim siirekli saglanmig kalacaktir. Bu yilizden her
P. gereksinimi en fazla bir eleman katacaktir A kiimesine.

Her N; gereksinimi icin, kendinden daha biiyiik 6ncelige sahip sonlu sayida P, ge-
reksinimi vardir. Bu demektir ki belli bir adimdan sonra N; artik yaralanmayacaktir ve
bundan sonra siirekli saglanmig olarak kalip lims_, o 7;(s) tanimli olacaktir. Oyleyse biitiin
P. gereksinimlerini saglayabiliriz. Eger W, sonsuzsa, bu kiimede daha biiyiik 6ncelikli
gereksinimlere ait biitiin kisitlama fonksiyonlarinin limit degerlerinden biiyiik bir deger
olacaktir. i@te bu degeri A’ya katarak bu gereksinimi saglamis oluruz. Simdi insay1 acik
sekilde verelim.

s = 0 adiminda Ay = 0 olsun.

s+ 1 adiminda A, verilsin. W; N A; = () ifadesini ve

sz e Wis Ax > 2i A (Ve <i)[re(s) < z]]

ifadesini saglayan en kiigiikk ¢ < s degerini (eger varsa) buluruz. Burada W; s, ¥, [s]
fonksiyonunun tanim kiimesidir.

Eger boyle bir ¢ varsa, ikinci ifadeyi saglayan en kiiciik z’i A'nin icine katalim. Yani
Agy1 = As U {x}. Eger i yoksa, birsey yapmayacagiz yani As11 = A, olarak kalacaktir.

in§a burada bitiyor. Simdi insanin saglamasini yapalim. A’nin sonsuz olmasi P.’nin
A’ya en fazla bir z € w katmasindan dolayidir. Eger = elemani A’ya katilirsa x > 2e olur.
Her gereksinimin saglanmasi da yukarida verilen 6ncelik tanimina dayanmaktadir. a
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