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Lineer Modellerde Yarı Uzay 
DerinliğineDayalıDengeli Bootstrap 

Güven Bölgeleri 

İhsan KARABULUT' Fikri ÖZTÜRK' 

ÖZET 

Bir lineer modelde parametrelere ilişkin güven bölgelerinin 
ofuştımtl- mastnda son yıllarda uygulaması yaygınlaşmaya 

başlayan derinlik kavramı kullamlarak dengeli bootstrap güven 
M /gelerinin nasıl oluşturu/abifecegi bir uygulama i/e gösterilmiştir. 

Aııalı/ar Kelime/er: Lineer model, bootstrap, deligeli güven böLgesi, 
yarı uzay derinligi. 

1. GİRİş 

B i lindiği gibi 

y = Xp +e 

lineer modelinde X IIXp boyutlu matris olup raıık(X)= p, ,,~p olması durumunda ve 

E(e) =O, Cov(e) =u21 varsay ı mları a l tında fJe RP parametre vektörü ile u2e (0,00) 
parametresi için alışıl mı ş tahmin ediciler 

p, =(XXr'n 
ve 

.' = Y'(/ - x(XXr' x} 
/1 - p 

dır. 

Pıı tahmin edicisi Gauss-Markov teoremi ile belirtilen özelliklere sahiptir. a2 

tahmin edic isi de y ' nin karesel formu biçiminde olan yansı z tahmin ediciler arasında 
enküçük varyanslıdı r(Graybill(1 976». Ancak iiLi ve a2 'n in dağılımları bilinmediğinde 

fJ ve u2 parametreleri ile ilgil i hipotez testi yapmak ve güven bölgeleri oluşturmak 

mümkün olmamaktad ı r . Bu çalışmada fJ parametre vektörü için iiLi tahmin edicisine 
bağlı bootstrap güven bölgesi ile derinliklere dayalı güven bölgeleri teorik ayrıntıları na 
inilmeden kısaca tanıtılıp açıklanmaktadır . 

• Ankara Ünivcrsitesi Fcn Fakültcsi İstatistik Bölümü, 06 100 Tandogan Ankara. e-posta: 
kbu i u ı @sc i cncc.ankara.edu.tr 
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Dağılımdan bağımsız olan bu güven bölgelerinin işlerliğ i ni görmek amacıyl a. 

(Le (0,1) olmak üzere e-N(O,a21) durumunda 1- a güven düzeyli 

( 1 ) 

güven bölgesi ile karşıl aştırılına yapılmaktadır. 

Çalışmanın i kincİ k ısm ında bootstrap güven bölgesi, üçüncü kısmında yarı 
uzay derinliğine dayalı dengeli güven bölgesi kavramları tanıtı l maktadır. Dördüncü 

kı s ı mda f3 parametre vektörü iç in Pn enküçük kareler tahmin edicisine dayalı ı - a 

düzey inde bootstrap güven bölgesinin oluşturulmaktadır. Son kısımda iki açıklay ı c ı 
değişken l i ve sabit terimi olmayan yapay bir model üzerinde üreti lm i ş verilerle bi r 
uygu lama yapılmaktadır. 

2.BOOTSTRAP GÜVEN BÖLGESİ 

Parametre vektörleri için güven bölgesi kavramına geçmeden önce bazı 

hatırl atmalar yapalım . Z -N(O, ı) olmak üzere 

aralığı ıçın 

dı r. 

Xi' Xı ,X3"",Xn bir örneklem ve e 
bir parametreyi göstersin. Bn' e için 

bu örneklernin geld iği kit leye ait bilinmeyen 

edic iler ve Ô"~, Var(OII)= O"~ için tahmin 
On On 

olsunlar. Z standart normal dağı lımlı rasgele deği şkeni göstermek üzere 

olduğunu varsayalım. Bu durumda 11112(a~ )- 1/2(0" --8) pivotuna dayalı yaklaş ı k ı - a '. 
güven düzeyli bir güven aralığı 

dır. 

Xi' Xı ,X3 " " ,Xn örneklerninden üretilen B tane bootstrapörnekleminden 

b _ yı" -yı 'b • _ 
Zıı - 11 (u'b) (911 - 9,,),b - l,2.3, ... ,B 

0. 

gözlenen bootstrap değerleri küçükten büyüğe sıralansın. Baştan ve sondan a/2 

oranlarında gözlernin d ışında kalanların kümesi Wıı . I _ CI ile gösteri lsin. 

(2) 
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kümesini kapsayan enküçük kapal ı aralık , (} için l-a güven düzeyinde dengeli bir 
bootstrap güven aral ığı (BGA) olarak tanımlanab i lir. Bir diğer bootstrap güven aralığ ı 

. HaJl( i 992)'de anlat ı ld ığ ı gitii 

" , 
{O.:~ e K' _a' b = 1.2.3 ..... B} 

kümesini kapsayan en küçük kapalı aralık olarak tanımlanır. Burada bootstrap 
değerleri için bir sıra l ama yapılmadı ğı ve güven aralığının yukarıda tanımı yapılan 
Kı _a aral ığında yer alabilen lerin oluşturduğunu belirtelİm . 

Benzer düşüncelerle p - boyutlu bir () parametre vektörü 'için bootstrap güven 
bölgesinin o luşturu l masında Z-N(O,/ pxp ) olmak üzere 

küres i, 
P(Ze Kı.a)=l-a 

olacak şeki l de tanımlansın . n birimlik bir örnekleme dayalı bir Ô,J tahmin edic İ sİ iç in 

".1 _ d 
...... IıL 2 (O" -O~Z 

ô, 
. 1 

olduğunda J;t. _2 (911 - O) pivotuna dayalı yaklaşık 1-(1 güven düzeyli bir güven aralığı 
0, 

~ _1~1 
{(}ıı-rı 2:E~ z:ı:e Kı_a l 

0, 

d ır . Ôll ve L tahmin edicilerinin bootstrap karşılı kları 

'" olmak üzere 

değerlerine dayalı 
'b b 

{On:ı:neKı_cı,b= 1,2,3, ... ,B} 

~b ~b 
(J" ve L_b , b = I,2,3, ... ,B 

0, 

güven bölgesi O parametre vektörü için bir bootstrap güven bölges id ir. Bu güven 
bölgesi çok değişkenli standart normal dağılımın küresel bir dağılım olması 
düşüncesi altında, bu dağıl ı mın ı - (1 ' lık kı sm ını oluşturan Kı _a küresin in içine 

dönüştürülen 9: bootstrap tahminleri ile oluşturulmuştur . 

9" parametre vektöıü bir boyutlu olduğunda yukarıda anlatıldığ ı gibi Ô! 
bootstrap tahminlerİ veya bunların dönüşümleri olan ı: değerleri küçükten büyüğe 
sıralanıp sıra istatistiklerine dayalı olan (2)'deki dengeli bootstrap güven aralığ ı 
oluşturulu r. Bunu parametrenin vektör olması durumunda yapabili r miy iz? Parametre 

vektörünün Ô! bootstrap tahminleri çok boyutl~ Euc1ide uzayında noktalar olarak ele 

alınıp , bu noktaların orta laması(ağırhkh ortalaması) olan noktaya göre Euc1ide 
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uzak lıkları hesaplanır ve noktalar bu uzak lıklara göre siralanırsa, en uzak 
noktalardan a kadarının atıl masından sonra geriye kalan lar yard ı mıy l a güven 

bölgesi oluşturulabi l ir. B" ' nın dağı lı.mı küresel olmadığında böyle bir düşünce pek 

isabetli o lmayab ilecektir. 

Çok değişkenli dağılım l arda sıra istatistikleri gibi bir kavrama ihtiyaç 
duyulduğu açıktır. Bu ihtiyaç bir ölçüde derinli k kavramı yla karşılanabi li r. Sonraki 
kı sımda bu kavram kısaca tanıtılı p parametre vektörleri için derinl iklere dayalı 
bootstrap güven bölgelerinin oluştulmasında kullanılacaktır . 

3.DERİNLİK ÖLÇÜLERİ 

X E Rd verilen bir nokta ve F, d boyutlu X; rasgele vektörünün R 'I de tanımlı 
dağılım fonksiyonu olmak üzere, derinlik kavram ı x noktasının F' nin "merkez ine" 

yakınlığını ölçmenin bir yoludur. Bunun örneklem karşı lığı, x E Rd noktasının 
X 1,x2, ... ,X" rasgele örneğine ait gözlem kümesinin(bulutunun) merkezine yakınlığın ın 

ölçüsü olarak ifade edilebilir. Tek boyutlu rasgele değişkenlere ilişkin sıra istatist iği 

tanımında herbir rasgele değişken için küçükten büyüğe ya da büyükten küçüğe 

sıralama sözkonusu olabi lmekte iken rasgele vektörler için böyle bir sı ral ama 
yapılamamaktadır. Rasgele vektörlerde bir sı ralama derinlik kavramı ile en 
derinde(merkezde) yer alan vektörden en dışta yeralan vektörlere doğru 
yapılabilmektedir. Derinlik ölçmek için deği şik ölçüler tanım l anmışt ır . Bunlar için 
diğerlerinin yanında Liu, Parel ius ve Singh( 1999), Liu( ı 990), Rousseeuw ve 
Ruts( ı 999)'un çalı şmaları örnek gösterilebir. 

Bu yazımızda derinlik ölçülerinden sadece yarı uzay deri nliği(ha l f-space depth , 
HO) üzerinde duru lacaktı r. Affın değişmezlik , merkezde en büyük derinlik, en derin 
noktadan uzaklaştıkça monoton olarak azalan derinlik ve sonsuzda sı fırl ana n derinlik 
özelliklerine sahip olan bu derinlik ölçüsünün diğer özell ikleri hakkında bilgi Danoho 
ve Gasko( 1982) ile Zuo ve Serfling(2000)'de bulunabilir, 

X E Rd noktasının F dağılımına göre yarı uzay derinliği 

HD(F;x) = inff(H):H ,Rd dex'i içeren kapa lı bir yan hiperdüzlan} 
H 

olarak tanımlanır. Yarı uzay derinliğinin örnek karşı lığ ı 

HO'(F )' r {"{X;;X;E Hi H Rd d ,., k ı b' h' d" ı ) '; x =ı n ;, e x i ı çeren apa i If yan ıper uz an 
H " 

biçimindedir. Burada nCA), A kümesinin eleman say ısı nı göstermektedir. 

Derinlik ölçülerinde derinlik değerl er i [O, 1] aralığındadı r. Derinliğ i en büyük 
olan noktaya derinlik merkezi ya da kı saca merkez denir. En büyük derinliğe sahip 
birdençok nokta bulunduğunda bunların ortalaması merkez olarak alınmaktadır. 

Gözlemlerin örnek derinlik değerleri gözlemleri sıralamak için doğal bi r araçt ı r. Bu 
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sıralamada derinli k değeri en büyük olan gözlem 1. sıraya konu lmakta, sıra 

numarasının büyümesi o gözlernin merkezden dı şarıya doğru u zakl aşması 

an lamındad ır. Aynı derinlik değerine sahip birden çok gözlem bu l unduğunda tek 
deği şkenli rasgele deği şkenlerde olduğu gibi bunlara aynı s ı ra numaras ı verilmeyip ayrı 
sıra numaras ı verilmektedir; kaç tane gözlem varsa o kadar sıra numaras ı vardır . 

xl,Xı ,·· ·,Xn örnekleminin derinl iklerine göre sıralanm ış ! X h],X[ı ], .... , X !Iıj' l cre der inlik 

sıra istatistikleri denir. 

Rasge le ö rneklernin alındığı kit lenin el iptik bir dağılıma sahip olması 

durumunda dağı lıma ait, varsa ortak yoğunluk fonksiyonunun konturları ile derinlik 
konturları örtüşecektir, Liu, Parelius ve Singh(1999). 

Şimdi , ikinci kısımda sözü edil en Z!,b = I,2.3, ... ,B bootstrap gerçek leşmelerini 

gözönüne a l a lı m . Bunlar p boyutlu Eucl ide uzayında birer nokta olarak düşünülsün 
ve örnek yarı uzay derinliği ne göre sıralansın. Büyük deri nlik li olanından küçüğüne 

doğru sıralanan Z! ' ler Z!:I'Z!:2,Z! :3 ' .... Z!:B o lmak üzere bun lardan e n derinde o lan 
i - a ' Iık k ı s mını oluşturanlar 

olsun . Burada, 

J(i - a)B 
1( I - a)Bı = l [(I - a)B) + 1 

(3) 

, (1 - a)B tamsay> 

,(i - a)B ıamsay> den il 

olup, [.J sayın ın tam kı smını göstermekted ir. B~.l _ (I kümesine dayalı olarak 

oluşturulan 

BGB(B) = {Ôn - 11 - Yıi:?w :w e BWn.l _o:l (4) 
" 

kümesini kapsayan en küçü k konveks bölge €i parametre vektörü içi n yaklaşık I-a 
güven düzeyinde derinliklere dayalı dengeli bir bootstrap güven bölgesi ( BGB )olarak 
tanımlanır. Bu bootstrap güven bölgesi n örneklem hacmine bağlı olarak tam i -a 
güven bölgesine hemen hemen heryerde yak ın saması Yeh ve Singh(1997) tarafından 
ı spatlanmıştır . 

4. LİNEER MODELLERDE P PARAMETRE VEKTÖRÜ İçİN 
DERİNLİKLERE DAYALı BOOTSTRAP GÜVEN BÖLGESİ 

Y = Xp+e lineer modelinde e - N(O,u2/11xıı ) olması durumunda f3 parametre 

vektörünün e nçok o labi lirlik tahmin edicisi {J" = (x:n-I X'Y ıçın 

dır. Ancak hata vektörü E ' nün dağılımı bilinmediğinde f3 iç in I-a güven düzeyinde 
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Yeh ve Singh(1997)' in elde ettikleri doğrulukta (hassasiyette) BGB oluşturmak istenirse 
Ei rasgele değişkenlerinin dördüncü dereceden EEt beklenen değerinin var olmas ı 
gerekecektir. Bu saptama Qurnsiyeh(1994) Tearem 3.3 ve Hatırlatma 3A'e dayanarak 
yapı l mıştır. 

Bu varsayım yap ıl dığında Pn' {J ' nın enküçük kareler tahmin edicİs İ olmak 

üzere 
i 

,r;; i:;~ (p - PJ ---"---> z 
olması için gerekli o lan üçüncü dereceden Ec;3 beklenen değeri nin var ,olması koşu l u 
da yerine ge lmektedir( Lehmann(1999) Teorem 2.7.3, Tearem 2.5.2 ve Teacem 5.4.6). 

Bu ve önceki kı sı mlarda anlatılanları kullanarak f3 parametre vektö rü iç in ] -a 

güven düzeyinde BGB oluşturmak İsteflsin . Bir beotstfap tahmini elde etmek için 
beDtstrap örnekleminin nası l elde edild iğini özetleyelim(Efron(1 982»: 

ı. n çap lı rasgele örneklem kullanılarak Y = XP+E lineer modelindek i (3 

parametre vektörünün Pn enküçük kareler tahmin edicisin i kullanarak art ı k l ar 

tahmin edilir ve art ık terimleri ei ::: Yi - XPn iç in <;> rnek lem dağı lım fonksiyonu 

F" oluşturu lur. 

2. F" dağılımından n birimlik bir örneklem e~, e~, e:, ... , e; olmak üzere b. 

booıstrap veris i 
b ~ b . 

Yi ::: Xf3n +ei'l ::: 1,2,3, ... ,11 

'b e lde edilir ve enküçük kareler tahmin edicisi ile f3" bootstrap tahmini elde 

edilir. 
3. İkinc i adım birbirlerinden bağımsı z olarak 

p~ , P'!; ,Pı~ , ... ,p: bootstrap örneklemi e lde edilir. 

B defa tek rar edi lerek 

Burada ilk adım için Qumsiyeh( 1994), . örneklem dağılım fonksiyo nu F" ' nin e j 

kalınt ıl arı yerine ii :::1ı- 1 L..~", l ei olmak üzere ei = ei - it için oluşturu lmasının daha 

uygun olacağını ileri sürmektedir. Bu durumda F" dağılım fonksiyonu altında 

beklenen değer En€; = O olacaktır. 

Şi mdi yarı uzay derinl iğine dayalı yaklaşık i - a güven düzeyinde denge li 

bootst rap güven bö lgesi ifade edi lecektir. Pn enküçük kareler tahmin ed icisinin varyans 

kovaryans matrisinin tahmin edicis i t Pn ve bunun bootstrap karşılığ ı 

gösteri lsin. 

olmak üzere, 
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hootstrap gerçekleşmeleri yarı uzay derinliğine göre büyük derin likl i o lanından küçük 

derinlikli olanına doğru Z!:ı,Z!:ı,Z!:l",Z!:B olarak sıralansın. Bunların en derinde olan 
I-o: ' lık kısm ını oluşturanl ar (3)'deki gibi BWIı.I _a kümesi ile gösterilsin. BWn,l_o. 

kümesine dayalı olarak (4)'deki gibi 

~ _1 ,1 
BCB{{J)=l.fJlı - II 2Ep2 w:weBWıı1_a } 

" . 
(6) 

kümesini kapsayan en küçük konveks bö lge fJ parametre vekıörü ıç i n I-o: güven 

düzeyli derinliklere dayalı dengel i bootstfap güven bölgesini oluşturmuş olur. 

5. UYGULAMA 

Bu kısımda, fJ parametre vektöıü için 4. kısımda ifade edi len derinliklere 
dayalı dengeli bootstrap güven bölgeleri rasgele üretil mi ş veriler kullanılarak 

ömeklenecektir. Veriler 4. kısımda sözü edilen varsayım l ar ın sağlanması ve 
karşı l aştırma yapmak için elimizde mevcut bir güven bölgesinin bulunması amacıyla 

normal dağılımdan üretilmiştir. Ömeklem yarı uzay derinlik hesaplamaları Rousseeuw 
ve Ruts( ı 996)'un iki boyut lu verilerde simpleks ve yarı uzay derinliklerini hesaplayan 
fortran 77 ile yazılmış bilgisayar programı ile yapılmı ştır. Uygulamaya konu olan 

sabiı ıerİms İ z lineer modelinde, parametre vektörü fJ' =12,3], E30xl - N(03OxI,4130x30 ) ve 

X 3Ox2 matrisi 

, [-2 -) 
X30 x2 = i - I 

-) - 2 -2 - I - I - ı O O - I - I O O o i ı 

-2 - I - 2 O i 2 2 i -] - 2 O - ı - 2 3 2 
i ı 2 2 2 2 3 2 ı i O - ıL 
o -I o i 2 3 i ı - ı i O - I 

olarak tasarlanm ışt ı r . Modele uygun rasgele veriler üretildiğinde Y rasgele vekıörüne 
ait 30 gözlem değeri satır sırasıyla aşağıda olduğu gibi kaydedilmiştir : 

0 .2256 - 5.0810 -7.4673 -7.7479 -s-sm -2.3192 -0.4066 s . ım 58994 S3272 

- ).68"201 - 11 .]002 -4.0582 -19]U -&0180 11.816] 11.1646 3 .o.ıı8 4.01 58 -<I.68)() 

28261 10.1482 8.9661 15.45.56 12.1618 1.11221 4.899 1 7.7122 2. 1001 - 65343 

Bu verilerle parametre vektörünün enküçük kareler tahmini , P~ = [1.7537,3.2309J ve 

q2 = 8.2996 olup 

. 
ı; = 1.7537 Xı; + 3.2309X" ,i = 1,2,3, ... ,30 

elde ed ilmi ş ve artıklar ej = yı - 1'; aşağıdaki gibi bu lunmuştur: 

0.5021 14050 4.25.56 - 1.0096 4.4453 -<I.sf)55 - 1.8838 OAI89 -o.S624 20963 

I.:ıoıı - 2.8847 -6 .0582 l.3 121 -l.5S62 1.3697 2.949 1 - 19428 2.2621 0.7942 
-<I .M13 3.4099 - 1.0025 2.2555 3.6758 - 19162 6.3763 2.7T76 2.1001 - 1.S497 
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Kı sım 4 'te sunulan bootstrap yöntemi kullanıl arak (S)'deki 
gerçekleşmesi olan z~o,z~o,zjo, ... .z~go değer1eri yarı uzay 

z~(U,Z~0:2,z~ro, ... Z~0:200 olarak sıralanıp 

b b b b i BWıo.O. 90 = (ZJO.ı..zı0:2,zJO:J~.,ZJ(lI 80 

kümesi elde ed ilir, 

gib i elde ed ilen 200 
derin liğine göre 

L = (u (XX)' ) i "! 1 .2, ı t=[ 0.06996 - 0,02046] 
-:r;: Pıı J: -0.02046 0.07315 

olmak üzere yakl aşı k 0.90 güven düzey li ve yarı uzay derinliğ i ne dayalı bootstrap 
güven bölgesinin içinde bulunacak elemanlarının kümesi (6)' da olduğu gibi 

(J 
, 1.1 

BGB(fJ) =( '1- 1/ 2E'j"w:wEBWıo.o.901 

olarak bulunur. Elde ed ilen bu kümenin elemanlarını içeren en küçük konveks bölge 
bir çokgen olarak Şekil ı. 'de sunulmuştur. 

BGB(fJ) kümesin i içeren çokgen tam 0.90 güven düzey li e lips biçimI i güven 

bölgesinin de içinde yer almıştır. Çokgenin d ı şında kalan 20 bootstrap tahmini 200 
bootstrap tahmininin derinlik lere göre derinliği en az olanlarıdır . 

Elde edilen yaklaşık güven bölgesinin tam 0.90 güven düzeyli bölgenin içinde bir 
güven bölgesi olduğu dikkat çekmektedir. Bu durum ayrıca incelenmeli ve 
geneııemede bulunup bulunulamayacağı araştırılmalıdır. 

'" , 
2.5 

, :' .. ' 

-',.' . 
, ' , , 

", 
, " 

, ... , ...... 
'.' .' . --', : . "',: ': .. ,' ... . ,". 
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Şekil ı. fJ için dağılıma bağl ı olarak elde edilen 0.90 güven düzey li güven bölgesi ve 

yarı uzay derinl iğin e dayalı BGB(fJ) kümesin i içeren enküçük konveks çokgen ile 

çizilen yaklaş ı k 0.90 güven düzey li güven bölgesi. 
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Balanced Bootstrap Confidence Regions in Lineer 
Models Based on Half Space Depth 

ABSTRACT 

A balUlıced hooıs/rap coııfidellce region has beeıı studied and 
e.xanıplified for a liııeor model parameters by data depıh a 1101;011 

whiclı have hecome üıcreasingly used iıı multivariaıe data analysis bı 
receıı l years. 

Key Words : Utleor model. hooıstrap, balaııced eoııfideııce region, 
half space dep/h. 
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