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Lineer Modellerde Yar1 Uzay
DerinligineDayaliDengeli Bootstrap
Giiven Bolgeleri

Ihsan KARABULUT" Fikri OZTURK"

OZET

Bir lineer modelde parametrelere iligkin giiven baélgelerinin
olusturul- masinda  son yillarda  uygulamas: yayginlagmaya
baslayan derinlik kavrami kullamlarak dengeli bootstrap giiven
bolgelerinin nasil olusturulabilecegi bir uygulama ile gosterilmigtir.

Anahtar Kelimeler: Lineer model, bootstrap, dengeli giiven bélgesi,
yart uzay derinligi.

1. GIRIS
Bilindigi gibi
Y=XB+¢

lineer modelinde X nxp boyutlu matris olup rank(X)= p, n> p olmast durumunda ve

E()=0, Covie)=0?I varsayimlari altinda e R” parametre vektorii ile o?e (00)
parametresi icin aligitlmig tahmin ediciler

B.=(xx)"'xY
ve
’ |
s2.Y (f-x(x'x)‘ x}'
n-p
dir.

B, tahmin edicisi Gauss-Markov teoremi ile belirtilen 6zelliklere sahiptir. 62

tahmin edicisi de ¥ 'nin karesel formu bigiminde olan yansiz tahmin ediciler arasinda
enkiigiik varyanshidir(Graybill(1976)). Ancak f, ve &% nin dagilimlar1 bilinmediginde
B ve o’ parametreleri ile ilgili hipotez testi yapmak ve giiven bolgeleri olugturmak
miimkiin olmamaktadir. Bu ¢aligmada p parametre vektorii i¢in §, tahmin edicisine

baglh bootstrap giiven bolgesi ile derinliklere dayal giiven bolgeleri teorik ayrintilarina
inilmeden kisaca tanitilip agiklanmaktadir,

" Ankara Universitesi Fen Fakiiltesi Istatistik Boliimii, 06100 Tandogan Ankara. e-posta:
kbulut@science.ankara.edu.tr
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Dagilimdan bagimsiz olan bu giiven bolgelerinin iglerligini gormek amaciyla .
ac (01) olmak tizere e~N(0,0*I) durumunda 1-a giiven diizeyli

P((B” B ﬁ)’XX(E" -B)< p&2ﬁ~a:p.n—p) =l-a ' (1)

giiven bolgesi ile kargilagtirilma yapilmaktadir.

Caligmanin ikinci kisminda  bootstrap giiven bolgesi, tgiincti kisminda  yart
uzay derinligine dayali dengeli giiven bolgesi kavramlar1 tanitilmaktadir.  Dordiinct

kissmda B parametre vektorii igin f, enkiigiik kareler tahmin edicisine dayali 1-a

diizeyinde bootstrap giiven bolgesinin olusturulmaktadir. Son kisimda iki agiklayici
degiskenli ve sabit terimi olmayan yapay bir model lizerinde (retilmis verilerle bir
uygulama yapilmaktadir.

2.BOOTSTRAP GUVEN BOLGESI

Parametre vektorleri igin giiven bolgesi kavramina gegmeden Once bazi
hatirlatmalar yapalim. Z~N(0,1) olmak iizere

Ki o« ={2:24/2 52521442 }

araligt icin
P(ZeK ,)=1-«
dir. .
X, X;,X;,...,X, bir orneklem ve 6 bu orneklemin geldigi kitleye ait bilinmeyen

bir parametreyi gostersin. 8, 6 igin ve &;

n

; Var(é,,)=cr§ icin tahmin ediciler
n

olsunlar. Z standart normal dagilimli rasgele degiskeni gostermek iizere

n2@% )12, -0z

oldugunu varsayalim . Bu durumda »' 2@ ) 2(6, -0) pivotuna dayali yaklasik 1-a

guiven diizeyli bir giiven aralig1

) =1/2,42 \-1/2
{0,,—n (Gé ) zzekK,_,)
n

dir.
X, X,,X;,...,X, ornekleminden iiretilen B tane bootstrap 6rnekleminden

z8 't {&;b )% @f-6,)b=123,..B
gozlenen bootstrap degerleri kigiikten buytige siralansin. Bastan ve sondan a/2

oranlarinda gozlemin disinda kalanlarin kiimesi W

' 1-a ile gosterilsin.

BGA =§H __(5_2)—”2me Wﬂ']"a} (2)



kiimesini kapsayan enkiigiik kapali aralik, @ icin 1-a giiven diizeyinde dengeli bir
bootstrap giiven araligt (BGA) olarak tanimlanabilir. Bir diger bootstrap giiven aralig
-Hall(1992)’de anlatildig1 gibi

(6°:2°eKk, ., b=12,3,..,B)

l-x?

kiimesini kapsayan en kiigiik kapali aralik olarak tammlanir. Burada bootstrap
degerleri i¢in bir siralama yapilmadii ve giiven araliginin yukarida tanimi yapilan
K,_, araliginda yer alabilenlerin olusturdugunu belirtelim.

Benzer diigtincelerle p —boyutlu bir & parametre vektorii “igin bootstrap giiven
bolgesinin olugturulmasinda z~N(01 ,,, ) olmak iizere

Kia= %e RP 2’z i';,}

P(ZeK\_y1-a

kiiresi,

olacak sekilde tammlansin . n birimlik bir 6rnekleme dayal bir 6, tahmin edicisi icin
i
JnE RICH -9z
A‘_J_ -~ . - .
oldugunda ! Eéz (6, —0) pivotuna dayali yaklastk 1-a giiven diizeyli bir gliven aralig:
" =kelk
(6, —n 22; zz€ Ky_q)

n

dir. 6, ve ﬁé tahmin edicilerinin bootstrap karsiliklart 62 ve igb, b=1,2.3,..,B
n

n

olmak lizere
i ST R
z,’::JEz;b 2(62-6,)
n

degerlerine dayali
(0L zlek, o b=123,..,B)

giiven bolgesi @ parametre vektorii igin bir bootstrap giiven bdlgesidir. Bu giiven
bolgesi ¢ok degiskenli standart normal dagilimin kiiresel bir dagilim olmas:
disiincesi altinda, bu dagilimin 1-a’hk kismini  olusturan K, , kiiresinin igine

doniigtiirillen 62 bootstrap tahminleri ile olugturulmugtur.

6, parametre vektorii bir boyutlu oldugunda yukarida anlatildign  gibi 6°
bootstrap tahminleri veya bunlarin doniigiimleri olan z, degerleri kiigitkten biiyiige

siralanip sira  istatistiklerine dayali olan (2)’deki dengeli bootstrap giiven aralig
olusturulur, Bunu parametrenin vektor olmasi durumunda yapabilir miyiz? Parametre

vektoriiniin 67 bootstrap tahminleri ¢ok boyutlu Euclide uzayinda noktalar olarak ele
alimp , bu noktalarin ortalamasi(agirhkli ortalamasi) olan noktaya gére Euclide
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uzakliklar1  hesaplanir ve noktalar bu uzakliklara gore siralanirsa, en uzak
noktalardan « kadarmin atilmasindan sonra  geriye kalanlar yardimiyla giiven

bolgesi olusturulabilir. ,’nin dagilimi kiiresel olmadiginda boyle bir diisiince pek
isabetli olmayabilecektir.

Cok degiskenli dagilimlarda sira istatistikleri gibi bir kavrama ihtiyag
duyuldugu agiktir. Bu ihtiyag bir olgtide derinlik kavramiyla karsilanabilir. Sonraki
kissmda bu kavram kisaca tamtilip parametre vektorleri igin derinliklere dayal
bootstrap giiven bolgelerinin olustulmasinda kullanilacaktir.

3.DERINLIK OLCULERI

xe RY verilen bir nokta ve F, 4 boyutlu X; rasgele vektoriiniin R de tanimli
dagilim fonksiyonu olmak iizere, derinlik kavrami x noktasimin F’nin “merkezine”

yakinligini 6lgmenin bir yoludur. Bunun orneklem karsihgi, xe R? noktasinin
X,.X,,..X, rasgele 6rnegine ait gozlem kiimesinin(bulutunun) merkezine yakinhiginin
olgiisii olarak ifade edilebilir. Tek boyutlu rasgele degiskenlere iligkin sira istatistigi
taniminda  herbir rasgele degisken i¢in kiigiikten biyiige ya da biuyiikten kiigiige
siralama so6zkonusu olabilmekte iken rasgele vektorler igin boyle bir  siralama
yapilamamaktadir. Rasgele vektorlerde bir siralama derinlik  kavrami ile en
derinde(merkezde) yer alan vektorden en dista yeralan vektorlere dogru
yapilabilmektedir. Derinlik élgmek i¢in degisik olgiiler tanimlanmigtir. Bunlar igin
digerlerinin yaninda Liu, Parelius ve Singh(1999), Liu(1990), Rousseeuw ve
Ruts(1999)’un galigmalari 6rnek gosterilebir.

Bu yazimizda derinlik dlgilerinden sadece yari uzay derinligi(half-space depth,
HD) iizerinde durulacaktir. Affin degigsmezlik, merkezde en biiyiik derinlik, en derin
noktadan uzaklastikga monoton olarak azalan derinlik ve sonsuzda sifirlanan derinlik
ozelliklerine sahip olan bu derinlik dlgiisiiniin diger 6zellikleri hakkinda bilgi Danoho
ve Gasko(1982) ile Zuo ve Serfling(2000)’de bulunabilir.

xe R? noktasinin F dagilimina gore yari uzay derinligi

HD(F;x)= inf{P(H} H R dex’i igeren kapali bir yar hiperdijzlem}
H

olarak tanimlanir. Yari uzay derinliginin 6rnek kargilig

H{XI‘;X‘:E H}

n

Hﬁ(F;x)=inf{ ;H,R“' de x"i iceren kapal bir yan hiperdi.izlem}
H

bigimindedir. Burada n(A), A kiimesinin eleman sayisini gostermektedir.

Derinlik 6lgiilerinde derinlik degerleri [0, 1] aralifindadir. Derinlii en biiyiik
olan noktaya derinlik merkezi ya da kisaca merkez denir. En biyiik derinlige sahip
birdengok nokta bulundugunda bunlarin ortalamasi merkez olarak alinmaktadir.
Gozlemlerin 6rnek derinlik degerleri gozlemleri siralamak igin dogal bir aragtir. Bu
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siralamada derinlik degeri en biyik olan gozlem 1. siraya konulmakta, sira
numarasinin  bilylimesi o gozlemin merkezden disariya  dogru uzaklasmasi
anlamindadir. Ayni derinlik degerine sahip birden ¢ok gozlem bulundugunda tek
degiskenli rasgele degiskenlerde oldugu gibi bunlara ayni sira numarasi verilmeyip ayri
sira numarasi verilmektedir; kag tane gozlem varsa o kadar sira numarasi vardir.
X, X5...X, Ornekleminin derinliklerine gore siralanmigi X[}, X[)..... X[,) lere derinlik

sira istatistikleri denir.

Rasgele orneklemin alindigi  kitlenin  eliptik bir dagilima sahip olmasi
durumunda dagilima ait, varsa ortak yogunluk fonksiyonunun konturlari ile derinlik
konturlart ortiigecektir, Liu, Parelius ve Singh(1999).

Simdi, ikinci kisimda sozii edilen z2b=123,...B bootstrap gergeklesmelerini
gozoniine alalim . Bunlar p boyutlu Euclide uzayinda birer nokta olarak diigiiniilsiin
ve ornek yart uzay derinligine gore siralansin. Biiyiik derinlikli olanindan kiigiigiine
dogru siralanan  z?2’ler z2,,z2,zb,, . zt, olmak iizere bunlardan en derinde olan
I —o’lik kismint olugturanlar

b b b b
BW, |-a ={Z.I'I:]’ZH:Z‘ZHZS""‘Z”-_!‘([.‘H]B]} (3)

olsun. Burada,

B {(1 —-o)B ,(1- &)B tamsay>»
-aB|= [(1-@)B]+1 ,(1-o)B tamsay> dextil

olup, [.] saymin tam kismum gostermektedir. BW, _, kiimesine dayali olarak
olusturulan

BGB(0) =16, - n%iééw:w € BW, 14} “)

kiimesini kapsayan en kiigiik konveks bolge 6 parametre vektorii igin yaklagik 1-a
giiven diizeyinde derinliklere dayali dengeli bir bootstrap giiven bolgesi ( BGB )olarak
tamimlamir. Bu bootstrap giiven bolgesi n 6rneklem hacmine bagh olarak tam 1-a
giiven bolgesine hemen hemen heryerde yakinsamasi Yeh ve Singh(1997) tarafindan
ispatlanmugtir.

4. LINEER MODELLERDE B PARAMETRE VEKTORU  iCiN
DERINLIKLERE DAYALI BOOTSTRAP GUVEN BOLGESI

Y = Xp+¢e lineer modelinde &~ N(0,0°1,,) olmasi durumunda B parametre

vektoriiniin engok olabilirlik tahmin edicisi f, =(XX)™' XY igin

B, ~NPB2XxxX)™)

dir. Ancak hata vektorii € ’niin dagilimi bilinmediginde B i¢in 1-a giiven diizeyinde
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Yeh ve Singh(1997)’in elde ettikleri dogrulukta (hassasiyette) BGB olusturmak istenirse
¢, rasgele degiskenlerinin dérdincii dereceden Ee! beklenen degerinin var olmas

gerekecektir. Bu saptama Qumsiyeh(1994) Teorem 3.3 ve Hatirlatma 3.4’e dayanarak
yapilmistir.

Bu varsayim yapildiginda f,, B’nin enkiigiik kareler tahmin edicisi olmak
lizere ’

i &

olmasi igin gerekli olan giincii dereceden Ee; beklenen degerinin var olmast kosulu

da yerine gelmektedir( Lehmann(1999) Teorem 2.7.3, Teorem 2.5.2 ve Teorem 5.4.6).
Bu ve onceki kisimlarda anlatilanlari kullanarak B parametre vektorii icin 1-a

giiven diizeyinde BGB olugturmak istensin. Bir bootstrap tahmini elde etmek igin
bootstrap érnekleminin nasil elde edildigini 6zetleyelim(Efron(1982)):

1. n capl rasgele orneklem kullanilarak Y = Xp+¢e lineer modelindeki g
parametre vektoriiniin §, enkiigiik kareler tahmin edicisini kullanarak artiklar

tahmin edilir ve artik terimleri ¢; = y; - X, i¢in 6rneklem dagilim fonksiyonu

F, olusturulur.

2. F,. dagilimindan n birimlik bir drneklem e:’,e’;,e_f,... ¢’ olmak iizere b.

bootstrap verisi
W=XB,+e’i=123,..n
elde edilir ve enkiiciik kareler tahmin edicisi ile B2 bootstrap tahmini elde
edilir.
3. lkinci adim birbirlerinden bagimsiz olarak B defa tekrar edilerek
BLB2.B3....BE bootstrap drneklemi elde edilir.

Burada ilk adim i¢in Qumsiyeh(1994), orneklem dagilim fonksiyonu F ’nin ¢,

kalintilar1  yerine ;’E:u'lz'_t_ie,- olmak iizere £ =e¢,— [l igin olugturulmasimn daha

uygun olacagni ileri sirmektedir. Bu durumda F dagilim fonksiyonu altinda
beklenen deger E,& =0 olacaktir.

Simdi yari uzay derinligine dayali yaklasik 1-a« giiven diizeyinde dengeli
bootstrap giiven bolgesi ifade edilecektir. f, enkiiciik kareler tahmin edicisinin varyans

kovaryans matrisinin tahmin edicisi ):“ﬁn ve bunun bootstrap karsilig }:‘;? ile
gosterilsin.

Jﬁz(ﬁ" -p—oz
olmak iizere,

L, N
fo =J;E;’? z(ﬁ,?—ﬁ,,),b=1,2,3,..,3 (5)
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bootstrap gergeklesmeleri yari uzay derinligine gore blyiik derinlikli olanindan kiigiik
derinlikli olanina dogru z%,,2%,,2%,,..2% ; olarak siralansin. Bunlarin en derinde olan
I-a’lik  kismim olusturanlar (3)’deki gibi BW,,_, kiimesi ile gosterilsin. BW,,_,
kiimesine dayali olarak (4)’deki gibi

= o |
BGB(B) =B, —n 2 ,(%,, ww e BW, |_,) (6)

kiimesini kapsayan en kiigiik konveks bolge B parametre vektorii igin 1-a giiven
diizeyli derinliklere dayali dengeli bootstrap giiven bolgesini olugturmus olur.

5. UYGULAMA

Bu kisimda, p parametre vektori igin 4. kissmda ifade edilen derinliklere

dayali dengeli bootstrap giiven bolgeleri rasgele iiretilmis veriler kullamilarak
orneklenecektir. Veriler 4. kissmda  sozii edilen varsayimlar in  saglanmasi ve
kargilagtirma yapmak i¢in elimizde mevcut bir giiven boélgesinin bulunmasi amaciyla
normal dagilimdan {iretilmigtir. Orneklem yar1 uzay derinlik hesaplamalart Rousseeuw
ve Ruts(1996)’un iki boyutlu verilerde simpleks ve yar1 uzay derinliklerini hesaplayan
Fortran 77 ile yazilmig bilgisayar programu ile yapilmigtir. Uygulamaya konu olan

Y30x = X30x2B+ €304

sabit terimsiz lineer modelinde, parametre vektorii B'=(23], &30 ~ N(O30x1:430x30) V€
X30!<2 matrisi

X’ _‘-2‘-3‘-'3—2—2‘-l-1-|00-l"|0U0||1l|222232|lﬂ—1
IWXZTT 'y 4 2 A2 8T 23T 4202321740123 1 -10=

olarak tasarlanmigtir. Modele uygun rasgele veriler tretildiginde Y rasgele vektoriine
ait 30 gozlem degeri satir sirasiyla agagida oldugu gibi kaydedilmistir:

0.2256 -5.0870 -74673 -77479 -55239 -23192 -04066 5.1270 58994 53272
-3.6824 -11.1002 -6.0582 -19188 -8.0180 12.8161 11.1646 3.0418 4.0158 -06830
28261 101482 89667 154556 12,1678 28221 48991 7.7122 21001 -65343

Bu verilerle parametre vektoriiniin - enkiigiik kareler tahmini, g, =[1.7537,3.2309] ve
67 =8.2996 olup

Y, =1.7537X, +3.2309X,, ,i=1,2,3,...,30
elde edilmig ve artiklar ¢, =Y, - 12’ agagidaki gibi bulunmustur:

0.5021 34050 4.2556 -1.0096 4.4453 -05655 -1.8838 04189 -05624 20963
1.3022 -2.8847 -6.0582 1.3121 ~-1.5562 13697 29491 -19428 2.2621 0.7942
-0.6813 34099 -10025 2.2555 36758 -319162 63763 27276 2.1001 -1.5497
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Kisim 4’te sunulan bootstrap yontemi kullanilarak (5)’deki gibi elde edilen 200
gergeklesmesi  olan  z},z%),23)..230  degerleri - yart uzay derinligine gore

2501,2502.2503,- 230200 Olarak siralanip

o b
BWs 0,90 = (2301,2302/2303 230180 )

kiimesi elde edilir.

L o3 1, b [006996 —0.02046
=12 =—=(F(xX%)™)
Jn B n ~0.02046  0.07315

olmak tizere yaklagik 0.90 giiven diizeyli ve yari uzay derinligine dayali bootstrap
giiven bolgesinin iginde bulunacak elemanlarinin kiimesi (6)’ da oldugu gibi

BGB(B)=(p, ~n

|-

o L
2 wowe BWs099)
Bn o

olarak bulunur. Elde edilen bu kiimenin elemanlarimi igeren en kiigiik konveks bolge
bir ¢okgen olarak Sekil 1.’de sunulmugtur.

BGB(B) kiimesini iceren ¢okgen tam 0.90 giiven diizeyli elips bicimli giiven

bolgesinin de iginde yer almistir. Cokgenin diginda kalan 20 bootstrap tahmini 200
bootstrap tahmininin derinliklere gore derinligi en az olanlaridur.

Elde edilen yaklagik giiven bolgesinin tam 0.90 given diizeyli bélgenin iginde bir
giiven bolgesi oldugu dikkat ¢ekmektedir. Bu durum ayrica incelenmeli ve
genellemede bulunup bulunulamayacag arastirilmalidir.

By
1.5 2 2.5

Sekil 1. g igin dagilima bagl olarak elde edilen 0.90 giiven diizeyli giiven bolgesi ve
yart uzay derinligine dayali BGB(B) kiimesini i¢ceren enkii¢iik konveks c¢okgen ile
cizilen yaklagik 0.90 giiven diizeyli giiven bolgesi.
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Balanced Bootstrap Confidence Regions in Lineer
Models Based on Half Space Depth

ABSTRACT

A balanced bootstrap confidence region has been studied and
examplified for a linear model parameters by data depth a notion
which have become increasingly used in multivariate data analysis in
recent years.

Key Words : Linear model, bootstrap, balanced confidence region,
half space depth.
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