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Siirekli Degisken I¢eren Grafiksel Modeller

Hiilya BAYRAK*  Fikri GOKPINAR* Berrin OZKAYA**

OZET

Cok degiskenli normal dagilima sahip degiskenler igin elde edilen
grafiksel modeller kovaryans segimli modeller olarak adlandirilir.,
Kovaryans segimli modeller degisken ¢iftlerinin kosullu bagimsizligina
dayanarak belirlenir. Bu ¢alismada bir grafiksel modeldeki test
isleminde kullamlan sapma istatistiginin kovaryans segimli modellerde
irdelenmesi verildi. Uygulama olarak 30 farkli un drnegi kullamldi. Un
orneklerinin protein miktari, gluten miktar: ve sedimantasyon degerleri
ile bu unlardan yapilan ekmeklerin, hacim verimi ve Dallman degerleri
tesbit edildi. Elde edilen sonuglar, kovaryans segimli model ile irdelendi.

Anahtar kelimeler: Kovaryans Segimli Modeller, Sapma, Markov
Ozellikleri,Kogullu Bagimsizlik

1. GIRIS

Cok degiskenli normal dagilima sahip degiskenler i¢in elde edilen grafiksel
modeller kovaryans se¢imli modeller olarak adlandirilir. Kovaryans segimli modellerde,
kovaryans yapisi, kovaryans matrisisinin tersinin elemanlanii sifira gotirerek
basitlestirilebilir. Kovaryans matrisinin tersinde sifirlarin nasil olusturulacagini ortaya
koyan bir kural Dempster(1972) tarafindan verilmistir.

Bir grafikte, V koge kiimesini, E kogeler arasi kenar kiimesini temsil eder. Eger
bir kose gifti arasi birden fazla kenar yoksa grafik basittir.

Bir kenar hem (o,f)eE hem de (B,0)eE seklinde ise E yon verilmemis kenar,
(o,B)eE seklinde olup (B,o)2 E ise yon verilmis bir kenardir.

Bir grafigin tim kogeleri arasinda ¢izgi ya da ok varsa bu grafige tam grafik denir.
V’nin bir alt kiimesine, eger buna iligkin grafik tam ise, tamdir denir. V’nin tam alt
kiimelerine klik denir.

* Gazi iiniversitesi Fen Edebiyat Fakiiltesi Istatistik béliimii, Ankara, Tiirkiye, hbayrak @gazi.edu.tr-
fikri@gazi.edu.tr

**Ankara iniversitesi Ziraat Fakiiltesi, Gida Miihendisligi boliimi, Ankara, Tirkiye.
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o’dan [’ya bir ok varsa o’ya [’nin ailesi, B’'ya da o’nin gocugu denir. f’min aile
kiimesini pa(f), o’mn gocuklar kiimesini ch(ct) geklinde gosterilebilir.

o ile B arasinda bir ¢izgi varsa o ve P’ya bitisik ya da komsu denir. o kogesinin
komsu kiimesi ne(o) seklinde gosterilebilir.

Grafiksel modellerin temeli rasgele degigkenlerin kosullu bagimsizhina dayamr.
Bu modellerin grafikleri kogullu bagimsizlik iligkilerini gosterir.

X, Y ve Z kesikli rasgele degiskenlef olsun. XLY/Z kosullu bagimsizlik ifadesi
asagidaki gibi yazilir,

P(X=x,Y=y/Z=2)= P(X=x/Z=z) P(Y=y/Z=2)

Burada tiim z’ler igin P(Z=z)>0’dir. X, Y, Z siirekli rasgele degiskenleri igin X 1Y/Z
kosullu bagimsizlig

XLYIZ & fyyi2(X,y12) = fy12(x12) fy,2(¥/2) (D
bi¢iminde ifade edilir.
X1Y/Z iligkisi agagidaki ozelliklere sahiptir.
X1Y/Z =Y 1X/Zdir.
X1Y/Z ve U=h(x) = ULY/Z’dir. (2)
X1Y/Z ve U=h(x) = X1Y/(Z,U) dir.
XLY/Z ve XIW/(Y,Z) = X L(W,Y)/Z'dir.

Rasgele degiskenler (Xo)oev koleksiyonu ve yon verilmemis grafik igin degisik
markov ozellikleri vardir. Bu 6zellikler agagidaki gibidir;

% Uzerindeki olasihk olgiimii P olmak iizere, (P) bitisik olmayan herhangi bir
kose cifti (o) i¢in agagidaki kosul saglamyorsa ikili markov 6zelligine sahiptir.
alp/V\{ o, B}

(L) herhangi bir kdse aeV igin agagidaki kosul saglaniyorsa yerel markov
ozelligine sahiptir.

alVicl(a) / bd(a)

(G) V’nin baglantisiz altkiimelerin herhangi bir tgliisii (A,B,S) asagidaki kosulu
sagliyorsa global markov &zelligine sahiptir.

A1B/S
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X=(X1, Xa,...,Xp) vektorinin yogunluk fonksiyonu f(X,)=f(X,...,X;) mevcut
ise, fy(xy) yogunlugu , G=(V,E) grafigine gore asagidaki gibi faktorize edilebilir.

frlw)=TT¥.(x) 3)
ceC

Burada C, G’deki kliklerin kiimesi ve W (x,) x iizerinden x.ye bagh negatif

olmayan fonksiyonlardir. Bilesik yogunluk.f,(x,) kesin pozitif ise faktorizasyon ozelligi
ve global markov 6zelligi denktir (Lauritzen,1996).

2 SUREKLI MODELLER

Grafiksel modeller siirekli degiskenler igin kovaryans segimli modeleri temel
alir. Kovaryans se¢imli modeller ilk 6nce Dempster(1972) tarafinda kullamlmistir. Bu
modeller Whittaker(1990) tarafindan geligtirilmigtir.

Y=(Y},...,Yq) q boyutlu rassal degiskenler vektorii olsun.

r’#l\
Ha
i )

\Ju“ /
ortalama vektorii ve

\
(0 Oy - . Oy
Oy Opn - . Oy

] 5 mE K (5)
By G v By

kovaryans matrisine sahip ¢ok degiskenli normal dagilima sahiptir. Burada ozellikle
ilgilenilecek olan kovaryans matrisinin tersidir.

/ \
W' ow'? L W
wh w2 . ¥
=]
K=x"=| . S (6)
4l q2 aq
(W w W= )

Bu matris kesinlik matrisi ya da konsantrasyon matrisi olarak
adlandimnlir(Lauritzen and Wermuth, 1989).
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(Y3,....,Yq) verilmisken (Y,Y2)'in kosullu dagiimi ‘Es.7’deki konsantrasyon
matrisine sahip iki degigkenli normal dagilimdir.

SR "_ | w2
wi W _w”w”—(w’z)l g ™

bu iki degiskenli dagilima iliskin korelasyon katsayisi ‘Eg 8’deki gibidir.

12

P — w . _ (8)
(wuwn )2
Ayrica
pPHA =0 w? =0 9)

denkligi ‘Es 8”’den agikga goriiliir.

Bir bagka deyisle, geri kalan degiskenler verilmigken iki degiskenin bagimsiz
olmas: igin gerek ve yeter kosul konsantrasyon matrisinde kargilik gelen elemanlarin
sifir olmasidir(Cox and Wermuth 1993). Bu sekilde konsantrasyon matrisinin
elemanlari, log lineer modeldeki iki faktérli etkilegimlerle ayni rolii iistlenir.

Bu sonucu bir bagka yonden geligtirmek faydali olur. Y’nin yogunlugu

fo) =Pz expl 4 (- )2 (- o} (10)
seklinde yazilir. Bu yogunluk diizenlenirse,

f(y)=exp(g +h'y—3Y'Ky) (11)
ile ifade edilir. Burada K=2", h=2"j1 ve g normallestirme sabiti olur ve

g =—3|y -+ p'Zu—Lin(2r) (12)

esitligi ile verilir. Ustel aile terminolojisinde h ve K kanonik parametreler olarak
adlandinlir(Edwards,2001). ‘Es. 11 tekrar dikkate alinarak,

f(y) :cxp[g +};h‘y; —%iiwﬂnn] (13)

=1 k=1
seklinde diizenlenebilir ve

Y; LY/(geri kalan) < w*=0 (14)

bigiminde ifade edilir.
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i Degisken I eren Geatiael Modeller:

Grafiksel Gauss modelleri, konsantrasyon matrisinin elemanlari yani kismi
korelasyonlarin sifir olmasiyla belirlenebilir. Ornegin q=4 iken modelde w'’=w*=0
oldugu diistiniilsiin. Béylece konsantrasyon matrisi

14

w o w 0 w
wZI w22 wZ] O

K=X'= 15
0 w? w w W)
w4| 0 w43 wtl-I

seklinde yazilir.

Bu modelin grafigi, sifir olmayan kismi korelasyonlara karsihk gelen ciftler
arasinda birer kenar konmasiyla edilir. Boyle bir modele iligkin grafik asagidaki gibidir.

-

3
Sekil 1. w'*=w?*=0 Durumundaki Grafik

Grafiksel Gauss modellerin formiillendirilmesi igin degiskenleri say1 yerine harf
ile ve degiskenler kiimesini I" ile gosterilecektir.

Kesikli degiskenler igeren grafiksel modeller igin oldugu gibi, model formiili,

grafigin klikleriyle verilen degiskenler kiimesinin (iiretegler) listesini igerir. Ornegin
Sekil 2’deki grafik goz oniine alinsin.

Y Z

Sekil 2. VWX, VWZ, VZY,VXY Kiklerine Sahip Olan Grafik

Kayip kenarlar WY ve XY’dir. Yani w" ve w** sifir olarak belirlenir. Grafiklerin
klikleri {V,W,X},{ V,W,Z},{V,Z,Y},{V,X,Y} dir. Béylece modelin formiilii

VWX, VWZ, VZY, VXY
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seklindedir.

Grafiksel gauss modellerde log lineer modellerde oldugu gibi hiyerarsik ya da
grafiksel olmayan model ayrim: yoktur. Tim modeller grafikseldir ve grafiklerle
modeller arasinda birebir iligki vardir.

2.1 Siirekli Modeller icin Olabilirlik

(

N
N gozlemlik y",... y™ bir 6rek almsimn. ?zZy”":’N ornek ortalamasi
k=1

N
vektoriidiir. § = (y* -3)% -y)/N

k=1

ornek kovaryans matrisi olsun. log-yogunluk
In(f(y))=—qIn(2r)/2~M|g)/2=(y - py =™ (y - )/ 2

seklinde yazilabilir. Ayrica log-olabilirligi
N
(i, K)=—NgqIn(2w)/ 2= NIn[5|/2 - (y* =) K (y* —p) 12
k=1

dir. Son terim

2OV -WEGYY -w=Y Y -KG® -N+NG-wKG -1
k=1

k=1

seklinde yazilabilir. Bu ifade iz fonksiyonu kullanarak asagidaki gibi basitlestirilebilir.

N
> (* =3 KO® - 3)=Ner(KS)

k=1
Boylece log-olabilirligi asagidaki esitlik ile verilir.

(4, K) =~NqIn(2)/ 2~ NIn[3| /2~ Ner(KS) [ 2= N(y — ) K (- )2 (16)

acI” olan degisken altkiimesi i¢in, £*, S* a’ya kargihk gelen £ ve S’in alt matrisleri
olsun. qy,q,....,q, liretegleriyle belirlenen model igin, minimal yeterli istatistikler
kiimesinin, y 6rnek ortalamasi ve ireteglere karsilik gelen 6rnek kovaryans matrisinin
marjinal alt kiimelerinin kiimesi (S*, a=q;,qs,....,q. i¢in) oldugu gosterilebilir. Olabilirlik
esitlikleri model altinda beklenen degerleriyle birlikte bunlari (minimal yeterli istatistik)
esitleyerek olusturulur. Boylece a=q),qa,....q igin A=y ve £“ =85 esitlikleri elde
edilir.
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Bu sonuglar kullanarak, model altinda olabilirlii maksimize etmek igin ifade
basitlestirilebilir. 2=y oldugunda ‘Es. -16’daki son terim yok olur ve Xve S, w'=0
olan elemanlar igin kesin olarak farklilik gosteriyorsa tr(KS) = tr(K¥) = g olur. Boylece
model altinda maksimize edilen log-olabilirlik

L, =—NqlIn(27)/ 2~ N'Inf8|/2 - Nq /2

ifadesine basitlestirilebili. Tam model M; altinda £=5’dir. Boylece bu modelin
maksimize edilmis log-olabilirligi

1, =—NgqIn(2m)/2 - N1n|s“|.fz ~Ng/2

dir.

Grafiksel modellerde bir kenarin gikarilip ¢ikanlmayacagina iligkin testte sapma
istatistiinden faydalamilir. Bir My modelinin sapmasi My kisitsiz(doymus) modeline
kargt Mg’in olabilirlik oram testidir. Béylece modelin sapmasi

G*=21, -1,)
= N In(3]/|s| (17)

olur. MycM igin sapma farki
d=Mn(5,| /%))

dir (Edwards,2001). io ve i, , sirastyla My ve M altinda X’in tahminleridir. My altinda

d, My ile M, arasinda parametre sayilarindaki (kose sayist) fark kadar serbestlik dereceli
asimptotik x* dagilimidir.

3 UYGULAMA

Ulkemizde giinliik kalorinin saglanmasinda ve halkin beslenmesinde ekmegin gok
onemli bir yeri olmasina kargin tilkemizde iretilen ekmeklerin kalitesi istenen diizeyde
degildir. Bunun en oOnemli nedenlerinden birisi kullanilan bugdaylanin teknolojik
kalitesinin yeterli olmamasidir. Bugday ve bunlardan elde edilen unlarin teknolojik
kalitelerini belirleyen faktorlerin baginda protein ve gluten miktarlarn ile bunlarin
kalitesi gelir. Protein miktarlan birbirine esit olan bugdaylarin teknolojik ozellikleri
arasinda da onemli farklar olabilir. Bu ¢ogu kez  gluten miktar ve kalitesindeki
farkhliktan kaynaklamr. Bu uygulamada 30 farkli un ornegi kullanilmigtir. Un
orneklerinin protein miktan (x), gluten miktar (y) ve sedimentasyon degerleri (z) ile
bu unlardan yapilan ekmeklerin, hacim verimi (w) ve Dallman degerleri (u) tesbit
edilmigtir(Ozkaya,B. ve digerleri).
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Un ve ekmegin kalitesini etkileyen kriterler arasinda nasil bir iligki oldugu ve bu
iligkinin ozelligi Kovaryans segimli model ile incelenmig ve bu kriterler arasindaki
iligkileri gosteren grafiksel model Sekil 3’de verilmigtir.

©,

Sekil 3. Unun Ekmeklik Kalitesini Etkileyen Faktorler Arasi iligkileri Gosteren
Model

Sekil 3 incelendiginde unun gluten miktan ve sedimentasyon degeri ile bu undan
yapilan ekmegin Dallman degeri arasinda tam bir iligki bulunmaktadir.

Un orneklerinin protein miktari (x), gluten miktart (y) ve sedimentasyon
degerleri (z) ile bu unlardan yapilan ekmeklerin, hacim verimi (w) ve Dallman
degerleri (u) degiskenlerine iligkin kosullu bagimsizliklar gosteren Markov ozellikleri
Tablo 1’deki gibi yazilabilir.

Tablo 1. Grafige Iliskin Kosullu Bagimsizliklar

Ikili Markov Ozelligi Yerel Markov Ozelligi Global Markov Ozelligi
x1lw/(u,y,z) x.L(w,u,z)ly (x,y)1w)/(u,z)
x1z/(u,y,w) yLw/(x,z,u)
xLu/(w,y,z)
yLw/(x,z,u)

Tablo 1’e gore ikili, yerel ve global markov 6zellikleri dikkate alindiginda su
yorumlar yapilabilir:  Unun protein miktanimin, gluten miktarnt verildiginde,
sedimantasyon de@erinden ve bu undan yapilan ekmegin hacim veriminden kosullu
olarak bagimsiz oldugu, aym zamanda unun protein miktarinin, gluten miktan
verildiginde, bu undan yapilan ekmegin Dallman degerinden de kosullu olarak bagimsiz
oldugu goriilmektedir. Yani unun protein miktan verildiginde sedimantasyon degeri
hakkinda bir degerlendirme yapabilmek i¢in unun gluten miktarimn bilinmesine
gereksinim  bulunmaktadir.  Global markov ozellifinden dalman degeri ve
sedimantasyon degeri verildiginde unun protein miktarimn ve gluten miktarimin bu
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unlardan yapilan ekmeklerin hacim veriminden kosullu olarak bagimsiz oldugu
sOylenebilir.

Bu ¢aligma sonuglarimin kovaryans segimli model ile irdelenmesinin, un ve
ekmek kalitesini gosteren kriterler arasinda iligki olup olmadigini  belirlemek
bakimindan oldugu kadar unun basit yontemlerle tespit edilen bazi kimyasal ve
fizikokimyasal ozelliklerine bakilarak ekmegin kalitesini tahmin edebilme agisindan da
yararh olacag: digtinilmektedir.
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Graphical Models for Continuous Variables

ABSTRACT

Graphical models for variables, which was distributed
multinormal is called covariance selection models. Covariance
selection models were determined by conditional independences.
In this study, deviance, which is used to test conditional
independences, was given. Thirty different flour samples were
used in this study. Protein, wet gluten and sedimentation values
of flour samples along with the loaf volume and Dallman values
of bread made of these flours were investigated. Covariance
selection models evaluated the obtained results

Keywords: Covariance Selection Model, Deviance, Markov
Properties, Conditional Independence
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