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Abstract
30.06.2023
In this study, the analytical solution of the Collective Bohr Hamiltonian with the Kratzer
Anahtar kelimeler potential for the gamma-unstable region has been done for the first time by using the
Kollektif model, gama-kararsiz Nikiforov-Uvarov method. The energy eigenvalue equation was obtained in a closed form
bolge, cift-cift cekirdekler, and applied to predict the experimental energy data of 1°2116Pd isotopes. It was seen a good
Kratzer potansiyeli agreement between theory and experiment.
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1. GIRIS

Niikleer yapi calismalarinin yogunlastigi konularindan biri, orta-agir ve agir kiitle numarasi bolgesinde
bulunan ¢ift sayida proton ve nétron igeren ¢ekirdeklerin deneysel uyarilma enerji spektrumlari ile durumlar
arasi elektromanyetik multipol gegis oranlarinin teorik olarak tahmin edilmesidir. Uyarilma spektrumunda
incelenen en Onemli veri, taban durum bandinda ikinci uyarilmis durumun enerjisinin birinci uyarilmis
durumun enerjisine oran1 yani Ra;, degeridir. Bu oran, kollektivitenin heniiz baglamadigi veya diisiik oldugu
cekirdeklerde 2.0 civarinda deger alirken niikleon sayisi arttikga once 2.5 ve sonra 3.33 civarinda
yogunlagmaktadir (Casten 2006). Deneysel olarak gbzlenen bu limit degerler sirasiyla Harmonik Osilator,
Gama-kararsiz Rotor ve Prolate deforme Rotor yapilarina karsilik gelmektedir.

Son yillarda yapilan calismalarda, yukarida verilen limit yapilar arasinda c¢ekirdek sekillerinde ani veya
yavas sekil degisiklikleri oldugu gosterilmistir (lachello 2000, 2001). Sekillerin degisiminin gergeklestigi ve
kritik nokta adlandirilan noktalarda atomik ¢ekirdeklerin 6zellikleri, Bohr Hamiltoniyeni’nde sonsuz-kuyu
potansiyeli kullanilarak serbest parametreden bagimsiz olarak elde edilmistir. Deneysel olarak da karsilig
gosterilen bu calismalar sonrasi aragtirmacilar, kritik nokta civarinda yapi sergileyen cekirdeklerin uyarilma
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enerji spektrumu ve uyarilmis durumlar arasi elektromanyetik multipol gegisleri gibi deneysel 6zelliklerini
teorik olarak agiklama iizerine yogunlagmislardir.

Atomik cekirdeklerin uyarilma enerji spektrumlarim teorik olarak elde etmenin ¢esitli yol ve yontemleri
vardir. Incelenen cekirdekler deforme yapida olduklari icin, bu yapiy1 en iyi tasvir eden Kollektif Model
kullanilmaktadir. Bohr tarafindan énerilen bu modelin hamiltoniyeninde yani deformasyon parametrelerine
bagl olarak yazilan Schrodinger denkleminde farkli potansiyel enerjiler kullanilarak analitik veya niimerik
¢Oziimler elde edilmektedir.

Simdiye kadar Coulomb ve Kratzer (Fortunato ve Vitturi 2003), Davidson (Bonatsos vd. 2007), Morse
(Boztosun vd. 2008) gibi farkli potensiyeller Kollektif Bohr Hamiltoniyeni’nde kullanilmig hem 1. mertebe
faz gecisi i¢in kritik nokta X(5) hem de 2. mertebe faz gegisi i¢in kritik nokta E(5) civarindaki boélgelerde
analitik ¢oziimleri elde edilmistir.

Bu c¢alismada Kratzer potansiyeli iceren Bohr Hamiltoniyeni’nin gama-kararsiz bolge icin analitik
¢Oziimii, Nikiforov-Uvarov (NU) metodu uygulanarak elde edilmistir. Makalenin genel hatlar1 su sekildedir:
2. bolim, Schrodinger denklemi ¢6ziimiinde kullanilan NU modeline ayrilmistir. Kratzer potansiyeli
kullanilarak elde edilen Schrodinger denklemi ve ¢oziimii ilel?11%Pd izotoplar: icin elde edilen teorik
sonuclarin deneysel verilerle karsilastirilmasi son boliimde verilmistir.

2. Nikiforov-Uvarov (NU) Metodu

Bir ¢ok teorik fizik problemlerinde karsimiza ¢ikan diferansiyel denklem (Nikiforov ve Uvarov 1988)

" T(S) U(S) _ (1)
formundadir. Burada 7(s) en fazla birinci-mertebe, o(s) ve 6(s) ise en fazla ikinci-mertebe polinomdurlar.
Denklemi daha da basitlestirmek igin sirastyla en fazla birinci- ve ikinci-mertebe polinomlar olan asagidaki
parametreler tanimlanir,

n(s) =5 [t(s) — €(s)] . v

5(s) = 6(s) + m2(5) + 1($)[E(S) — o' ()] + 7' ()5 (s) . @)

1(s) Oyle segilir ki A bir sabit olmak tizere 6(s) = A o (s) olarak ifade edilir. (s) ve A degerlerini belirlemek
icink =21— n'(s) ve

o' (s)-%(s o' (s)-%(s 4
(s) = ()2()i\/(()2())2—5(s)+k6(s). (4)

Burada m(s) bir polinomdur ve karekok isareti igindeki ifadenin de poloninom olmasi gerekir ki ancak
diskriminant1 sifir olmasi ile gerceklesir. Boylece k belirlenerek istenen ¢6ziim elde edilir.

3. Kratzer potansiyeli iceren Bohr Hamiltoniyeni’nin Coziimii

Deforme sistemler i¢in tanimlanan en genel Bohr Hamiltoniyeni (Bohr 1952)

Hyp=-D|L2pe 0 1 03,0 13 +V@BY) . ©)
5=~ 35|5apP 95 * Frmay oy 3V 5y~ B inZ(y ) 4

ile verilir. Burada B kiitle parametresi olup sabittir. § ve y, atomik ¢ekirdegin deformasyonunu tanimlayan
kollektif koordinatlar ve Q2’lar ise k=1,2,3 olmak iizere acisal momentum bilesenlerini gostermektedir. Dalga
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fonksiyonu ise W(B,y,0;) = f(B)Pk x(v,0,) ile tanimlanir. y-kararsiz yapi sergileyen gekirdekler igin
V(B,v) potansiyel enerji terimi y agisindan bagimsizdir ve hamiltoniyenin agisal kismi, asagida verildigi gibi
enerjiye sabit bir katki saglar.

d 1 6
sindy 5= T2 | 6(1,0) =~ $(1,0) . ©
sm(y— ? )
Burada A2 Casimir operatoriidiir ve agisal momentum L ile iliskisi A2 = t(z+3),t=3v, - A, L=+
1,A+2,..,20—=2,21 (2\-1 harig) ile verilir (Wilets ve Jean 1956). Kiitle parametresi sabit oldugu icin

ulp) = i—f UB)vee = i—f E indirgenmis potansiyel ve indirgenmis enerji terimleri ile tanimlanirsa Denk.(5),

sin3y 6]/

{_Fﬁﬁzr 3} r(r+3)+ (ﬁ)}f(ﬁ)—ef(ﬁ) (7)

formuna indirgenir. Bu ¢alismada kullanilan Kraztzer potansiyeli (Kratzer 1920), D ve f3, sirasiyla potansiyelin
derinligi ve minimum oldugu noktanin koordinat1 olmak tizere

o _ B& 8
u(§) =20 (2~ 1) ®)
seklinde tanimlanir. 2D, = A ve 1(t + 3) + DBZ = C parametreleri tammlanirsa Denk.(7) nin son hali
" 4 AB-C 9
@)+ 55 + (S py =0 ®)
olarak elde edilir. Bu form, NU modelinde tanimlanan Denk.(1) ile karsilastirildiginda
N ~ 10
W) =4 o(B)=p 5(B) =B +AB—C. (10
polinomlari elde edilir.
9
3 A-k c+y (11)
n(ﬁ)——;w—_sj32+(7)ﬁ—(f) -

Kok igerisindeki polinomun diskriminantinin sifir olmasi nedeniyle k, = A + \/—4&e(c +9/4) ve k_ =
—/—4¢e(c +9/4) degerleri bulunur. Burada tanimlanan enerji bagli durumlara karsilik geldigi i¢in

n(n 1)

negatiftir. NU metoduna gore , k = A —mn'(s) ve A, = —nt'(s) — o'(s) olarak tanimlandig1 i¢in

istenen enerji 6zdegeri

A% /4

<n+%+ (r+§)2+DB§)2 (12)

E=—

olarak bulunur. Bu sonug daha 6nce yapilan ¢alisma sonucu (Fortunato and Vitturi 2003) ile uyum igindedir.

Kratzer potansiyeli iki tane serbest parametreye baglidir ve bu parametreler, incelenecek izotoplarin
deneysel uyarilma enerji spektrumlarini en dogru tahmin edecek sekilde ayarlanir. Her bir izotop igin deneysel
taban durum enerji degerleri Mathematica programina girilerek elde edilen en iyi parametre seti, Tablo 1’de
102-118p( jzotoplar1 igin verilmistir. Deneysel veri setini tahmin etmede kullanilan ve deney ile teori arasindaki
farki gosteren kalite faktorii A ile gosterilmistir. Denklem(13)’te tanmimlanan bu parametre, bir enerji diizeyi
icin teorik deger ¢; ile deneysel deger E; arasindaki farkin deneysel degere oranlari ile iligkilidir. Kratzer
potansiyelinin derinligini gosteren D, enerji boyutundadir. Potansiyelin en derin noktasinin konumu ise Bo ile
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verilip uzunluk boyutundadir. Bu parametre seti kullanilarak elde edilen teorik sonuglarin deneysel verilerle
karsilagtirilmasi, taban durum bandi i¢in Tablo 2 ve Tablo 3’te verilmistir. Tablolarda verilen degerler
normalize degerlerdir. Bunun nedeni, denk (12)’den agikga goriilecegi gibi taban durum durum enerjisi n=0
ve 1=0 i¢in sifirdan farklidir. Fakat deneysel veriler incelendiginde taban durum enerjisi 0’dir. Bu nedenle,
teorik sonuglarin deneysel verilerle saglikli bir karsilagtirma yapabilmek i¢in normalize degerler kullanilir.

= (13)

E;

Tablo 1. Kratzer potansiyeli parametreleri ve hata orani.

Isotope D Bo A

192py 30.1 1.7 0.06501
194pg 5.1 3.9 0.09149
196pg 30.5 15 0.11258
108pg 49.9 15 0.01157
110py 115 23 0.22606
112pg 16.5 1.4 0.26662
114pg 9.1 2.1 0.23990
116pg 3.0 45 0.19962

Table 2.1%2198p( jzotoplarmin hesaplanan (Teo.) taban durum bandi enerji degerlerinin deneysel verilerle
(Den.) (Firestone 1996) karsilastirilmasi.

zpd 9P P %P

Teo. 2.354 2.339 2.321 2.383
E(4D)

Den. 2.293 2.381 2.401 2.415

Teo. 3.932 3.878 3.816 4.038
E(67)

Den. 3.794 4.047 4.056 4.081

Teo. 5.611 5.491 5.355 5.854
E(87)

Den. 5.414 5.795 5.787 5.871

Teo. 7.293 7.082 6.848 7.731
E(107)

Den. 7.175 7.238 6.902 7.720

Teo. 8.909 8.588 8.238 9.592
E(129)

Den. 9.084 8.339 7.987 9.586

Teo. 10.420 9.975 9.498 11.383
E(14])

Den. 11.031 9.773 9.560 -

Teo. 11.080 11.230 10.621 13.067
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E(16}) Den. - 11.439 11.516 -
Teo. 13.040 12.340 11.609 14.626
E(18})
Den. - 13.354 - -

Tablo 2 incelendiginde L=14 agisal momentumlu duruma kadar deneysel verilerle teorik verilerin aynm
mertebede olduklar1 goriilmektedir. Bu uyum Tablo 3°te L=10 durumuna kadar gézlenmektedir. Daha yiiksek
uyarilma durumlari igin deneysel veriler literatiirde belirlenememistir.

Bu caligma kapsaminda daha yiiksek enerji seviyelerine yer verilmemistir ¢iinkii bilindigi gibi E(5)
dinamik simetri limitinde enerji seviyeleri dejeneredir. Bununla birlikte durumlarin dalga fonksiyonlarinin
hesaplanarak uyarilmis durumlar arasi elektrik kuadrupol ve manyetik dipol gecis olasiliklart hesabi ¢aligiima
asamasindadir.

Table 3.!%116Pd izotoplarmin hesaplanan (Teo.) taban durum bandi enerji degerlerinin deneysel verilerle
(Den.) (Firestone 1996) karsilastirilmasi.

'iePd prigd 'iePd '36Pd
Teo. 2.302 2.180 2.226 2.302
E(4)
Den. 2.462 2.533 2.560 2.580
Teo. 3.751 3.353 3.499 3.750
E(67)
Den. 4.210 4.447 4.506 4581
Teo. 5.217 4.920 4.699 5.215
E(8)
Den. 6.142 4.920 4.896 5.581
Teo. 6.612 5.328 5.768 6.610
E(107)
Den. 6.544 5.045 5.958 6.581
Teo. 7.890 6.091 6.690 7.886
E(121)
Den. 7.465 5.745 6.202 7.581
Teo. 9.031 6.721 7471 9.026
E(14})
Den. - - - -
Teo. 10.034 7.239 8.128 10.027
E(167)
Den. - - - -
Teo. 10.907 7.665 8.678 10.899
E(187)
Den. - - - -
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