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Ozet

Bu calismada aritmetik islemlerinde islem oncelik swrasinin  sebebi iizerinde
durulmaktadir. Aritmetik islemlerde iglem oncelik sirasimin sebepleri, dogal sayilarda
toplama ve carpma islemlerine dayanmaktadir. Islem sirasindaki siralamanmin olmasimin
sebebi; kuvvet alma igleminin ¢arpmanin bir fonksiyonu, ¢arpmanin da toplamanmin bir
fonksiyonu olmasidir. Bunun igin de Peano aksiyomlari ile dogal sayiar olusturulmus ve
tizerinde iglemler tanmimlanmistir. Ayrica bu durumun islemsel ve kavramsal bilgiyle iliskili
oldugu ve matematik egitiminde kavram eksenli egitim modelinin gézden kagirilmamasi
gerektigi iizerinde durulmustur. Ayrica matematik miifredatinda bu durumun ézden kagirildigi
ve matematigin oziine vakit harcamak yerine, sayilarda tamim ve bir dizi gereksiz kurallar
silsilesini ezberlemeye vakit harcandigi iizerinde durulmustur. Son olarak da bu &gretim
faaliyetlerinin sahadaki uygulayicisi olan 6gretmenlere bu konuda bazi tavsiyelerde
bulunulmustur.

Anahtar Kelimeler: Dogal Sayilar, Toplama ve Carpma, Oncelik

The Order of Precedence in Arithmetic Operations

Abstract

This study aimed on the reason for the priority order of operations in arithmetic
operations. In arithmetic operations, the reasons for the order of process priority are based
on addition and multiplication operations in natural numbers. The reason for the sequencing
in process order is; The force-taking process is a function of the multiplication, and the
multiplication is a function of the addition. For this, Peano axioms and natural numbers are
created and the operations are defined. It is also emphasized that this situation is related to
procedural and conceptual knowledge and that the concept-based education model in
mathematics education should not be overlooked. It is also emphasized that in the
mathematics curriculum, this situation is missed from the essence and that instead of
spending time on the essence of mathematics, it is time to memorize definitions and a series of
unnecessary rules. Finally, there have been some recommendations to teachers who are
practitioners of these teaching activities.
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Giris
Matematigin en genis ve en iyi bilinen dali olan aritmetik; 1,2,3,4,... pozitif tam
sayilar kiimesindeki toplama, ¢ikarma, ¢arpma ve bdlme islemlerinin 6zelliklerini
inceleyen matematik dalidir. Aritmetikte ¢cogu zaman deney ve muhakeme ile
sonuglar elde etmek m miimkiindiir. Matematik ise, tiimden gelime dayali daha zor
problemleri ¢6zmede geleneksel matematikle birlikte kullanilir (Goker, 1997)

Gauss derki “Matematik bilimlerin, aritmetikte de matematigin kraligesidir.”
Aritmetikte islem Oncelik sirasini anlayabilmek i¢in aritmetigin tarihi gelisimindeki
bazi siiregleri gozden gecirmek gereklidir.

Parmaklar1 kullanarak yapilan sayma, yani 1 ’erli 5 “erli saymak ancak toplumsal
gelisimin belli bir doneminde ortaya ¢ikar. Bu donemden sonra sayilar bir taban baz
alinarak ifade edilmistir. Bu da biiyiik sayilarin ifade edilmesine yardimei olmustur.
Boylece ilkel bir aritmetik ortaya ¢ikmus, 14 bazen 0 + 4, bazen de 15 — 1 olarak
gosterilmistir. 20 ’nin 10 + 10 degil de 2 X 10 olarak gosterilmesiyle c¢arpma
baslamistir. Bélme, 10 ‘un “viicudun yarisi” olarak gosterilmesiyle basladi ama
kesirlerin bilingli bir sekilde olusturulmasi hala ¢ok nadirdi. Kuzey Amerika’da bazi
kabilelerde boyle kesirler biliniyordu. Cogu durumda bu Y% idi. Bazen 1/3 ya da
Va’de kullaniliyordu.

Okullardaki matematik miifredatindaki hatalardan birisi, matematigin 0ziine
vakit harcamak yerine, sayilarda, tanim ve geleneksel yontemlerde yapilan faydasiz
alistirmalardir. Bu hatalar kendilerini 6grencilerin gercek matematigi bilip-
bilmediklerine degil, var olus nedenleri hakkinda bir sey bilmedikleri, anlagilmasi
zor kurallar ya da mantiksiz gelenekleri ezberleyip-ezberlemediklerine deger veren
deger yargilarinda ortaya ¢ikarlar. [Ikogretim miifredatlarinin 4., 5. ya da 6. sinifta
dahil edilen “iglem sirasi i¢in kurallar” diye bilinen geleneksel kaideler bunlara bir
misaldir:

v' Tiim ifadeleri “iis” lerle degerlendirin.
v" Soldan saga dogru ¢arpma ve bélme yapin.
v" Soldan saga dogru toplama ve ¢gikarma yapin.

Bu gereksiz kurallar1 6gretmek veya ezberletmek yerine dgrenciye matematigin
temeli olan fonksiyon kavrami gerekli sekilde Ogretilirse, Ogrenci zaten aritmetik
islemlerdeki Oncelik sirasini sezgisel olarak Ogrenecektir. Bu sebep den dolay
aritmetik iglemlerde Oncelik sirasin1 anlaya bilmek igin Peano belitlerinden
faydalanacagiz.

Peano Aksiyomlari

Bu kesimde, amacimiz, dogal sayilar kiimesi N = {1,2, ...} nin kurulusu olacaktir.
Eskiden oldugu gibi, ¢agdas matematiksel diisiincede de dogal sayilar, matematigin
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temel yapi taglari olarak kabul edilmektedir. H.-Weyl ’in deyisiyle “Matematik
egitiminde kullanilan mantiksal ifade bi¢imleri de dahil olmak iizere, tamamen
dogal sayilarin yapisina baghdwr.” Diger yandan, bugiin dahi, dogal sayilarin daha
temel kavramlardan tiiretilemeyecegine, bunlarin tamamen insan beyninin triini
olarak kabul edilmeleri gerektigine inanilmaktadir. Bu goriis, Kronecker tarafindan
“Allah dogal sayilart yaratt, gerisi insanlarin isidir.” ctimlesi ile ifade edilmistir.

Asagida, Peano Aksiyomlar1 olarak sunacagimiz aksiyomlar, sunulduklar
bicimiyle ilk kez R. Dedekind tarafindan ifade edilmislerdir.

Tamim 1.1 A bir kiime, x,y € A olsun. Eger x ve y ayn1 (veya esit) iseler, x = y
yazilir; x ve y farkli iseler, x # y yazilir.

Peano Aksiyomlari: Elemanlarina dogal sayilar denen, N ile gosterilen ve
asagidaki bes aksiyomu saglayan bir kiime vardir.

Aksiyom 1. Bir diye adlandirilan ve 1 ile gdsterilen bir dogal say1 vardir.

Aksiyom 2. Her x € N igin x’in ardili diye adlandirilan bir ve yalniz bir x' € N
vardir. (Boylece, her x € N a(x) = x" alinirsa, bir a: N —» N fonksiyonu elde edilir.)

Aksiyom 3. Her x € N igin 1 = x' ‘diir. (Yani, 1 hi¢gbir dogal sayinin ardili
degildir.)

Aksiyom4. x,y € N ve x =y ise, x' #y' ‘dir.(Yani, yukarida tanimlanan
a: N — N fonksiyonu bire-birdir.)

Aksiyom 5. N kiimesinin herhangi bir M altkiimesi
ayleM b)xeM=>x"eM
sartlarini sagliyorsa, M = N ‘dir

NOT: Sifir1 dogal sayilar kiimesine katmamizin bir mahsuru yoktur. Bazi
matematikgiler sifir1 dogal sayi1 olarak kabul eder.

Tamim 1.2 Peano belitlerinden yaralanarak, dogal sayilar1 gostermek igin
kullana geldigimiz 2,3,4 ..... sembolleri 2 = 1',3 = 2',4 = 3',... ve benzer bigimde
elde edilirler.

Dogal sayilar iizerinde toplama ve g¢arpma islemlerini tanimlayabilmemiz ig¢in
agagidaki bazi lemma, 6nerme Ve teoremleri vermemiz gerekir.

Yontem

Lemmallx,y € Nvex' =y'ise, x =y dir.
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Ispat: Bu ifade Aksiyom 4’ ten hemen goriiliir. ((p =>q) e ((~q=>~ p)))
denkligini hatirlayalim.)

Peano Aksiyomlarindan besincisi, Tiimevarim Aksiyomu, matematigin en gii¢li
ispat araglarindan biridir. Timevarimla ispati sik kullanacagiz. Asagidaki 6nermenin
ispati, tiimevarimla ispatin ilk ve tipik bir 6rnegidir.

Onerme 1.1 Her x € N igin x’ # x dir.

Ispat: N iginde x’'# x kosulunu saglayan tiim x elemanlarindan olusan
kiimeyi M ile gosterelim. Aksiyom 1 ve Aksiyom 3 ten 1’ # 1 ve bdylece, 1 € M
dir. Simdi, bir x € M alalim. M nin tanimindan x' #x ve Aksiyom 4 ten,
(x")" # x' olur. Boylece, x € M = x' € M oldugunu goriiriiz. Aksiyom 5’e gore
M = N, yani her x € N igin x’ # x “dir.

Onerme 1.2 Her x € N/{1} i¢in x = u’ olacak bi¢imde bir ve yalniz bir u € N
vardir.

Ispat: N nin M ={x € N:yax =1yadax =u'olacak bicimde bir u €
N var}

alt kiimesini ele alalim. Tanimdan dolay1 1 € M olup
xXEM =x=1 veya x=u,u€eN
>x'=1") veya xX=wW),ueN
>x'eM

oldugundan Aksiyom 5 e gére M = N dir. Bu, her x € N/{1} i¢in x = u’ olacak
bigimde bir u nun varhgm gosterir. Her x € N igin x = u’ olacak bi¢imde sadece
bir u € N bulunmasi ise Lemma 1.1 in sonucudur.

Bu kesimin kalan kisminda, tiimevarim beliti yardimiyla, N iginde, bildigimiz
toplama ve garpma islemlerinin 6zelliklerine sahip olan iki ikili islem bulundugunu
gosterecegiz.

Teorem 1.1 Her (x,y) € N X N i¢in asagidaki iki sart1 saglayan bir ve yalniz bir
t(x,y) € N vardir:

Her x€eN igin  t(x,1) =x' (1.1)
Her x,y €N icin t(x,y") = (t(x,y))’ (1.2)

Ispat: Once, her (x,y) € N X N i¢in (1.1) ve (1.2) kosullarin1 saglayan bir
t(x,y) € N bulundugunu gésterecegiz. Bu amagla, verilen herhangi bir x € N i¢in

M, ={y € N:(1.1) ve (1.2) yi saglayan t(x,y) € N var}
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ve
M ={x € N:M, = N}

tanimlayalim. S6zii edilen t(x,y) € N nin varligini gostermek i¢in M = N oldugunu
gostermeliyiz. Her y € N igin t(1,y) = y' tammlarsak , t(1,1) = 1’ ve t(1,y") =
") =t(1,y)" kosullar1 saglanir. Buradan, M; =N , yani 1 € M oldugunu
goriiriiz. Diger yandan, x € M ,yani M, = N ise, her y € N i¢in (1.1) ve (1.2)
saglanacak sekilde t(x,y) € N var demektir. Bu durumda,

t(x',y) = (tCx, )’
tanimlayalim. Bu takdirde, (1.1) ve (1.2) sartlar

tx', 1) = (t(x, 1)) = (),
t@,y) = (txy)) = ((tx»)) = (¢, )

olarak saglanir. Sonug olarak, x € M, ise M,, = N , yani x' € M dir. Tiimevarim
Belitinden, M = N sonucu ¢ikar. Boylece, her (x,y) € N X N igin (1.1) ve (1.2) yi
saglayan bir t(x,y) € N vardir.

Simdi, her (x,y) € N X N igin bulunan t(x, y) nin tek tiirlii belirli oldugunu
gosterecegiz. Her (x,y) € N X N igin t(x, y) il birlikte

Her x€eN icin ux,1) =x' (1.3)
Her x,y€N igin u(xy’) = (u(x y))’ (1.4)

Sartlarmi saglayan bir u(x,y) bulundugunu kabul edelim. Her x,y € N i¢in
t(x,y) = u(x,y) oldugunu gostermek istiyoruz. Bunun igin, herhangi bir x € N
secelim ve sabit tutalim;

K={yeN:t(x,y) =ulx,y)}

tanimlayalim. Bu takdirde, t(x,1) = x" = u(x, 1) ve boylece, 1 € K dir. Ayrica,
y € K ise, t(x,y) = u(x,y) olur. (1.2) ve (1.4) ozellikleri ile Lemma 1.1 den

txy) = (tGy) = (@) = uxy)
Yani y' € K oldugu goriiliir. Timevarim Belitine gére K = N , yani her x,y € N
icin t(x,y) = u(x,y) dir. Bu Teorem 1.1 in ispatin1 tamamlar.
Yukarida ispati verilen Teorem 1.1, ““N X N den N ye her x,y € N igin
t(x,1) =x (1.1)
t(x,y) = (ttx, ) (1.2)

kosullarini saglayan bir t: N X N — N fonksiyonu vardir” bi¢iminde ifade edilebilir.
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Yukaridaki ispatin son kismi dikkatle incelenirse, bu t fonksiyonunun veya N
icindeki bu t ikili isleminin (1.1) ve (1.2) sartlar ile tek tiirlii belirli oldugu goriiliir.
Bagka bir deyimle, N iginde (1.1) ve (1.2) yi saglayan bir ve yalniz bir t ikili islemi
vardir. Bu ikili isleme toplama iglemi denir ve x,y € N i¢in t(x,y) yerine x + y
yazilir. Tekrar edersek, N i¢inde toplama islemi,+, her x, y € N igin

x+1 = x' (1.5)
x+y = xy) (1.6)

ozellikleri ile tek tiirlii belirlidir.
Teorem 1.2 N icinde toplama igleminin birlesme 6zelligi vardir.
Ispat: x,y € N segip sabit tutalim ve
M={zeN:(x+y)+z=x+ ( + 2)}
tanimlayalim. Bu takdirde,
x+y)+1=x+y) =x+y' =x+@+1)
den 1 € M oldugu goriiliir. Ayrica,z € M ise,
x+y)+z=x++2)
dir. Lemma 1.1 ve (1.6) 6zelligi kullanilarak
x+y)+z = ((x+y)+z)' = (x+(y+z))' =x+@Wy+2)=x+W+2)
elde edilir. Boylece z € M = z' € M dir.
Tiimevarim Aksiyomdan (Aksiyom 5), M = N, her x,y,z € N igin
x+y)+z=x+@+2)
dir.

Ornek 1.1 Simdi 2 + 2 = 4 oldugunu ispat edelim. 2 =1" ,3=2'" ve 4 =3’
tantmladigimizi hatirlaymiz. O halde,

2+2=2+1' (Tamim)
=2+1) ((1.6) bzelligi)
= (2" (Tanum)
=(3) (Tanum)
=4 (Tanim)

Lemma 1.2 Her x € N i¢in (1 + x) = x' diir.

Ispat: Teorem 1.1 in ispatina dikkat edersek, bu lemmanim ispati orada
bulunabilir.
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M ={x €N :1+x=x} tanimlayalim.(1.5) 6zelliginden 1 +1 =1, 1 € M dir.
Ayrica,
XEM=1+x=x'

= 0+x)=>0+x) =" (Lemmal.l)
=xeM
O halde, M = N , her x € N i¢in 1 + x = x’ diir.
Teorem 1.3 N icinde toplama isleminin degisme 6zelligi vardir.
Ispat. N iginde
M={yeN:herxeNicinx+y=y+x}
tanimlayalim. Lemma 1.2 ve toplama igleminin (1.5) 6zelliginden,
x+1=x"=14+x

ve dolayisiyla, 1 € M dir. Simdi y € M alahm. Bu takdirde, her x € N igin x + y =

y+x

olur ve

x+y' =x+0+y) (Lemma 1.2)
=x+1+y) (Birlesme Ozelligi)
=x'+y (Lemma 1.2)
=y+x yeM)
=y+(1+x) (Lemma 1.2)
={y+1)+x (Birlesme Ozelligi)
=y +x

oldugu goriiliir. Boylece, y € M = y' € M dir. Tiimevarim belitinden M = N ;
Vx,yENicinx+y=y+x

dir.

Teorem 1.4 Her (x,y) € N X N i¢in asagidaki iki kosulu saglayan bir ve yalniz
bir C(x,y) € N vardir:

Her x € N i¢in C(x,1) = x (1.7)
Her x,y € Nicin C(x,y") = C(x,y) + x (1.8)

Ispat. Once her (x,y) € N X N icin (1.7) ve (1.8) kosullarni saglayan bir
CCr,y)

bulundugunu gosterecegiz. Bu amagla N nin
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M ={x € N:her y € N i¢in (1.7) ve (1.8) i saglayan bir C(x,y) € N var}
alt kiimesini diisiinelim. Her y € N i¢in

clLy)=y

c(1Ly =1

olur ve her yeNiginC(l,y)=y"=y+1=C(1,y)+1 sartlarn saglanir.
Boylece, 1 € M dir.

tanimlayalim. Bu takdirde,

Diger yandan, x € M ise, her y € N i¢in (1.7) ve (1.8) i saglayan bir C(x, y) vardur.
Simdi, her y € N i¢in
Ct',y) = Clx,y) +y

tanimlayalim. Bu takdirde,
Clx',D)=Cl,D+=x+1=x
olur.x € M oldugundan, her y € N igin
Cix',y) =Clx,y) +y

=€,y +x)+y
=Cl,y) + (x +y)
=Clx,y) +(x+y)
=Clty)++x)
=Clx,y) +(y +x)
=(C,y) +y) +x
=C(x,y) +x

olur. Boylece,x € M = x' € M .tiimevarim Aksiyomdan M = N dir. Baska bir
ifadeyle, Vx,y € N igin (1.7) ve (1.8) kosullarim saglayan bir C(x,y) vardir.
Teorem 1.4 {in ispatini, her x,y € N i¢in (1.7) ve (1.8) kosullarini saglayan yalniz
bir C(x,y) € N bulundugunu gostererek tamamlariz. Her x,y € N igin (1.7) ve (1.8)
i saglayan bir C(x,y) ile birlikte bir de d(x,y) bulundugunu kabul edelim. Bu
takdirde, N nin

K={y€eN:vx e NicinC(x,y) =d(x,y)}
alt kiimesini alalim. Her x € N i¢in

Clx,1) =x=d(x,1)
oldugundan, 1 € K dir. Ayrica, y € K ise, her x € N igin

Cx,y) =Clx,y) +x=d(xy) +x =d(x,y)
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ve bdylece, y' € K dir. Tiimevarim aksiyomdan K = N ; her x,y € N igin

d(x,y) = C(x,y) dir

Sonug 1.1 Yukarida ispatladigimiz teorem, bir C: N X N — N fonksiyonunun,
yani N iginde bir ikili iglemin varligim ifade etmektedir. Teorem 1.2 nin sonunda
oldugu gibi, burada da (1.7) ve (1.8) kosullarinin ¢ igleminin tamamen belirledigini
sOyleyebiliriz. Bagka bir deyimle, N i¢inde (1.7) ve (1.8) kosullarini saglayan bir ve
yalniz bir ikili iglem € vardir.

Bu ikili isleme, ¢arpma iglemi denir ve x,y € N igin genellikle
Clx,y) =x.y wveya C(x,y)=xy

yazilir; C(x,y) = xy ye x wve y nin ¢arpimi denir.Yeni gosterimle ifade edilirse,
N iginde ¢arpma islemi

Her x€N icin x1l=x (1.9)
Her x,y €N icin xy =xy+x (1.10)

kosullartyla tamamen belirlenir.
Yukaridan da anlagildigi gibi, carpma islemi toplama fiizerine tanimli bir
fonksiyondur.

Lemma 1.3 Her x € N igin 1.x = x dir.

Ispat. N nin M = {x € N:1.x = x} altkiimesini diisiinelim. (1.9) dan 1.1 =1 ;
boylece, 1 € M dir. Ayrica, x € M ise, 1.x = x dir ve (1.10) dan,

lx'=1lx+1=x+1=x

x' € M olur. Béylece, x € M = x' € M dir. O halde, M = N ;her x € N igin 1.x =
x dir.

Lemma 1.4 Her x,y € N icin x'y = xy + y dir.

Ispat. NninM = {y € N:her x € N icinx’y = xy + y} alt kiimesini alalim.
Bu takdirde,

VxENigcinx'.1=x"=x.1+1
ve boylece, 1 € M dir. Ayrica, y € M ise, her x' € Nicinx'y = xy + y dir ve
(1.10) kullanilarak

Xy =xy+x' =xy+y) +x' =xy+y+x)=xy+(y +x)'
=xy+&+y) =xy+Ex+y)=&y+x) +y =xy' +y
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olur. Boylece, y € M = y' € M dir. Tiimevarim Aksiyomundan
M = N;herx,y € Nicinx'y =xy+y dir.

Teorem 1.5 N iginde carpma isleminin degigme 6zelligi vardir.
Ispat. N nin
M ={x € N:hery € N icin xy = yx}

alt kiimesini alalim. Lemma 1.3 ten, 1 € M dir. Ayrica, x € M ise, her y €
N igin xy = yx olup

X'y=xy+y (Lemma 1.4)
=yx+y (xeM)
= yx' ((1.10) 6zelligi)
diir. Boylece, x € M = x' € M dir. Tiimevarim Aksiyomundan M =N ; her

X,y € N icin xy = yx dir.
Teorem 1.6 Her x,y,z € N icin x(y + z) = xy + xz dir.

Ispat. M = {z € N : her x,y € N igin x(y + z) = xy + xz} alalim. Bu takdirde,
her x,y € N igin

xy+1D)=xy'=xy+x=xy+x1
ve boylece, 1 € M dir. Ayrica, z € M ise, her x,y € N i¢in

x(y+z)=x(y+2) =x(y+2)+x=((xy+xz)+x
=xy+(xz+x)=xy+xz

olur. Boylece, z € M = z' € M dir. Tiimevarim Belitinden M = N ; her x,y,z €
N icin x(y + z) = xy + xz dir.

Tamm 1.1 Her x,y,z€ Niginx(y+z) =xy+xz olmasi ozelligi, dogal
sayilarda ¢arpma isleminin toplama {izerine dagilma 6zelligi olarak bilinir.

Uyart 1.3 Teorem 1.5 ve Teorem 1.6 birlestirilerek, her x,y,z € N igin
x(y+2)=xy+xz
oldugu goriiliir.
Teorem 1.7 N i¢inde ¢arpma isleminin birlesme 6zelligi vardir.
Ispat. N nin
M ={z € N:her x,y € N icin (xy)z = x(yz)}
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alt kiimesini alalim. Bu takdirde, her x,y € N igin (1.9) dan

(xy)1 = xy = x(y1)
ve boylece, 1 € M dir. Ayrica, z € M ise, her x,y € N igin

(ey)z' = (xy)z + xy ((1.10)6zelligi)
=x(yz) + xy (zeM)
=x(yz+y) (Teorem 1.6)
= x(yz") ((1.10) ézelligi)

olur. Béylece, z € M = z' € M dir. Tiimevarim Belitinden M = N ; her

x,y,z € N igin (xy)z = x(yz)
dir [3]

Bulgular ve Yorum

Peano aksiyomlarinda toplama ve carpmayi tanimlamamizdaki asil amag; bu
islemlerin bir fonksiyon oldugu, ¢arpmanin da toplamanin bir fonksiyonu oldugu ve
islem sirasinin belirlenmesinde fonksiyon kavraminin kullanildigini géstermektir.

Islem sirasindaki &ncelik ilk olarak; kuvvet alma daha sonra carpma ve bolme ve
son olarak toplama ve ¢ikarma olmasinin sebebi; kuvvet alma isleminin ¢arpmanin
bir fonksiyonu, ¢arpmanin da toplamanin bir fonksiyonu olmasidir.

Bunu daha iyi kavrayabilmek igin drnekler {izerinde inceleyelim.
4435=?

Burada ¢arpma islemi toplamanin bir fonksiyonu oldugundan dncelikle ¢arpma
islemini yapmamiz gereklidir. Buradaki ¢arpma islemi de; Peano Aksiyomlarini
kullanilarak ;

35=2".5 (Tanim)
=25+5 ((1.10) bzelligi)
=1.545 (Tanim)
=15+5+5 ((1.10) bzelligi)
=5+5+5 ((1.9) zelligi)
=15

elde edilir. Buradan
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44+35=4+15
=19

bulunur. Sayet isleme toplamadan baslasaydik;
4435=75=35
bulunurdu. Bu da bizi yanlis sonuca gotiiriirdii.

“Toplamadan 6nce ¢arpma”  kurali  kolay  goriinebilir, ancak bu ii¢
kelime gozlerimizin gordiigiinden ¢ok fazlasini kapsar. Cebir alanimmin iginde
oldugumuz i¢in, “(sifir olmayan) bir ¢ sayisina bdlme”, “1/c ile ¢arpma” ile ayni
seydir. Fazlasi, “eksi ¢”, “art1 (—c)” ile aymidir [4]. Asagidaki 6rnegi inceleyelim;

18+6—-2=?

Burada 6 sayisina bolmek, % ile carpmak anlamindadir. Yani;

1 1
18.-=17'- (Tanim)
= 17_% + % ((1.10) ozelligi)
_ 16142 (Tanim)
=16+ ani
1 1 1 .. P
=16.=+-+- ((1.10) ozelligi)
6 6 6
=1’_l+l+l+...l (Tanim)
6 6 6 6
1 1 1 1 1 1 . P
e e B P o ((1.9) ozelligi)
18 tanee
18
T 6
=3

olup buradan
18+6—-2=34+(-2)=1
elde edilir. Yani bolme islemi de ¢arpma iglemi gibi toplamadan daha onceliklidir.

Ayrica bolme ve carpma isleminin ayni anda bulundugu aritmetik iglemlerde
oncelik sirasina bakmak istersek; soldan saga islemlerin yapilacag: kanist vardir.
Islem siras1 goz oniine alindiginda, buna gerek olmadig fark edilecektir. Ornegin;

9+3+35=?
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Aritmetik igleminde islem sirasini goéz ardi edip soldan saga yapacak olursak
yanilgiya diiseriz. Asagida oldugu gibi;

9
9+3+3.5=(§+3).5=(3+3).5

=6.5=30

Aritmetik islem sirasin1 géz oniine alirsak;
1
9+3+35 =9.§+3.5

=34+15
=18
bulunur ki bu da istenilen ¢6ziimdiir.

Bu ornekten de gorildiigii gibi islem sirast kullanilacak olursa, soldan saga
kurali anlamin yitirir.
9-+32=?

Ornegine bakacak olursak, bu aritmetik islemi soldan saga yapilmasi gerektigi
diisiiniilmektedir. Fakat burada 6nemli olan, 3’e bolme igleminin - ile ¢arpmak
oldugunu fark edebilmektir. Burada 2 ile carpma islemi geldiginden, rasyonel
sayilardaki ¢arpmaya doniisiir ki pay pay ile payda da payda ile carpilir. Yani 2 ile 3
pay ile payda oldugundan ¢arpilamazlar. Yani;

1
9+3.2=9.§.2=3.2=6

Simdi kuvvet alma islemini ¢carpmadan dnce yapilacagini gosterelim.
a™inanlami a.a.a..a (a,n € R).a taban sayi, n iis diye adlandirilir. Biz bu
ifadeyi a 'nin kuvveti dizjenadlandiririz.
Ornegin;
25=22222=32

Bu da gosteriyor ki kuvvet islemi ¢arpmanin bir fonksiyonu oldugu ve kuvvet
alma isleminin ¢arpmadan 6nce yapilmasi gerektigi asikardir.

Ornekler

1) 32.54+3=(33).5+3
=95+3
=45+3
=48

2) 524 15+3.23 = (5.5) + 15 + 3.(2.2.2)
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=25+ 15+ 38
=25+15.2.8
=25 + 40
=65

3) 23(3+4)2—25=23.(7)2—-25
=(2.2.2).(7.7) = 25
=8.49 — 25
=392 -25
=367
4) 3[5+2)—-1]=3(7-1)
=36
=18

Tartisma, Sonuc ve Oneriler
Aritmetikte islem Oncelik siras1 sirasiyla asagidaki gibidir.
v Parantez igi
v Kuvvet alma
v' Carpma / B6lme
v Toplama / Cikarma

Cinkii kuvvet alma iglemi ardisik c¢arpanlara, ¢arpma islemi de ardigik
toplamalara indirgeyip, toplama seklinde bir aritmetik islem olusur ve bu kurallari
ortaya cikarir.

Matematik egitiminde yapilan c¢aligmalar matematikte islemsel ve kavramsal
o0grenme olarak farkli iki 6grenme tipinin oldugunu belirtmektedir (DiSessa, 1985,
Skemp, 1987; Garofalo & Durant, 1991; Baki, 1994). Islemsel bilgi sembolleri
tanima, islemleri yiirlitme gibi becerilerin olusturdugu kavrama dayanmayan
tamamen mekanik bir bilgi, ikincisi ise; matematiksel kavramlari
sembollestirebilme, onlar1 iliskilendirebilme ve onlarla islem yapabilme
becerilerinin olusturdugu kavrama dayali bir bilgidir (Baki, 1994). Bu iki kavram net
cizgilerle birbirinden ayrilmaz. Matematik kavramlar1 soyut yapilar1 sebebiyle yanlis
anlasilmas1 olas1 kavramlardir. Bu kavramlar 6grenilirken, neyi neden yapacagim
bilme anlamina gelen iliskisel anlama (Skemp, 1978) gerceklesmezse Ogrencide
kavram yanilgilar1 yada kavramla ilgili giicliikler olusabilmektedir. Bu g¢aligmada
vurgu yapilan nokta islemsel bilgi olarak verilen aritmetik islemlerde islem sirasinin
aslinda temelinde kavramsal bilginin yattigidir. Ogrenciye islem sirasi higbir
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gerekge gosterilmeden ve agiklama yapilmadan verilirse 6grenci sadece ezber yapan
ve uygulayan 6grenci roliinii, 6gretmen de kural ve yontemleri bilen ve 6grenciye
sunan bir otorite roliinii oynamis olur. Anlamli 6grenmenin gerceklesebilecegi bir
O0grenme ortami olusturmak yerine Ogrencilerin bazi kural ve algoritmalari
ezberlemeye yonlendirilmesi, islemsel ve kavramsal bilgilerin iligkilendirilememesi
gibi sebeplerle kavramlarin tam olarak anlasilmasi giiclesmekte ve hatta kavram
yanilgilar1 ortaya ¢ikabilmektedir. (NCTM, 2000)

Islem sirasindaki siralamanin yukaridaki gibi olmasinin sebebi; kuvvet alma
isleminin carpmanin bir fonksiyonu, ¢arpmanin da toplamanin bir fonksiyonu
olmasidir. Daha ilkdgretimin baglangic yillarinda dogal sayilar kiimesinde dort islem
konusunu 6grenen 6grencilerin farkinda olmadan fonksiyon kavramiyla uygulamalar
yaptiklarin1 sdyleyebiliriz (Eisenberg, 1991). Ciinkii 2+3=5 islemini diistinecek
olursak bu islemdeki toplam operatorii (+), N’den iki elemam almakta, bu
elemanlari isleme tabi tuttuktan sonra 5 gibi yeni bir elemana doniistiirmektedir.

Biligsel ve sosyal aktiviteler biitiinii olarak tanimlayabilecegimiz ‘6gretim’
karmasik bir yapiya sahiptir (Leinhardt, 1988). Ogretmenler, ne dgretecekleri, nasil
ogretecekleri, 6gretim esasinda hangi arag¢ ve geregleri kullanacaklari, hangi igerik
ve kalitede sorular1 ¢6zecekleri gibi birden ¢ok degiskeni gbz oniinde bulundurarak
zihinlerinde bir 6gretim modeli olustururlar. Daha sonra bu 6gretim modelini sinif
ortaminda pratige dokerler ki bu uygulama asamasinda 6gretimin sosyolojik ve
sanatsal boyutu kendini gosterir. Biligsel ve sosyal bir siire¢ olan dgretimin nihai
hedefi ise Ogrencilere bilgi edinmeleri noktasinda yardimci olmak ve rehberlik
yapmaktir (Bayazit, 2004).

Yapilandirmaci yaklagim gercevesinde ‘bulus yoluyla 6gretim’, ‘problem ¢dzme
yoluyla 6gretim’ (problem dayali dgretim) , ve ‘proje tabanli 6gretim’ gibi farkl
ogretim modelleri kullanilarak islem 6nceligi konusunun dgretimi etkin bir sekilde
yapilabilir. Bu Ogretim modelleri ‘igbirlik¢i 6grenme — grup caligmast’ gibi
yontemlerle desteklenerek 6grenmenin kalitesi ve kaliciligr artirilabilir. Bu noktada
islem onceligi konusunun ruhuna en uygun modellerin basinda ‘kavram eksenli
ogretim’ modeli gelir. Kavram eksenli 6gretim modelinin en temel 06zelligi
ogrencilerde kavramsal bilginin gelisimine katki yapmayi hedeflemis olmasidir.
(Heibert vd., 1997). Bu yaklasimda 6gretilmesi hedeflenen durum iglem onceligi ve
bu kavramin temel 6zellikleridir. Islemsel bilgilerin aktarimi bu dgretim modelinin
ana hedefi degildir ve islemsel bilgiler 6grencilerin foksiyon ve islem oOnceligi
kavramlar1 {izerine yliriitecegi yogun diisiinsel aktiviteler ve bu kavramlarla
yapacag1 uygulamalar sonucunda elde edecekleri dogal kazanimlar olarak goriiliir.

Sonug olarak, matematik egitiminde bazi1 kavramlar1 ezberletmek yerine
matematigin 6ziine ve bilgiye nasil ulasacagini 6gretmek amag olmalidir.
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Extendend Abstract

The arithmetic as the widest and most well-known branch of mathematics, is a
mathematical discipline that explores the properties of addition, subtraction,
multiplication, and division in the set of positive integers (1,2,3,4...). In arithmetic it
is often possible to obtain results with experimentation and reasoning. Mathematics
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is used together with traditional mathematics to solve more difficult problems based
entirely on deduction (Goker, L., 1997). One of the mistakes in the school
mathematics curriculum is the useless practices in numbers, definitions and
traditional methods, rather than spending time on the essence of mathematics. These
mistakes arise in the value judgments attaching importance to not only whether
students do not know the actual mathematics, but also whether they do not know
anything about the causes of its existence and whether they do not memorize hard-
to-understand rules or unreasonable traditions. If students are taught the concept of
function as a basis of mathematics in an appropriate way instead of teaching or
making them memorize the unnecessary rules, the students will already learn the
order of priority in arithmetic operations intuitively. For this reason, we can utilize
from the Peano axioms to understand the order of priority in arithmetic operations.
The main purpose of our definition for the addition and multiplication operations in
Peano axioms is to demonstrate that these operations are a function, that both
multiplication and addition are functions, and that the concept of function is used to
determine the order of operations.

The order of priority in operation is as follows; power taking, multiplication and
division, and finally addition and subtraction. The reason for this order is that the
power function is a function of multiplication, and also the function of
multiplication is a function of addition. Operational knowledge is a purely
mechanical knowledge that is not based on the knowledge created by the skills such
as recognizing symbols, executing symbols, etc. Also it is a knowledge based on the
skills that are able to symbolize, associate, and deal with mathematical concepts
(Baki, 1994). The concept of ‘teaching' that we can define as a whole of cognitive
and social activities, has a complex structure (Leinhardt, 1988). Teachers form an
instructional model in their minds by taking into consideration the variables
including what to teach, how to teach, what tools and materials to use during the
teaching, which content and quality questions to solve. Then, this teaching model is
practiced in the classroom environments, in which the sociological and artistic
dimension of instructional practice manifests itself. The ultimate goal of the
teaching, which is a cognitive and social process, is to help and guide students to
acquire knowledge (Bayazit, 2004).

Within the constructivist approach, teaching of the operation priority can be
provided effectively using different teaching models such as ‘teaching through
invention', 'teaching through problem solving' (problem-based teaching), and
'project-based teaching'. These teaching models can be supplemented with the
methods including ‘collaborative learning - group work’, to improve the quality and
permanence of learning. At this point, the most appropriate model for the spirit of
operation priority is the concept-oriented teaching model. The most basic feature of
the concept-oriented teaching model is that it aims to contribute to the development
of conceptual knowledge in students. (Heibert et al., 1997). This approach aims to
teach the concept of operation priority and the basic features of this concept.
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Transfer of operational knowledge is not the main goal of this teaching model, and
operational knowledge is seen as the natural gains that students will achieve as a
result of the intensive intellectual activities that they will carry out on functional and
operation priority concepts, and of the applications that they will perform with these
concepts.

Bayburt Egitim Fakiiltesi Dergisi, Yil: 2017 Cilt: 12 Sayi: 23



