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Ozet

Bu calismada, temel olarak gift boyutlu Oklidyen uzayda, kendine duallik, kalibrasyon ve normlu dualite
kavramlar1 arasindaki iligkiler incelenmistir. Kuvvetli kendine dual 2-form ve kuvvetli 2-kalibrasyon
kavramlar1 arasindaki iliski net bir sekilde ortaya konulmustur. Esas olarak, normlu dualite kavrami
tizerinde detaylica durulmus ve bu yeni kavram kuvvetli 2-kalibrasyonlarin karakterizasyonu icin
kullanilmigtir.

Anahtar Kelimeler — Kalibrasyon, kendine duallik, kuvvetli kalibrasyon, kuvvetli kendine duallik,
normlu dualite.

On the Notions of Self Duality, Calibration
and Normed Duality on R%"

Abstract
In this work, basicly we investigate the relationships between the notions of self-duality, calibration and
normed duality on even dimensional Euclidean space. We present explicitly the connection between
strong self-dual 2-forms and strong 2-calibrations. We put emphasis on the notion of normed duality in
depth and use this notion to characterize strong 2-calibrations.
Keywords — Calibration, normed duality, self duality, strong calibration, strong self duality,
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1 Giris

R*Vde verilen bir ¢ formunun kendine dualligi,
matematiksel fizikte oldukca 6nemli bir kavramdir.
Ornegin R?*%deki bir formun kendine dualligi,
Seiberg-Witten teorisinin genellestirilmesinde ve
Yang-Mills denklemlerinin ¢6ziimiinde oldukga
onem arz etmektedir. R*deki 2 —formlarin kendine
dualligi de ayrica ayar teorisinde onemli bir yere
sahiptir.

Bunun yaninda kalibrasyon teorisi, Harvey ve
Lawson [1] tarafindan 1982 yilinda ortaya konulmus,
Bryant [2] ve Joyce'un [3] sirasiyla G, ve Spin(7)
manifoldlar1 {izerindeki c¢aligmalar1 ile de Onem
kazanmis bir teoridir.

Hacmi minimize eden
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ylizeylerle olan yakin iliskisi nedeniyle de son
donemlerde kalibrasyon teorisi énem kazanmis ve
bu konuda oOnemli c¢alismalar yapilmistir. [4]
calismasinda, kalibrasyon kavramindan hareketle
kuvvetli kalibrasyon ve kuvvetli kalibrasyon alani
kavramlar1 tanimlanmis ve ¢ift boyuttaki kuvvetli
2 —kalibrasyonlar smiflandirilip, kuvvetli
2 —kalibrasyon alanlarinin sabit olmasi gerektigi

gosterilmistir.

Bu c¢alismanin hedeflerinden biri, (kuvvetli)
kalibrasyonlar ve (kuvvetli) kendine dual formlar
arasinda var oldugu gozlemlenen iligkiyi agik bir
Bunun yaninda bu
calismada esas olarak, (normlu trialite kavramindan

sekilde ortaya koymaktir.
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hareketle) normlu dualite kavrami tanimlanmis ve
Ozellikleri incelenmis, bu tiirden dualitelerin
siiflandirilmas: iizerinde durulup, bu kavramin
(kuvvetli) 2-kalibrasyonlar ile olan yakin iliskisi
ortaya konmustur. Ayrica bir 2-formun kuvvetli 2-
kalibrasyon olmas: ile ilgili anti-simetrik matrisin
ortogonal olmasinin denk oldugu gercegi, normlu
dualite kavrami yardimiyla net bir sekilde ifade edi-
lip kanitlanmistir.

Ikinci boliimde kendine duallik ve kalibrasyon
kavramlar: tizerinde biraz daha detaylica durulup,
kuvvetli kendine duallik ve kuvvetli kalibrasyon
kavramlarina yer verilmistir. Bu boliimde o6zellikle
2-kalibrasyonlarin uygun bir
Ozdegerleri yardimiyla karakterizasyonu {izerinde
detaylica durulmustur. 3. boliimde bir 2 —formun

kuvvetli matrisin

normlu dualite olmasi tizerinde durulmus ve normlu
tartisilmig, Ozellikleri
ise bu 3 kavram

dualite kavrami etraflica
incelenmistir. Son bodliimde

arasindaki iliski net bir sekilde ortaya konmustur.

2 Kendine Duallik ve Kalibrasyon Kavramlar:
2.1 Kendine Dual ve Kuvvetli Kendine Dual Form-

lar
Kendine duallik deyince akla ilk gelen, R?“de
verilen bir n —formun Hodge anlaminda kendine
dualligidir. V, n boyutlu yonlendirilmis bir i¢ ¢arpim
uzay1 olsun. V tizerindeki i¢ ¢arpim yardimiyla APV
tizerinde bir i¢ carpim u, v € APV p —vektorler olmak
uzere

W, v) = (ug Ao A Up, V1 AL A vp) = det({u;, v;))
ifadesinin bilineer genisletilmesiyle tanimlanabilir.
{e1,eq,...,e0}, Vv
yonlendirilmis birimdikey bir tabami olsun. Bu

vektdr  uzaymin  pozitif
durumda
{ei, A~~/\eip|1 < < <i,<n}

kiimesi de APV’nin birimdikey bir taban olur. Benzer
sekilde AP(V)" = APV* da bir i¢ ¢arpim uzayidir ve
dx;, e; elemanina karsilik gelen dx;(e;) = 6;; seklinde
tanimli V* dual uzayinin eleman olmak iizere,

{dx;, A ~~/\dxip|1 S <<y < n}
kiimesi de APV* vektér uzaymin birimdikey bir
(n -
p) —formu karsilik getiren Hodge operatorii, APV*
vektOr uzayinda bir lineer doniisiim olarak tabanlar
tizerinde su sekilde tanimlanir:

tabani olur. Verilen bir p —formuna bir
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dx Adx,A--Ndx,
hacim formunu gostermek {izere herhangi bir
dx;, Adxi, A+ A dxip taban elemanmimni j; < < j,_,
olmak tizere
(dx,-1 A A dx,-p) A (idle A A dxjn_p) =dx A Adx,
sekildeki

resmeder. Taban elemanlar: {izerinde yukaridaki gibi
tanimladiktan  sonra

olacak tdx;, A Adxj, elemanina
-p

vektor uzayma lineer
genisleterek tiim vektdr uzayi {izerinde bir lineer
doniisiim elde etmis oluruz. Bir ¢ formuna Hodge
operatorii uygulanarak elde edilen form x*¢ ile
gosterilir ve bu forma ¢ formunun Hodge duali

denir.

R*de bir ¢ n —formu verilsin. * ¢ = ¢ ise @’ye
Hodge anlaminda kendine dual form, * ¢ = —¢ ise
@’ye tersine dual form denir.

R*de bir ¢ 2 —formunun Hodge anlaminda kendine
dual olabilmesi icin
@ =a(dx; ANdx, + dx; Adxy,)
+ b (dx; Adxs —dx, Adx,)
+c(dx; ANdx, + dx, Adxs)
ve tersine dual olabilmesi icin
@ =a(dx; ANdx, — dx; Adx,)
+ b (dx; Adxs + dx, Adx,)
+c(dx; ANdx, — dx, Adxs)
formunda olmasi1 gerektigi hemen goriilebilir.
Tanmimdan agiktir ki, Hodge anlamindaki kendine
duallik sadece R?*™deki n —formlar icin kendine
duallik tanimu olarak alinabilir. Fakat 2 —formlarin
daha iist boyutlardaki kendine dualligi de Snemli
oldugundan, R*"deki 2 —formlarin kendine dualligi
igin farkli tamim arayiglar1 olmustur. Ornegin 1977'de
Trautman [5] R?“deki bir ¢ 2 —formunun kendine
dualligini, ™! formu ¢'nin kendisiyle n — 1 kez dig
=1 = g(x @) olacak
sekilde bir a € R sayisimin var olmasi seklinde

carpimini gostermek {iizere, ¢

tanimlamis ve kullanmigtir. 1984’de Grossmann ve
ark. [6] ve 1983'de Corrigan ve ark. [7] da farklh
alternatif kendine duallik tanimi1 vermislerdir.

R?¥de bir ¢ 2 —formu ve R*"nin birimdikey bir
taban1 verildiginde, ¢ formunun bu tabana gore

bilesenleri kullanilarak olusturulan matris anti-
simetriktir. Elde edilen anti-simetrik matrisin
ozdegerleri

ii}lk,k = 1,2,...,n
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formundaki kompleks sayilardir. R*deki bir
2 —formun Hodge anlaminda kendine (veya tersine)
dual olabilmesi igin, ilgili 6zdegerlerin normca
birbirine esit olmasi gerektigi hemen goriilebilir.
Bilge ve ark. [8] R?%deki bir ¢
2 —formunun “kuvvetli kendine dualligi" tanimi
verilmis ve bu farkhh tanimlarin  denkligi

gosterilmistir [9].

tarafindan

Tanim 2.1 (Kuvvetli Kendine (Tersine) Duallik) ¢,
R*"de bir 2 —form ve *il;, k = 1,2,...,n kompleks
sayilar1 da ¢'nin herhangi bir birimdikey tabana goére
elde edilen anti-simetrik matrisinin 6zdegerleri
Eger [Ai] =42l == |2 #0 ise ¢’ye
kuvvetli kendine (ya da tersine) dual form denir [8].

olsun.

Farkl1 bir sekilde ifade etmek gerekirse, ¢ formunun
kuvvetli kendine (veya tersine) dual olmasi ile,
Q= Z a’ dx; A dx;
1<i<js2n
seklinde ise, yani matrisi

0 a2 a3 .. ql2n \
a2 o 23 .. q22n
A=|—a'3 —g?3 0 : |
: - a2n—1 2n
_al 2n _a2 2n _aZn—l 2n 0
ise, A2 = —a?l olacak sekilde sifirdan farkli bir a

gercel sayisinin var olmasi denktir. Eger ¢" 2n-
formu hacim formunun pozitif kat1 ise ¢ kuvvetli
kendine dual, negatif kat1 ise kuvvetli tersine dual
form adini alir.

2.2 Kalibrasyonlar ve Kuvvetli Kalibrasyonlar

R™ standart i¢ carpim uzayi iizerindeki p —formlarin
kiimesini AP(R™)" ile gosterelim. {ej,e,,...,en},
R™nin standart taban vektorleri, {dx;, dx,, ...,
dx,,} de sirasiyla bu vektorlere karsilik gelen (R™)*
dual uzaymin elemanlari olsun.

Tanim 2.2 (Kalibrasyon) ¢ € AP(R™)" p —formuna
asagidaki kosullar1 sagliyor ise bir p —kalibrasyon
denir [1].

1. Her birimdikey {u,,u5,...,u,} € R™ kiimesi i¢in
|<p(u1, uz,...,up)| < 1 olsun.

2. En az bir {ul, Up,ene, up} € R™ birimdikey vektor

CBU J. of Sci., Volume 13, Issue 2, p 565-577.
kiimesi i¢in |(p(u1,u2, . ..,up)| = 1 olsun.

Varsayalim ¢ € AP(R™)" bir kalibrasyon olsun. p = 1
durumunda ¢ € A'(R™)* = (R™)* olmak iizere
@ = a;dx, + adx, + -+ apdx,

seklinde ifade edilen 1 —formun kalibrasyon olmasi
a?+--+a% =
goriilebilir. Bir kalibrasyonun Hodge dualinin de
yine bir kalibrasyon oldugu da kolayca goriilebilir.
Aciktir ki R™de verilen bir (m —1)-formun
kalibrasyon olmas: i¢in yine katsayilarinin kareleri
toplaminin 1 olmas1 gerekir. p = 2 durumunda, bir
@ € A2(R*™)* anti-simetrik Dbilineer doéniisiimiine
kargilik gelen A = (¢(e;, ¢;)) anti-simetrik matrisinin

icin olmas1 gerektigi hemen

o0zdegerleri ¢'nin kalibrasyon olup olmadigim
belirlemektedir. A matrisinin 6zdegerleri +iAy, k =
1,2,...,n olmak {izere, ¢'nin
@ = hdy; ANdy; + Adys Ady, + -+ Andyan—s
A dy 2n
seklinde ifade edilebilecegi bir {fi,fs,..., on}
birimdikey tabaninin varlig1 bilinmektedir (burada
{dyi,dys, ..., Ay}, {f1, for - -+, fon ' nin dual tabanidir).
Bu durumda ¢ 2-formunun kalibrasyon olmast i¢in
max {4, Ao, 2]} = 1
olmas1 gerek ve yeter kosul olarak karsimiza
gikmaktadir. Bu maksimumun 1'den farkli olmasi
durumunda ¢ bir kalibrasyon olamaz. Yani p = 2
durumunda R?*"de bir 2-formun (dolayisiyla Hodge
duali olan bir (2n —2) formun) kalibrasyon olup
olmadigina oOzdegerler yardimiyla hemen karar
verilebilmektedir. Fakat 2 <p <2n-—2 igin bir
p —formun kalibrasyon olup olmadigini kontrol
etmek ya da belli bir boyuttaki tiim kalibrasyonlar1
siniflandirmak kolay degildir. Bununla ilgili 6zellikle
R® ve R® {izerinde 6nemli g¢alismalar yapilmistir
[10,11].

Ornek 2.1 ¢, ¢, € A2(R*)* formlar
1 1
Q= de1 Ndx, + deg Adx,

1
¢ =§dx1/\dx2 +dX3 /\dX4

1
Y= de1 Adx, + 2dx; ANdx,

seklinde verilmis olsun. ¢’'nin R* iizerinde bir
kalibrasyon olmasina ¢ ve P Dbirer

kalibrasyon degildir.

karsin,

R™ vektor uzayr {iizerinde tamimladigimiz gibi
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herhangi bir i¢ carpim uzay1 iizerinde de verilen bir
formun kalibrasyon olmasi benzer bir bicimde
tanumlanir. Bir Riemann manifoldu {izerindeki bir
form alanimin kalibrasyon olmasini benzer bigimde
tanimlayabiliriz. Lakin bu ¢alismada sabit katsayili
formlarla smurli kalinacaktir. Zaten kalibrasyon
teorisinde yapilan calismalar genel olarak R™deki
sabit katsayili formlar1 kapsamaktadir.

Ormek 22 f{ej,e,,...,e;}, R”nin standart taban
ve {dx;,dx,,...,dx;} de siwrasiyla bu
vektorlere karsilk gelen (R7)* dual

vektorleri
uzayinin
elemanlar1 olsun.
dxgj.., =dx; Ndx; A Adxy

olmak iizere

@ = dX123 + dX145 — X167 + AXp46

+dxz57 + X347 — dX356
seklinde verilen 3-form [12, Teorem IV.1.4]'den
dolayr bir kalibrasyondur ve R”’deki asosyatif
kalibrasyon olarak bilinir. Ayrica ¢’'nin Hodge duali
olan ve
* @ = dXas567 T AX2367 — AXp345 + dX1357
+dx1346 + dX1256 — AX1247

4-formu da bir kalibrasyondur ve R7’deki ko-
asosyatif kalibrasyon olarak bilinir.

Ormek 23 f{ej, e, ...,eg}, R¥in standart taban
vektorleri ve {dx;,dx,,...,dxg} de swrasiyla bu
vektorlere kargilik gelen (R®)* dual
elemanlar1 olsun.

dxij.., =dx; Ndx; A Adxy

uzayimin

olmak tizere
D = dxyp34 + dX1356 + dX1278 + dX1357 — dXy368
— dX1458 — dX1467 + dX5675
+ dx3478 — dX3456 + AX2468
— dXp457 — dXz367 — AX2358
seklinde verilen 4-form [12, Teorem IV.1.24]'den
dolay1 bir kalibrasyondur ve Cayley kalibrasyonu
olarak bilinir.

Yukarida verilen kalibrasyonlar, bu teorideki énemli
ve Kklasik kalibrasyon Orneklerinden olup, ilgili
formlarin kalibre ettigi alt manifoldlar da hacmi
alt  manifoldlarin  &nemli

minimize eden

orneklerindendir.

Klasik kalibrasyon taniminin 2. sartini degistirip,
daha kuvvetli kosullar igermesi nedeniyle adina
kuvvetli kalibrasyon dedigimiz tanimi1 verelim.
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@ € AP(R™)"
p —formuna asagidaki kosullar1 saghyor ise bir
kuvvetli p —kalibrasyon denir [4].

1. Her birimdikey {uy,u,,..., up} € R™ kiimesi i¢in

Tanim 2.3 (Kuvvetli Kalibrasyon):

|(p(u1, uz,...,up)| < 1 olsun.

2. Her {ul,uz,...,up_l} birimdikey p — 1 vektore

kargilik, bu vektorlere dik dyle bir u, birim vektori
var olsun ki |<p(u1,u2, . ..,up_l,up)| = 1 olsun.
Bir kuvvetli kalibrasyonun aymi zamanda bir
kalibrasyon oldugu tanimdan aciktir, ama tersi
genelde dogru degildir. Sadece p =1 durumunda,
@ € A(R™)"
kuvvetli kalibrasyon olmasi1 denktir. Fakat p > 1 igin
bu denkligin her zaman korunmadig: da agiktir.

1-formunun kalibrasyon olmas: ile

Ornek 2.4
1
@ =dx; Ndx, + deg Adx,

2 —formu bir kalibrasyondur, ama bir kuvvetli
2 —kalibrasyon degildir. Ciinkii |@(x,y)| = 1 olacak
sekilde x = (0,0,1,0) vektoriine dik hicbir y birim
vektorii yoktur.

Ornek 2.5 R”’de temel 3 —form olarak bilinen

¢ =dx; ANdx, ANdxg —dx; ANdxg ANdx; + dx, Adxs
ANdx; —dxs ANdxs ANdxg +dxy ANdx,
ANdxs + dx, Adxy ANdxg + dx; Adx,
Adxy,

3 — formu bir kuvvetli kalibrasyondur. Bu formun

gercekten bir kalibrasyon oldugunun

gosterilmesini okuyucuya birakiyoruz.

kuvvetli

Bu calismada daha ¢ok cift boyuttaki 2 —formlarla
ilgilenildiginden p =2 durumuna agirhk verip,
R?™deki kuvvetli 2 —kalibrasyonlara odaklanalim. ¢,
R?" bir 2-form olsun. Standart tabana gore matrisine

A diyelim.
A
/ 0 al? al® .. ql2n \
—qt? 0 a3 a?2n
= k_an —q23 0 : )
: : . a2n—12n
—gltn  _g22n _g2n-12n 0 amx2n

seklinde alalim. A matrisinin Ozdegerleri k =

1,2,...,nigin +id, olmak tizere, ¢’'nin
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0 A4 0 o0
- 0 0 o0
B=| 0 0 :
: : 0 An
0 0 _ﬂ'n 0 2nx2n
seklinde ifade edilebilecegi bir {fi,fs..., fon}
birimdikey tabamimin varligi bilinmektedir. Bu
durumda {f;,f5,..., fon} tabaninin dual tabamni

{dy1,dy,,...,dy,,} ye gore ¢ 2-formu
¢ =Ndy, ANdy;, + A,dys Ady, + -+ Apdyzn_q
A dYZn
ifade edilebilir. ¢ 2-formunun klasik
anlamda kalibrasyon olmas: igin
max {|A], [4z],.- -, [4nl} = 1
olmasi gerek ve yeter kosuldur. Acaba ¢'nin kuvvetli
kalibrasyon olmasi durumunda kosul degisecek mi?

seklinde

flk asikar olmayan durum olarak R*deki kuvvetli
2 —kalibrasyonlari inceleyelim.

2.2.1 R*deki kuvvetli 2 —kalibrasyonlar
R*te bir 2 —form a'?, a3, a'4, a?3,a**, a®* € R olmak
uzere
@ = a'?dx; ANdx, + aBdx; Adxs + at*dx; Adx,
+a®3dx, A dxs + a?*dx, Adx, + a3*dxs Adx,
seklinde yazilabilir. ¢'nin R*{in standart tabanina
gore karsilik gelen anti-simetrik matrisi

0 al? a3 qlt
—al? 0 a3 gt
A= —q3 —q?3 0 a3
—a'* —g* —g3* 0

seklindedir.  x = (xq,%3,%3,%4), ¥ = V1, V2, V3, Va) €

R* icin
@(x,y) = a*?(dx; Adxy)(x,y) + a'®(dx; Adxs)(x,y)
+a(dx; Adx,)(x,y)
+ a®(dxy A dx3)(x,y)
+a?*(dxy A dxy)(x,y)
+ a®*(dxs A dxy)(x,y)
= a(x,y; — xy1) + a®(x1y3 — x31)
+a' (x1y4 — X4y1) + a® (x5y3 — X3Y5)
+a** (xys — X4Y2) + a4 (X3y5 — X4Y3)
yazilabilir O halde ¢'nin bir kuvvetli
kalibrasyon olmast icin
X2+xi+xi+at=1
yvityi+yi+tyi=1
X1 Y1+ XY, + X3Y3 + x4, =0
olmak {iizere, dncelikle
a'?(x1y; — x91) + @' (x1y3 — x3y1) + a** (X1 v
—x,1) + a® (x5 — x3Y,)
+ a* (X2, — x4Y2) + a** (X3,
—xy3) <1

olarak
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esitsizliginin saglanmasi gerekir. ¢’nin bir kuvvetli
kalibrasyon olmasi ig¢in saglanmasi gereken bu ilk
kosulun bile kontrolii kolay degildir. Bu durumda,
daha az parametre kullanacagimiz yani ¢’yi daha
basit ifade edebilecegimiz bir tabanda calisalim. A
matrisinin 6zdegerleri +i4,(k = 1,2) olmak iizere A
matrisinin

0 4 0 O

- 0 0 0

0 0 0 A

0 0 -1, O
seklinde ifade edebilecegi bir {f;, f,, f3, o} birimdikey
tabanmmin varligi bilinmektedir. Bu 0zdegerler, iA
Hermitsel reel

matrisinin Ozdegerleridir.  iA

matrisinin 6zdegerleri de

K = (a12)2 + (a13)2 + (a14)2 + (a23)2 + (a24—)2
+ (a34)2

L = (a12 + a34)2 + (a14 + a23)2 + (a13 _ a24)2

M = (a12 _ a34)2 + (a14 _ a23)2 + (a13 + a24—)2

ve

1
/11=ﬁ K+VL-M

Az=% /K—W

olmak tizere {A;,—4;,4,,—4,} seklindedir. Bu
durumda {dyy,dy,,dys,dy.}, {f1, fo, f5, fu} tabamnin
dual tabanim1 gostermek {izere ¢ 2-formu
{f1, f2, f3, f1} tabanina gore

@ =Ndy; Ndy, + L dys Ady,
seklinde ifade edilebilir.

Simdi ¢’nin kuvvetli kalibrasyon olma kosullarimi
saglayip saglamadigim A, (k = 1,2)'nin durumlarina
gore inceleyelim (Bu arada {fi, f>, f3, f4} birimdikey
tabaninda ¢alistigimizi unutmayalim).

® [A,] > 1 veya |A,| > 1 olsun. Bu durumda f3, f; , f3
ve f, birimdikey vektorleri icin

o(fi,f2) =4(1-1-0:0)+2,(0:0-0-0)=21, >1
O(f3,fa) =4(0:0-0-0)+12,(1-1-0-0) =2, > 1

oldugundan ¢ bir kalibrasyon olamaz. Kalibrasyon
olmanin ilk kosulu saglanmadi. Yani |A;|(k = 1,2)
degerlerinden herhangi biri 1'den biiyiik olamaz.
(Zaten bu ¢’nin  klasik
kalibrasyon olmasi bile miimkiin degildir.)

durumda anlamda
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e |4] <1 ve [4;] <1 olsun. max{4;,4,} = 1 olmak
luzere

O, y) = A (XY, — x31) + A2 (X3Y4 — X4Y3)
= ((A1x1, =41 X3, Ax3, = A2%4), V2, Y1, Var ¥3))

< RGE+03) + 2863+ 0D [V + 97+ + 07

S/l\/xf+x22+x32+xf\/y12+y22 +yi+yi

<1
olur. Bu durumda ¢(x,y) =1 esitligini saglayacak
hi¢bir birimdikey vektor cifti yoktur. Yani kuvvetli
kalibrasyon olmanin ikinci kosulu saglanmaz. (Bu
durumda da ¢'nin klasik kalibrasyon bile
olamayacag1 yine agiktir.)

® |1;] <1ve|d;] =1olsun.
0, y) = A (1Y, — x391) + (X34 — X4Y3)
= ((Mxy, —A1x2, X3, =%4), V2, Y1, Yar V3))

< [BOE+a0) 433433 37 + 93 + 3 + 37
<1

olur. Ancak kuvvetli kalibrasyon olmanin ikinci
kosulu geregi x = f; vektoriine karsilik Oyle bir
Y = (¥1, Y2, Y3, Ya) vektori var olmali ki bu vektorler
birimdikey ve ¢(f},y) =1 olsun. Ama bu miimkiin
degildir. Cinkii bu vektorler Iyl =1
oldugundan

»((1,0,0,0),y)

< ROk +30) 423433 |37 + 93 + 3 + 34

icin

= I/hl\/yf +y7 + i+ Vi
<1
seklindedir.

e |41 =1 ve [1,] <1 olsun. Bir 6nceki duruma
benzer bigimde kalibrasyon
olamayacag: goriiliir.

@’'nin  kuvvetli

® |1;] = 1 ve |1,] = 1 olsun. 42 = 13 = 1 oldugundan
o(x,y)

= A (1Y — %2¥1) + A2 (X34 — X4Y3)

< ((Mxy, =412, X3, —%4), V2, Y1, Yar V3))

< [BGE+ 30+ BG4 D) 57 493 + 3 + 37

= (R xd 340 9E
=1
olmus olur. x = (x4, X, X3, x4) birim vektorii verilsin.
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=1 ve A, =1 olsun. Bu  durumda

Y = (—xy, X1, —X4, X3) vektoriinii diistinelim.

Iyl = xF +x3 + x5 +x5 =1

(x, V) = —x1%5 + X301 — X3%4 + X3%, =0
olur ve

P(x,¥) = (x1Y2 — X21) + (X3Ys — X4Y3)
X1%1 — X3 (—X2) + X3X3 — X4(—2x4)

=xt+xi+xi+xi=1

olarak bulunur. O halde, ||x|| = 1 seklindeki her x €
R* vektoriine karsilik en az bir y € R* vektorii vardir
ki|lyll =1, {x,y) = 0 ve ¢(x,y) = 1 seklindedir.
Benzer bicimde;

M =1ved, =—-liginy = (—x3, X, X4, —X3)
A =—=1veld, =1iciny = (xy, —Xx1, —X4,X3)
A =—-1veld, =—-1liciny = (x3, —Xq, X4, —X3)

birim vektori icin (x,y) =0 ve ¢(x,y) =1 elde
edilmis olur. Yani kuvvetli kalibrasyon olmanin son
Ozelligi saglanir.

O halde |44 =1 ve |1;,] =1 durumunda ¢ bir
kuvvetli kalibrasyondur. ¢'nin  kuvvetli
kalibrasyon olmasi igin gerek ve yeter sart,
birimdikey bir tabana gore matrisinin kompleks
Ozdegerlerinin (+id;, +id,) normunun 1 olmasidir.

Yani

Buradan

K = (a12)2 + (a13)2 + (a14)2 + (a23)2 + (a24—)2
+ (a34)2

L = (a12 + a34)2 + (a14 + a23)2 + (a13 _ a24)2

M = (a12 _ a34)2 + (a14 _ a23)2 + (a13 + a24—)2

olmak tizere

1
Ai:E(K+\/L-M)=1

1
/1§=E(K—\/L-M)=1

esitliklerinin saglanmas: gerektigi, yani ¢’nin bir
kuvvetli kalibrasyon olmasi icin

K=2L-M=0
kosullarinin saglanmas1 gerektigi sonucuna ulagsilir.

Bu kosullar1 yerine koydugumuzda
(a12)2 + (a13)2 + (a14)2 + (a23)2 + (a24)2 + (a34)2

=2
(a12 + a34)2 + (a14 + a23)2 + (a13 _ a24)2 — 0
Veya
(a12)2 + (a13)2 + (a14-)2 + (a23)2 + (a24)2 + (a34-)2
=2

(a12 _ a34)2 + (a14- _ a23)2 + (a13 + a24)2 =0
olmas1 gerektigi goriiliir. Buradan {e;, e, ez €.}
standart tabanina gore
@ = a*?dx; Adx, + a3dx; Adxs + at*dx; Adx,
+a?3dx, A dxs + a®*dx, Adx, + a®*dx; Adx,
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seklinde ifade edilen ¢@'nin bir kuvvetli
2 —kalibrasyon olmasi i¢in gerek ve yeter kosulun
(a12)2 + (a13)2 + (a14)2 =1
al? = —g3% g% = —q23,q13 = g?*
veya
(a12)2 + (a13)2 + (a14—)2 =1
al? = g3*, ql* = 23,413 = —g?*
oldugu sonucuna varilir. Bu durumda ¢ bir kuvvetli
2 —kalibrasyon  ise  (a'?)*+ (a*®)?+ (a’)?* =1
olmak tizere
@ = a'?(dx; Ndx, —dx; Adx,)
+a'3(dx; Adxs + dx, Adx,)
+a'(dx; Adxy — dx, Adxs)
veya
@ = a*?(dx; Adx, + dxz Adxy)
+a3(dx; Adxs — dx, Adx,)
+a*(dx; Adx, + dx, Adxs)
formundadir.

Dikkat edilirse, R*¥deki bir ¢ 2 —formu eger bir
kuvvetli 2 —kalibrasyon ise * ¢ = ¢ veya * @ = —¢
dir. Yani ¢ eger kuvvetli 2 —kalibrasyon ise Hodge
anlaminda kendine dual ya da tersine dual bir
2 —formdur. R*de
@ = a'?dx; Adx, + a3dx; Adxs + at*dx; Adx,

+ a®3dx, Adx; + a**dx, Adx,

+ a**dx; Adx,
seklinde ifade edilen bir 2 —formun kendine dual
veya tersine dual olmast icin sirasiyla

al? = g34 gl = q23 13 = _q2¢

veya

12 _ _ 34

—a3t gt = 23 413 — 424

a =—a*’,a
esitliklerinin saglanmasi gerektigi dnceki alt boliimde
goriilmiistii. Bu durumda R*de verilen bir kendine
dual ya da tersine dual 2 — form da ya kuvvetli bir

2 — kalibrasyondur ya da bir sabit katidir.

Acaba bu durum iist boyutlarda da gegerliligini
devam ettirmekte midir? Daha 6nce de vurgulandig:
uzere

n > 4 i¢in R™'deki bir 2 — formun Hodge anlaminda
kendine dualliginden bahsetmek anlamsizdir. Ama
genel durumda R™de verilen bir 2 —form igin
tanimlanan kuvvetli kendine dual ve kuvvetli tersine
dual
arasinda benzer bir iliskiyi sorgulamak anlamh

kavramlartyla kuvvetli 2 —kalibrasyonlar

olacaktir.

2.2.2 R*"deki kuvvetli 2 —kalibrasyonlar

@, R*™ bir 2-form olsun. ¢nin kuvvetli
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2 —kalibrasyon olmasi i¢in hangi kosullar1 saglamasi
gerektigi R*teki argiimana benzer bir yol izlenerek
asagidaki gibi goriilebilir.

Teorem 2.4 ¢, R?¥de bir 2 —form ve =il k=
1,2,...,n bu formun herhangi bir birimdikey tabana
gore elde edilen anti-simetrik matrisinin 6zdegerleri
olsun. ¢ formunun kuvvetli 2 —kalibrasyon olmasi
icin gerek ve yeter kosul

4] =142l = = 4] =1
olmasidir [4].
(Bu teorem, [4] calismasinda ifade edilmis lakin
kanitsiz ~ verilmistir.  Burada ayrintilh = kanit
verilmektedir.)
Kanit R*"de bir ¢ 2-formu

Q= Z a dx; A dx;

1<i<j<2n

seklinde verilmis olsun. Standart tabana gore

matrisine A diyelim.

A
0 al? ql3 qlan
—ql? 0 23 a?2n
=| —a® —a?3 0 :
: : .. a2n—12n
_a12n _a22n _aZn—lzn 0 nx2n

seklindedir. ¢’yi belirleyen A matrisinin 6zdegerleri
k=1,.2,...,n i¢cin +i4; seklindedir. Bu durumda A
matrisinin

0o X4 0 0
- 0 0 0
B=| 0 0 :
: : 0 An
0 0 _/1" 0 2nx2n
seklinde ifade edilebilecegi bir {fi,fs .-, fon}
birimdikey tabaninin varlig1 bilinmektedir.
{dyi,dys,....,dYn3}, {fi, for- -, fon} tabanmimin  dual
tabanini gostermek tizere {fi,f,,...,f2n} tabanina
gore
@ =Mdy, ANdy, + A,dys Ady, + - + 2,dYan g
A dyZn
seklinde ifade edilebilir Simdi ¢nin A, (k =

1,2,...,n) degerlerine gore kuvvetli 2 —kalibrasyon
kosullarini saglayip saglamadigin1 R*deki durumda

oldugu gibi inceleyelim.
2n

X =Z xkfk = (xlixZ!!"'!xZn)

k=1

2n
y= Z Yife = V1 Y2rs-

k=1

-1 Y2n)
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ve
llxll = xf + x5 + -+ x5, =1
Iyl =y +¥ ++yin =1
(X, y) =x1y1 + X2, + =+ X30Y2,, = 0
olsun.

e En az bir k igin |1;| > 1 olsun. Bu durumda fy;_,
f2x birimdikey vektorleri i¢in
O Forts for) = 0+ -+ A (1.1 — 0.0) + -+ 0 = A,
>1
oldugundan ¢ bir kalibrasyon olamaz. Yani
|Ak] (k = 1,2,...,n) degerlerinden herhangi biri 1'den
biiyiik olamaz.

e Her k igin |A;] <1 olsun. max {4} = 4 olmak
=12.n

lizere

@(x,y)
= (Y2 — x2y1) + -+ A (X2n-1Y2n — X2nY2n-1)
= ((A1xq, =12, oo AXon—1, —AnXy), V2, Y1, -

" yZnJ yZn—l))

= [BOE #3844 By + 8 [+ 3+ 3,

SAJxE 4 kg, VIR ek

<1
olur. Bu durumda ¢(x,y) =1 esitligini saglayacak
higbir  birimdikey vektor cifti yoktur. Yani

kalibrasyon olmanin ikinci kosulu saglanmaz.

e k=12,...,picin |[A|<1vek=p+1p+2,..,n
igin |A;| = 1 olsun.
o(x,y)
= (XY, — xy1) + 0+ Ap (pr—13’2p - pryZp—l)
+(x2p+1YZp+2 - x2p+ZYZp+1) + -+ (X2nY2n—1
— X2n-1Y2n)
= ((11951' —MXa, ey ApXap—1, —ApXap, Xop 1, —Xapt2s- ) Xon-1,
Y2, ¥1 ) Yon Yan-1))

< \/Ai(xf +xD) + o+ (x5, +x2,) +xky g+ xR,

-Jyf Yt i
<1
olur. Ancak kalibrasyon olmanin ikinci kosulu geregi
fi vektoriine karsilik Oyle bir y = (y1,¥2, ..., ¥2n)
vektorii var olmali ki bu vektdrler birimdikey ve
@(x,y) = 1 olsun. Ama bu miimkiin degildir. Ciinkii
bu vektdrler igin ||y|| = 1 oldugundan

e((1,0,...,0),y) < M| [yE+yi+ - +yi <1
seklindedir.

e Her k icin |[A4|=1 olsun. Vk igin %=1
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oldugundan

o(x,y)

= L (XY, — %Y1) + -+ A (Xon-1Y2n — X2nYon-1)

= ((/11351, —/11362, v r/lann—lr _Anxn)! ()’2:)’1: s 'yZn'yZn—l))

< BGE 4 3) ot Bk 08 [V +F 44 o,

= (R, [V 4,

=1

olur.

Simdi kalibrasyon olmanin ikinci sartini kontrol

edelim.

k=12,...,picin4, =1vek=p+1,p+2,...,nicin

Ay = —1 olsun.

X = (%1,%2,,--.,%Xp) V€

xf+xi++xd, =1

olmak tizere

P, y) = (1Y2 — x291) + (X3Ya — X4Y3)
+eet (XZp—lyZp - pryZp—l)
_(x2p+1y2p+2 — Xop+2Y2p+1
— = (X2nY2n-1 — X2n-1Y2n)

seklindedir. Bu durumda
y

= (=X2, X1, -+ +) =X2p) X2p—1, X2p 420 —X2ps1s -+ X2n —Xan-1)
seklinde alirsak ||y|| = 1 ve (x,y) =0

olur. Bu durumda

P(x,y) = x1x1 — X(—x3) + x3%3 — x4 (—x4)

ot XgpoaXgpog — Xgp(—zp)

+ o= Xopo1 (" X2n-1) + XonXon
=x{+x5+ 43,
=1
esitligi saglanir. Yani bu durumda kuvvetli

kalibrasyon olmanun ikinci kosulu da saglanmis olur.

—Xon), O halde k = 1,2,...,ni¢in |4;| = 1 durumunda ¢ bir

kuvvetli kalibrasyondur.

Ornek 2.6 A2(R?")*de
@ =dx; Ndx, +dxs ANdxy + -+ dxgp_1 ANdxyy,
bir kuvvetli 2-kalibrasyondur.

3 Normlu Dualite
Baez'in oktonyonlar iizerindeki ¢alismasinda trialite
kavrami ile boliim cebri kavramlar: incelenmis ve bir
vektor uzay tlizerinde verilen trialitenin ayni vektor
uzay lizerinde bir boliim cebri belirledigi ve tersine
bir bolim cebrinin de bir trialite belirledigi
gosterilmistir  [13]. Normlu bdliim
de
Bu normlu trialite kavramindan

cebirlerine

ulasmak normlu trialite kavram

kullanilmigtir.

icin
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hareketle bir normlu dualite taniminin en dogal ve
anlamli sekilde nasil verilebilecegi, bu tanima gore
bu tiirden dualitelerin nasil siniflandirilabilecegi bu
boliimde verilmistir.

V1,V,, Vs birer i¢ carpim uzaylari olsunlar. Once
dualite, trialite ve normlu trialite tanimlarini verelim.

Tanim 3.1 b:V; XV, > R dejenere olmayan bir
bilineer doniisiime dualite denir.
Tanim 3.2 Vi xV,xV; >R multilineer
doniistimiine herhangi iki bileseni sifirdan farkli
secildiginde belirledigi doniisiim sifirdan farkh ise
bir trialite denir.
Tanim 3.3 VXV, xV; >R multilineer
doniistimiine asagidaki
normlu trialite denir.

* V(vy,v,,v3) €V XV, X V5 igin

[t(v1, v2,v3)| < llvallllvzll[wsll
olsun ve

kosullar1 sagliyorsa bir

* Herhangi iki bilesen sabitlendiginde
ey, vz, v3)| = llvallllvllllvsll
olacak sekilde diger bilesen var olsun.

Bu durumda “normlu dualite” tanimini su sekilde
almak anlamli durmaktadir (Bu asamadan sonra
amacimiza uygun olarak V; =V, = R™ (lizerindeki
standart i¢ carpim ile) alacagiz).

Tanim (Normlu Dualite) b:R™ X R™ - R bilineer
doniisimiine asagidaki kosullar
normlu dualite denir.

1.V(u,v) € R™ X R™ icin |b(u, v)| < |lullllv]l,

2.Vu € R™ i¢in 3v € R™ oyle ki |b(u, v)| = [[ulll|lv]l,

3. Vv € R™icin Ju € R™ dyle ki |b(u, v)| = |[ullllv]l.

sagliyorsa bir

Verdigimiz bu tanim asagidaki tanima denktir.

Tanum (Normlu Dualite — 1) b: R™ X R™ — R bilineer

doniistimiine asagidaki kosullar1 sagliyorsa bir

normlu dualite denir.

1. V(u,v) € R™ x R™, |lu|| = ||[v]| =1 i¢in |b(u,v)| <

1.

2. Vu € R™ ve |lu|| =1 igin 3v € R™, ||v|| = 1 Oyle ki
[b(u,v)| = 1.

3. Vv € R™ ve [|[v]| = 1 i¢in Ju € R™, ||u|| = 1 Oyle ki
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[b(u,v)| = 1.

Simdi normlu dualite icin 2 farkli tamim daha
verecegiz. Bu tartismanin sonunda normlu dualite
tanimini, denk ama en basit sekliyle vermek

istiyoruz.

Tanim (Normlu Dualite — 2) b: R™ x R™ — R bilineer

doniisiimiine asagidaki kosullar1 sagliyorsa bir
normlu dualite denir.

1.V(u,v) € R™* x R™, |lul| = |lv|| = 1igin |b(u,v)| <
1.

2. Vu € R™ ve |lu|| =1 i¢in 3v € R™, ||v|| = 1 oyle ki

[b(u,v)| = 1.

Tanum (Normlu Dualite — 3) b: R™ X R™ — R bilineer

doniistimiine asagidaki kosullar1 sagliyorsa bir

normlu dualite denir.

1.V(u,v) € R™ x R™, [|ull = ||v|| = 1i¢in |b(u, v)| <

1.

2. Vv € R™ ve ||[v]| = 1 icin Ju € R™, |lu|| = 1 oyle ki
[b(u,v)| = 1.

Bir b bilineer doniistimiiniin birimdikey bir tabana
gore matrisini B ile gosterelim. Bu noktada, bir B
matrisinin ortogonal olmas: icin gerek ve yeter
kosulun
Vx € R™ve ||x|| = 1igin ||Bx|| = 1

oldugunu vurgulayalim. Verdigimiz {i¢ normlu
dualite da b Dbilineer
nondejenere oldugunu soyler. Yukaridaki tanimlarin

tanimi doniistimiiniin

denk oldugunu gérmeden 6nce su notu diiselim:

R™nin bir birimdikey {e;,e,,...,e,} taban verilsin
ve bu tabana gore b bilineer doniistimiiniin matrisi B
olsun. u,v € R™ ve

u=1ue; +uze, +--+uye,

v =161 +ve, + -+ ve,
olmak {izere

b(u,v) = b(ue; + - +upem,vie; + -+ vpen)
= Z uivjb(ei, ej)
ij

= Z uivjbij
Lj
Z uibi]-vj
Lj
=u'Bv
seklinde ifade edilebilir. Bunun yaninda, segtigimiz
taban birimdikey oldugundan u‘Bv = (u, Bv) esitligi
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saglanir.

Bu noktadan itibaren, R™nin herhangi bir

birimdikey tabaninda calistigimizi kabul edelim.

Onerme 3.1 b:R™xR™ —» R bilineer déniisiimii
normlu dualitedir (3. tanima gore) < B bir ortogonal
matristir.

Kanit = b normlu dualite olsun. (u,v) € R™ x R™
icin

|b(w, v)| = [u‘Bv| = [{(w, Bv)]|
dir. v, |[v]l =1 ve ||Bv|| # 0 olan herhangi bir vektor
Bv

olmak lizere u = 5ol alirsak u birim vektor olur ve

b, v)| = [ Bv| = I(u, Bv)]
(o Bo)| = o vl = Bl
= —_—, v = v = v
1B 5o

olur. Normlu dualite olmanin birinci kosulundan da

yararlamirsak u ve v birim vektorler olduklarindan
|b(uw,v)| = ||Bv|| <1 olmak zorundadir. Yani her v
birim vektorii igin ||[Bv|| < 1 olur. Ayrica her v igin en
az bir u birim vektori var ki |b(u, v)| = 1 dir. Yani
1=1[b(u,v)| = {u, Bv)| < lullllBv]l = BVl

oldugundan her v birim vektdrii igin |[Bv|| = 1 olur.
Bu durumda her v € R™ ve ||v|| =1 icin ||Bv|| =1
elde edilmis olur ki bu da B matrisinin ortogonal
oldugunu gosterir.

< B ortogonal olsun. Yani her v € R™ ve ||v]| = 1 igin
|IBv|| = 1 olsun. b bir normlu dualite mi? Oncelikle
|b(u,v)| = [{u, Bv)| < |[ulll|Bv|][=1-1=1

oldugundan ilk kosul agik. Bir keyfi v birim vektorii
alalim. Bu durumda Bv vektorii de birim vektordiir.
u = Bv alirsak u birim vektor olur ve

|b(w,v)| = [{u, Bv)| = {Bv, Bv)| = [{v,v})| =1
olarak elde edilir. Yani bu durumda b bir normlu
dualitedir.

Simdi de verdigimiz énermeyi normlu dualitenin 2.
tanimi igin kanitlayalim.

Onerme 3.2 b:R™ xR™ —» R bilineer doniisiimii
normlu dualitedir (2. tanima gore) < B bir ortogonal
matristir.

Kanit = b normlu dualite olsun. (u,v) € R™ x R™
icin

|b(u, v)| = [u*Bv| = [(u, Bv)| = |(B*u, v)|

dir. u, |lu]l = 1 ve ||B*ul| # 0 olan herhangi bir vektor
olmak tizere v = ﬁ alirsak v birim vektor olur ve
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Ib(u, )| = [u'Bv| = [(B‘u, v)]|

‘ Bt Btu
= u’ =
|| Bl | Bl

olur. Normlu dualite olmanin birinci kosulundan da
yararlanirsak u ve v birim vektor olduklarindan
|b(u,v)| = ||Btull <1 olmak zorundadir. Yani her u
birim vektorii igin ||Bfu|| < 1 olmalidir. Ayrica her u
icin en az bir v birim vektori var ki |b(u, v)| = 1 idi.
Yani
1=1b(w,v)| = Ku, Bv)| = (B*u,v)|
< IB*ullllvll = IB*ull

oldugundan her v birim vektorii icin ||B‘ul| = 1 olur.
Bu durumda her u € R™ ve ||u|| =1 igin ||Bful| =1
elde edilmis olur ki bu da B* matrisinin ortogonal

1B ull? = [|Bull

oldugunu gosterir.
Ote
transpozuna esittir. Yani

(Bt)—l — Btt = (Bt)—l =B
dir. B* ortogonal oldugundan (B*)~* de ortogonaldir.
(BY =8
ortogonal oldugunu sdyleyebiliriz.

yandan BY ortogonal oldugundan tersi

Bu durumda oldugundan  B’nin

< B ortogonal olsun. Yani her u € R™ ve ||u]| = 1 igin
IBu|| = 1 olsun. b bir normlu dualite mi? Oncelikle
|b(u,v)| = [{u, Bv)| < [[ullllBv]|=1-1=1

oldugundan ilk kosul agik. u € R™ ve ||lu|| = 1 alalim.
B ortogonal oldugundan tersi vardir, v:= B 'u
olsun. B ortogonal oldugundan B~' de ortogonal
olacagindan B~'u vektorii birim vektordiir. Bu
durumda u € R™ ve |lu|| = 1 i¢cin B~ u birim vektdr
olmak tizere

[b(w,v)| = [{u, Bv)| = [{u, BB~ 'u)| = {u,u)| =1
olarak elde edilir. Yani her u birim vektorii igin
v = B~y birim vektorii vardir ki |b(u,v)| =1 olur.
Yani 2. kosul da saglanmis olur.

Aciktir ki normlu dualitenin birinci tanimindaki ti¢
kosul, son iki tanimdaki kosullardan olustugundan,
b bilineer doniisiimii 1. tanima goére normlu dualite
iken de Onerme dogrulugunu koruyacaktir. Yani
verdigimiz 6énerme normlu dualitenin 1. tanimi igin
de gecerlidir. Buradan bu {ii¢ tanimin denk tanimlar
oldugu sonucuna varmis oluruz.

alarak

Yolumuza normlu dualitenin 2. tanimim

devam edelim. Bundan sonra normlu dualite

denilince asagidaki tanimi alacagiz.
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Tanim 3.4 (Normlu Dualite) b:R™ XR™ - R

bilineer doniistimiine asagidaki kosullar1 sagliyorsa

bir normlu dualite denir.

1.V(u,v) € R™* X R™, |lu|| = [[v|| = Ligin |b(u,v)| <

1.

2. Vu € R™ ve |lu|| =1 igin 3v € R™, ||v|| = 1 oyle ki
[b(u,v)| = 1.

Sonug¢ 3.3 b:R™ x R™ = R bilineer doniistimiiniin
normlu dualite olmasi i¢in gerek ve yeter kosul
birimdikey bir tabana gore matrisinin ortogonal
olmasidir.

Ortogonal bir matrisin 6zdegerlerinin normu 1'dir. O
halde, b bir normlu dualite ise, birimdikey bir tabana

gore matrisinin 6zdegerlerinin normu da 1 olmalidir.

b anti-simetrik bilineer déniisiim olsun. Oncelikle

R?"*V’de anti-simetrik ortogonal matris
bulunamayacagindan m = 2n olmaldir. b anti-
simetrik bilineer bir doniisim oldugu igin,

birimdikey bir tabana gore karsiik getirdigimiz
matrisi anti-simetriktir ve bu nedenle oyle bir

{f1, f2,..., fan} birimdikey tabani vardir ki bu tabana
gore matrisi,
k =1,2,...,nicin +iA, 6zdegerleri gostermek iizere
0 4 0 0 - 0 0
/ -4 0 0 0 -« 0 0 \
0 0 0 A - 0 0
B = | 0 0 -4, 0 0 o0 |
0 o0 o o0 - 0 2,
0 o0 0 0 A 0/ 5 om

seklindedir. b anti-simetrik bilineer doniisiimii eger
normlu dualite ise B matrisi daha once gosterildigi
iizere ortogonaldir. Bu durumda da k = 1,2,...,nicin
|Ak| = 1 olmasi gerektigi de elde edilmis olur.

Sonuc¢ 3.4 Ozdegerleri +id, (k=1,2,...,n) olan bir b
anti-simetrik bilineer doniisiminiin normlu dualite
olmasi icin gerek ve yeter kosul k =1,2,...,n igin
|Ax| = 1 olmasidir.

4 Kuvvetli Kendine Duallik, Kuvvetli Kalibra-
syon ve Normlu Dualite Kavramlar1 Arasinda-
ki Iliski

CBU J. of Sci., Volume 13, Issue 2, p 565-577.

4.1 Kuvvetli kendine dual 2-formlar ve kuvvetli
2-kalibrasyonlar
@ € N2(R™)* formu verilsin. ¢ bir kuvvetli
2 —kalibrasyon ve ¢’nin birimdikey bir tabandaki
matrisi A olsun. Ayrica A anti-simetrik matrisinin
Ozdegerleri +id, k =1,2,...,n olsun. Gosterildigi
uzere

2] = 12;] = - = |4, =1
olmalidir. Kuvvetli kendine duallik tanimindan, tiim
0zdegerlerin normlar1 birbirine esit oldugundan ¢
kuvvetli kendine veya tersine dual bir 2 —formdur.

Tersine ¢ bir kuvvetli kendine dual veya kuvvetli
tersine dual bir 2 —form ve ¢’nin birimdikey bir
tabandaki matrisi A olsun. A matrisinin i, k =
1,2,...,n 6zdegerleri
|A1] = |22] = -+ = |4,]

kosulunu saglar. Bu durumda, A: = |4;]| olmak {izere
1 . 1 g
5 ¢ formunun aym tabana gore matrisi - A matrisidir.

%A matrisinin 6zdegerlerinin normu 1 olacaktir. Yani
%go formu bir kuvvetli 2 —kalibrasyon olur. Yani bir

kuvvetli kendine dual veya tersine dual 2-formu bir
0zdegerinin normuna bolerek her zaman bir kuvvetli
2-kalibrasyon elde etmis oluruz. Eger 6zdegerlerinin
normu 1 olan kuvvetli kendine dual 2-formlar1 baz
alirsak, kuvvetli 2 —kalibrasyonlarla kendine dual
2 —formlara ayni objeler gozii ile bakabiliriz.

4.2 Normlu dualite ve kuvvetli 2-kalibrasyonlar
3'de
kavramiyla kuvvetli 2 —kalibrasyonlar arasinda bire-
bir bir iliski mevcuttur. Agiktir ki anti-simetrik bir
normlu dualite dejenere olmayan bir 2 —form
belirler. Bu 2 —formun normlu dualite olmas: ile

Bolim tanimladigimiz normlu  dualite

kuvvetli 2 —kalibrasyon olmasi tamamen Ortiigiir:

Teorem 4.1 b:R™ X R™ —» R anti-simetrik bilineer
doniistimiiniin normlu dualite olmasi icin gerek ve
yeter kosul kuvvetli 2 —kalibrasyon olmasidir.

Kanit = b € A>(R™)* 2 —formu bir normlu dualite
olsun. b normlu dualite oldugundan her u,v € R™
vektor cifti igin |b(u, v)| < 1 esitsizligi gegerlidir. Bu
durumda her u,v € R™ birimdikey cifti icin de
|b(u,v)] <1 olur. Yani kuvvetli 2 —kalibrasyon
olmanin ilk sart1 saglanir. Bir u € R™ birim vektorii
verilsin. Acaba u vektoriine dik bir v € R™ birim
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vektori var m1 ki b(u, v) = 1 olsun? Normlu dualite
olmanin ikinci kosulu geregi u vektoriine karsilik bir
v vektorii vardir ki b(u, v) = 1 elde edilir. Acaba bu v
vektorii u vektoriine dik olmak zorunda mi? Eger
degilse
w=v—{uviu

vektorii u vektoriine diktir. b(u,v) = 1 oldugundan
da b(u,w)=1 elde edilir. Ayrica w vektoriiniin

normu
Iwll =y1-(uv)? <1

dir. Bu durumda
w

b(u,m) = Lb(u,W) =11

liwll liwll
elde edilir. Ama b normlu dualite oldugundan

u,—|) < |lull |ls—|| =
lwll lIwll
olmas: gerekirdi. Yani celiskiye ulastik. O halde

b(u,v) = 1 kosulunu saglayan v vektorii u vektoriine
dik olmak zorundadir. Sonuc olarak b € A%2(R™)*
2 —formu R™de bir normlu dualite ise bir kuvvetli
2 —kalibrasyondur.

& beANR™) 2—formu R™de bir kuvvetli
kalibrasyon olsun. Acaba b bir normlu dualite midir?
Once ilk kosulu kontrol edelim. Acaba herhangi
u,v € R™ birim vektorleri i¢in |b(u, v)| < 1 midir? b
bir kuvvetli 2 —kalibrasyon oldugundan birimdikey
u ve v vektorleri icin |b(u,v)| <1 olur. Yani u ve v
vektorleri birbirine dik ise sorun yok. u vektoriinii
sabitleyip v vektoriine odaklanalim. v vektorii u

vektoriine dik degilse, biraz 6nceki yonteme benzer
sekilde
w=v—{uvu

vektori u  vektoriine  diktir. b kuvvetli
2 —kalibrasyon oldugundan
bleggl=
lwll
seklindedir. Bu durumda
1

b w)| < 1= [b(u,w)| < |lwll
lIwll

elde edilir. b(u, u) = 0 oldugundan
|b(u,w)| = |b(u,v — (w, v)u)|

= |b(w,v) — (w,v)b(u,w)| = [b(w,v)|
elde edilir Buradan da [b(u,v)| <|w| ve
Iw|l =y1—=(u,v)2 <1 oldugundan istenilen elde
edilmis olur. Ayrica normlu dualite olmanin 2.
kosulu, kuvvetli kalibrasyon olmanin 2. kosulundan
hemen saglanir. O halde b € A*(R™)* 2 —formu
R™de bir kuvvetli 2 —kalibrasyon ise bir normlu
dualitedir.
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Bolim 3'de gosterdigimiz {izere, bir b bilineer
doniisiimiiniin normlu dualite olmas: igin gerek ve
yeter kosul birimdikey bir tabana gore matrisinin
ortogonal
2 —kalibrasyonlarin farkli bir karakterizasyonunu
normlu dualite kavrami yardimiyla elde etmis olduk.

olmasidir. Bu durumda kuvvetli

Sonu¢ 4.2 @€ A*(R™)* formunun kuvvetli
2 —kalibrasyon olmasi icin gerek ve yeter kosul
birimdikey bir tabana gore matrisinin ortogonal

olmasidir.

Bu tartismanin sonunda, var olan kendine duallik
kavrami ile tamamen bu kavramdan bagimsiz olarak
tanimlanan kalibrasyon kavrami arasindaki iligki,
kalibrasyon tanimini ilave bir takim kosullar ile biraz
zenginlestirerek ortaya konulmustur. Yani kuvvetli
kalibrasyon dedigimiz, kalibrasyonlarin onemli bir
alt kiimesini olusturan formlar ile 6zdegerlerinin
normu 1 olan kuvvetli kendine dual formlarin
cakistigini gordiik. Benzer sekilde, normlu dualiteler
de,
olduklarindan, o6zdeger normu 1 olan kuvvetli
kendine dual 2 —formlarla Ortiismektedir.

kuvvetli 2 —kalibrasyonla aym sey demek

Boylece her biri farkli bir kokene sahip ii¢ ayr
esas itibariyle oOrtiistiglinii gormiis
oluyoruz. Bu olgu da bu kavramlarin dogalligina bir
isaret olarak degerlendirilebilir.

kavramin
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