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Bu mabkale, literatiirde “talepler problemi” olarak bilinen, hak sahiplerinin taleplerini karsilamada yetersiz bir
kaynagin, kaynak iizerindeki miilkiyet iddialar: gozetilerek paylastirilmasi modelini inceler. Bu modelin miras
dagitimindan tayimlamaya, iflas eden sirketin mallarimin alacaklhilara tahsisinden vergilendirmeye kadar bircok
farkl uygulamasi bulunur. Makalede, aksiyomatik bir yaklasim benimsenerek talepler problemine ¢oziim sunan
dagitim kurallarinin matematiksel aksiyom olarak ifade edilen ozellikleri irdelenir. Ayrica, literatiirde one ¢ikan
orantili kural ve esitlik¢i kurallar gibi dagitim kurallar: aksiyomatik karakterizasyonlari ile incelenir. Son olarak,
bu ¢alisma, yetersiz kaynagin, kaynak iizerinde birbiriyle celisen iddialar: bulunan talep sahipleri arasinda adil
ve hakga dagitilmasi konusunda kapsamli bir cerceve sunar.
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Abstract

This paper studies the allocation of a scarce resource among competing claimants, which is commonly known as
the “claims problem”. This model has numerous practical applications ranging from estate division to rationing,

bankruptcy, and even basic taxation problems. An axiomatic approach is used to examine the properties of
division rules that are expressed as mathematical axioms. The paper provides an analysis of prominent division
rules, such as the proportional and egalitarian rules, along with their axiomatic characterizations. Ultimately,

the paper presents a comprehensive framework for achieving a fair and equitable allocation of limited resources
among competing claimants.
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Giris

Bir kaynagi, kaynak iizerindeki taleplerin toplaminin kaynaktan daha biiyiik oldugu durumlarda hak
sahiplerine dagitmanin en iyi yolu nedir? Yetersiz kaynagin hak sahiplerine dagitimi talepler problemi (ing.
claims problem) olarak bilinir. Problemin ¢dziimil i¢in kaynagin nasil dagitilmas1 gerektigini gosteren dagitim
kurallar1 kullanilir.

Ele aldigimiz modelin giindelik hayata iliskin birgok uygulamasi bulunur. Baslica uygulamalardan biri miras
paylasimidir. Bir kisi 6ldiikten sonra geriye kalan miras1 borglarini karsilamaya yetecek diizeyde degilse,
murisin terekesinin alacaklilar arasinda nasil dagitilacagina karar verilmesi gerekir. Miras uyusmazliklari,
literatiirde, taymlamaya (Ing. rationing) iliskin Rabinovitch (1973, s. 162) tarafindan Babil Talmud'undan
alan meselelerle kayda alinan ilk 6rneklerdir. Bagka bir uygulama olan iflas probleminde, ele aldigi tizere
iflas ederek tasfiye edilen bir sirketin borglarini karsilamaya yetmeyen varliklari alacaklilar arasinda
paylastirilir.

Modelin bir bagka uygulamasi, bir tiir tayimnlama problemi olan bir girketin yetersiz miktardaki iiriintindi, tiriiniin
siparigini veren miisteriler arasinda paylastirilmasi mevzuudur. Bu tayimmlama problemi; kit kaynagin yiyecek,
temiz su, saglik malzemeleri ya da farkli {ilke ve bolgeler arasinda paylastirilacak kiiresel karbon biit¢esi olarak
tanimlanarak daha biiylik 6l¢eklere de uyarlanmaktadir. Benzer sekilde, uluslararasi yardim kuruluslari yoksul
bolgelere yardim dagitirken kit kaynaklarin tahsis edilmesi sorunuyla karsi karsiya kalir.

Modelimiz, basit vergilendirme problemleri formel olarak tanimlanirken de kullanilir. Bu durumlarda, iddia
sahiplerinin yerini gelirleri toplam1 bahsi gecen projenin maliyetini asan vergi miikellefleri yer alir. Burada
sorulmasi gereken ise Young (1988, 1990) tarafindan ele alindigi {izere her bir miikellefin toplam maliyete
katk1 vermesinin adil ve hakga nasil saglanabilecegidir.

Daha genel anlamda, bu model, hak sahiplerinin taleplerini tamamen karsilamakta yetersiz bir kaynagin hak
sahipleri arasinda paylastirilmas1 gerektiginde kullanilabilir.

Bu makalede, aksiyomatik yaklasim benimsenmistir. Oncelikle, matematiksel “aksiyomlar” olarak ifade edilen
kural dzelliklerini inceleyecegiz. Bu aksiyomlar, bir kuralin farkli durumlarda nasil islemesi gerektigi bilgisini
ihtiva eder. Aksiyomatik bir ¢alisma tipik olarak kii¢iik bir aksiyom kiimesi lizerinde yogunlasir, aksiyomlarin
mantiksal baglantilarini inceler ve bu aksiyomlari farkli kombinasyonlarda uygulamanin sonuglarini aragtirir.
Aksiyomatik yaklasim araciligiyla elde edilen sonuglar ikiye ayrilabilir. Ik durumda, belirli aksiyomlarin
birbiriyle uyumsuz oldugu bulunur ve bu durum bir imkansizlik teoremini ortaya ¢ikarir. ikinci durumda, bir
aksiyom listesi uyumlu bulunabilir ve onlarn karsilayan kurallar familyasi, kuralin aksiyomatik
karakterizasyonu olarak adlandirilir. Aksiyomatik yaklasimin ana hedefi, uyumlu ve uyumsuz aksiyomlar
listesi arasindaki sinirlari belirlemek ve uyumlu aksiyomlarin tiimiinii karsilayan kurallari veya kural ailelerini
elde etmektir.®

Calisma su sekilde organize edilmistir: Tkinci boliimde talepler problemi igin nbilgileri sunuyoruz. Ugiincii
boliimde, literatiirden ¢esitli, iyi bilinen dagitim kurallarini tartisiyoruz. Ardindan, dordiincii boliimde,
verimlilik, adalet, monotonluk ve degismezlik gibi 6nemli 6zellikleri yansitan standart aksiyomlar1 tanitiyor
ve t¢giincll boliimde tartisilan dagitim kurallar1 igin aksiyomatik karakterizasyonlar sagliyoruz. Son olarak,
besinci boliimde sonuglart 6zetliyoruz.

8 Dagitim kurallarinin aksiyomatik karakterizasyonunu daha derinlemesine arastirmakla ilgilenen okuyucular i¢in Moulin (2002) ve Thomson (2019)
tarafindan hazirlanan incelemeleri 6neriyoruz.
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Onbilgiler

Sinirsiz boliinebilen kaynak E € R,; N grubunu olusturan, kaynak iizerinde ¢; € R, biyikliigiinde talebi
bulunan i € N bireyleri arasinda paylastirilacaktir. ¢ = (c¢;);en vektori bireylerin taleplerini gostermektedir.
Burada, N'nin sonlu oldugu ve {1, 2,...,n} seklinde ifade edilen dogal sayilar kiimesinin alt kiimesi oldugu
varsayilmistir.

Bir problemi “talepler problemi” olarak tanimlayabilmek i¢in, bireylerin talepleri toplamimin kaynagin mevcut
degerinden fazla olmasi, yani %,;cy ¢; = E, gereklidir. Bu durumda, (c, E) € RY x R, cifti “talepler problemi”
olarak anilir. Eger CV kiimesinin dikkate alinan tiim problemleri icerdigi diisiiniiliirse, talepleri arasinda ¢; <
¢, iliskisi bulunan iki bireyin oldugu talepler problemi, Sekil 1'de gosterilmistir.

Birey 2.4
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Sekil 1. |[N| = 2 i¢in Talepler Problemi (c¢; < ¢, olmak {izere).

Amag, hak sahiplerine, talepleri gozetilerek ve toplamin kaynaga esit olacak sekilde “6diil” (ing. award)
dagitmaktir. Hak sahiplerine, negatif olmayan ve taleplerinden biiyiik olmayan bir 6diil verildigi varsayilir.

dagitimi1 dengeli, yani, Y;ey x; = E olacak sekilde bir x € RY vektorii ile ddiillendirilir. Dolayisiyla, bir
(¢, E) probleminin &dil vektorii X(c, E) ile gosterilir. Bir dagitim kurali, her (¢, E) problemine bir 6diil
vektorii atayan bir fonksiyon olarak temsil edilir ve S ile gosterilir. Bir problemde, iki bireyin oldugu durumda,
S(c, E) dagitim kurali igin e € [0, Y;en ¢;] olan p3(e) ile ifade edilen ddiiller patikas (Ing. path of awards)
araciligiyla Sekil 2'de gosterilebilir.

Formel olarak her (c, E) problemi icin, talepte bulunan hak sahipleri, 0 < x < ¢ olacak sekilde’ ve &diil

° Vektor esitsizliklerinde, x > y yazdigimizda, bu, x'in her bir koordinatinin y'nin ilgili koordinatindan kesinlikle daha biiyiik oldugu ve x ile y'nin
esit olamayacagi anlamia gelir. Diger taraftan, x > y yazdigimizda, bu, x 'in her bir koordinatinin y'nin ilgili koordinatina esit veya ondan daha
biiyiik oldugu ve x ile y'nin esit olabilecegi anlamina gelir.
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Birey 2.
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Sekil 2. |[N| = 2 ve ¢; < ¢, olmak iizere; e € [0, c; + ¢,] olmak {izere
S(c, e) Dagitim Kural1 i¢in p° (e) seklinde gosterilen Odiiller Patikasi

Literatiir Taramasi
Bu bolimde, literatiirde en One c¢ikan dagitim kurallart gosterilecektir. Bu kurallarin aksiyomatik
karakterizasyonlar1 dérdiincii boliimde ele alinacaktir.

Orantisallik, tarihin kayit diistiigii tizere, uzun zamandir basit dagitim problemlerinin ¢éziimiinde kullanilan
baslica yontem olmustur. Bu kural ile ad1 sik¢a anilan Aristoteles, orantisallig1 dagitici adaletin karsilig1 olarak
tanimlamistir: “Adil bir eylemde mutlaka dort unsur bulunur: haklarinda adaletin tecelli edecegi iki taraf ve
adaletin tlizerinden saglanacagi iki pay. Kisiler arasindaki esitligin ayni oranda paylar arasinda da
gbzetilmesinin saglanmasi ...” Bu baglamda, adil olan orantili olan iken adaletsiz olan orantililigi ihlal edendir.

Buna gére, talepler problemi baglaminda Orantili (Ing. proportional) Kural, hak sahiplerinin mevcut kaynaktan
talepleri dogrultusunda pay almalarini saglar. Orantili Kural; Aristoteles'in esitler birbirine esit, esit olmayanlar
birbirine esit olmayacak sekilde muamele goérmelidir diisturuna gore kaynaklarin taleplerin biiyiikliikleriyle
orantili olacak sekilde dagitimim saglar. Boylece, orantili kural her bireyin sagladigi katki oraninda pay almasi
yoluyla adaletin tesisini temin eder.

Cc

YieN Ci

Orantili (P) Kural: Her (c,E) € CN iginve A =

olmak iizere P(c,E) = AE.
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Sekil 3. Orantil1 Kural i¢in Odiiller Patikas1 (¢; < c, olmak iizere)

Orantili Kural bir esit dagitim yontemi olarak goriilebilir. Ozellikle birbiriyle gelisen iddialarn bulundugu
uyusmazliklarda, orantili dagitim, birimleri kimin talep ettiginden ve birimlerin kimlere dagitildigindan
bagimsiz olarak talep edilen tiim birimlerin esitligini gozetir. Bdylece, her talep eden kendisi igin ayrilan
birimler karsiliginca 6diillendirilir.

Talep edilen birim esasina dayanan esit dagitim anlayisindan mutlak anlamda esitligi saglayan kurallara
geciyoruz. Siradaki kural, smirlandirilmis esit kazanimlar (Ing. constrained equal awards) kurali, hak
sahiplerinin talep ettiklerinden fazlasini almamalar1 kosuluyla kaynaktan esit olarak istifade etmelerini temin
eder. Ibn Meymun'un (Maimonides) da i¢inde bulundugu birgok ortagag diisiiniirii bu kurali savunmustur.

Simirlandirlmis Esit Kazamimlar (CEA) Kurali: Her (c,E) € CN icin ve A € R, olmak iizere, ve
Yiey min{c;, A} = E esitligi saglanmak tizere CEA(c, E) = (min{c;, 1})ien

Siradaki kural mutlak esitlik¢i yaklagimi geregi sinirlandirilmis esit kazanimlar kurali ile benzerlikler gosterir.
Ancak sinirlandirilmis esit kazanimlar kurali 6diillerin esit olmasini dncelerken sinirlandirilmis esit kayiplar
(Ing. constrained equal losses) kuralinda, talepte bulunanlari maruz birakildiklar: kayiplarin esitligi dikkate
alinir. Bu kural hak sahiplerinin talepleriyle kendilerine dagitilan odiiller arasindaki “kaybin” olabildigince
esit olmasin1 hi¢ kimsenin “negatif” 6diil almamasi kosuluyla saglar. Bu kurala da ibn Meymun'un yazilarinda
rastlanmistir.
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Sekil 4. CEA Kurali igin Odiiller Patikas1 (¢; < c, olmak iizere)

Smirlandirlmis  Esit Kayiplar (CEL) Kurali: Her (c,E) € CV igin ve A2 € R, olmak {izere, ve
Yien max{c; — 1,0} = E esitligi saglanmak tizere CEL(c, E) = (max{c; — 24,0})ien-

N

0
Sekil 5. CEL Kural1 i¢in Odiiller Patikas1 (c; < ¢, olmak iizere)

1

CEA ve CEL Kurallan sirasiyla hak sahiplerinin aldiklar1 6diilleri x; ve maruz kaldiklar1 kayiplar (¢; — x;)
dagitim kuralindaki kisita aykiri davranmadan esitlemeyi hedefler. CEA(c, E)'nin sagladig1 benzersiz ¢ziim;
leksikografi geregi x;’deki en kiiglik koordinata karsilik gelen 6diilii maksimize eden, daha sonra en kiigiik
ikinci koordinata karsilik gelen 6diilii maksimize eden, ve bu sekilde 6diil maksimizasyonuna devam eden
¢oziim olarak ifade edilebilir.'® Boylelikle, CEL(c, E)'in kayiplar vektorii (c; — x;)'ye uygulanan “leksimin”
siralamasinin yegane maksimize edeni oldugu sdylenebilir.

10 Leksikografik siralamay1 formel olarak tanimlamak gerekirse; x,y € R™ kabul edelim. x, y koordinatlarmin artan sirayla yeniden diizenlenmesiyle
x*,y* € R™ elde edilsin. Eger x* = y* ise, x ve y’nin leksimin siralamasina gore birbirine denk oldugunu sdyleriz. Eger i = 1,2, ...,m i¢in x; = y;
isevem = 0,1, ...,n — 1 tam sayis1i¢in X, .1 > Ym41 ise leksimin siralamasima gére x’in y’ye gore tercih edilecegini soyleriz.
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Ormnek: Yukarida bahsi gecen ii¢ temel kurali daha iyi izah etmek adina bir rnege basvuralim. iflas ederek
sona erip geriye sadece E = 6 degerinde varligi kalmis bir sirketin oldugu bir iflas problemini diisiinelim. 1
sayil1 hak sahibinin c¢; = 4 biiylikliigiinde ve 2 sayili hak sahibinin ¢, = 8 biiyiikliigiinde talepleri oldugunu
varsayalim. Orantili kurala gére toplam varlik taleplerin biiyiikliigii oraninda hak sahiplerine dagitilir, bu da
her bir hak sahibinin talebinin yaris1 kadarin1 6diil olarak almasi anlamina gelir. Bu durumda, 1. hak sahibi
X; = 2 ve 2. hak sahibi x, = 4 alacaktir. Ote yandan, CEA Kural1 geregi, hicbir hak sahibinin talebinden
fazlasin1 almamasi kosuluyla hak sahiplerinin aldiklar1 ddiiller esitlenecektir. Bu durumda, hak sahipleri x; =
X, = 3 alacaktir. Son olarak, CEL Kurali geregi, hak sahipleri hicbir hak sahibinin negatif 6diil almamas1
kosuluyla esit kayba maruz birakilacaklardir. Bu durumda, 1 sayili hak sahibi x; = 1 ve 2 sayil1 hak sahibi
X, = 5 alacaktir.

Sekil 6'da yukaridaki 6rnege gore belirlenen P, CEA ve CEL kurallari igin 6diiller patikalar1 verilmistir.

Genellikle ¢ekismeli kumas (Ing. contested garment) problemi olarak adlandirilan uyusmazhigin kaynagi, iki
kisinin, bir kumas pargasi iizerinde birbiriyle ¢elisen miilkiyet iddiasinda bulunmasidir. Uyusmazligin esasi
miilkiyet iddialarn 1s18inda kumasin, degeri de gozetilerek iki kisi arasinda adil bir sekilde nasil
paylastirilacagidir. Talmud'da uyusmazlik ve ¢oziimii su sekilde yer bulmustur: “iki kisi bir kumas tutar...

Eger biri, “hepsi benim” der ve digeri “yaris1 benim” derse, ... ilki {i¢ geyrek alir ve ikincisi bir ¢ceyrek alir.”"!

Kurali formel olarak tanimlamak gerekirse, iki talep sahibinin bulundugu bir durumda, taleplerin sirasiyla c;
ve ¢, oldugunu varsayalim. Kuralin temel gerekgesi, talep sahiplerinden birinin belirli bir miktarda talepte
bulunmasi durumunda talepte bulunmadigi kisimdan vazgectigi, bu kismi diger talep sahibine biraktigi
kabuliidiir. Eger talep sahiplerinden birinin talebinin biiyiikliigli kaynagin degerinden kii¢likse kaynagin degeri
ile talebin biiytikliigii arasindaki fark diger talep edene terk edilir. Aksi halde, ilgili talep sahibinin talebinin
bliytikliigii kaynagin degerinden biiyiik ya da esitse ilgili talep sahibinin kaynagin herhangi bir kismindan
feragat etmedigi anlasilir. Son olarak, feragat edilen kaynak kisimlarinin toplami kaynagin degerinden kiiciikse
aradaki fark talep edenlere esit bir sekilde paylagtirilir.

/)

0 1 6 Ty

Sekil 6. P, CEA ve CEL kurallarii¢cin E = 6, ¢; = 4, ¢, = 8 olmak iizere Odiiller Patikalari

! bkz. Baba Metzia, Babil Talmudu I. Talmud'un ilgili bsliimlerine atifta bulunan ikincil literatiir igin O’Neill (1982), Aumann ve Maschler (1985) ve
Dagan (1996) eserlerine bagvurulmustur.
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Ozet olarak, Vazgec-ve-bdl (Ing. concede-and-divide) adi verilen kuralin ilk uygulama adiminda her bir talep
edene diger talep eden tarafindan kaynak iizerinde iddia edilmemis, vazge¢ilmis kisim 6diil olarak verilir.
Ikinci uygulama adiminda, kaynagin kalan kismu talep edenlere esit olarak dagitilir.

Vazgec-ve-bdl (CD) Kurali: [N| = 2 olmak iizere, her (c,E) € CV icin
E —max(E — c,,0) —max(E — ¢4,0)

2
E —max(E — ¢;,0) — max(E — ¢,,0)

2

CD,(c,E) = max(E — c¢,,0) +

CD,(c,E) = max(E — ¢1,0) +

olarak hesaplanir.

r‘l».
c
[
'
'
'
'
'
[l
|
|
l
'
0(”/2 X
|
CD .
1
'
I
15(: :
0 C] I,

Sekil 7. CD Kurali igin Odiiller Patikas1 (¢; < ¢, olmak iizere)

Siradaki kural olarak, CD Kuralinin ikiden daha fazla sayida talep edenin oldugu durumlar i¢in bir nevi
genellemesi niteliginde olan kurali tanitacagiz. Aumann ve Maschler (1985, s. 211) Talmud Kuralini,
Talmud'taki ilgili uyusmazliklara ¢6ziim sunan kurallari {igten fazla kisi oldugu durumlara uyarlayarak
tanimlamistir. Her ne kadar aslen Talmud boyle durumlar i¢in ¢6ziim sunmasa da yazarlar kuralin gerekgesini
ortaya ¢ikarmistir. Yazarlar, ayrica, kuralin Talmud'ta gecen ¢ekismeli kumas problemine ve ii¢ es (Ing. three
wives) problemine sunduklar1 ¢dziimlerin Talmud'ta verilen ¢dziimlerle ayni oldugunu da gdstermistir.'?
Talmud Kuralin1 formel olarak tanimlamak gerekirse; kural, taleplerin toplaminin yarisinin kaynaga esit veya
kaynaktan daha biliylik oldugu hallerde CEA Kuralimi uygulamakta diger durumlarda ise CEL kuralini
uygulamaktadir.

Talmud (T) Kurali: Her (c,E) € CN vei € N i¢cin A € R, ve Yey Ti(c, E) = E olmak iizere:
C. . C.

min{—l,/l} eger E < @ is

Ti(c, E) = 2

DienCi |

—is

c — min{%,/l} eger E > >

12 Haham Nathan tarafindan Kethubot 93a'da aktarildig1 iizere: Eger ii¢ karis1 olan bir erkek &liir ve birinci esin ketubasinm bir maneh (100 zuz),
ikincinin iki yliz zuz ve tgiinciiniin {i¢ yiiz zuz oldugu ve mirasin (degerinin) sadece bir maneh (yiiz zuz) oldugu anlasilirsa, miras eslere esit olarak
pay edilir. Eger mirasin (degerinin) iki yiiz zuz oldugu anlasilirsa, (bir maneh (yiiz zuz) talep eden) elli zuz alir (ve sirasiyla iki yiiz ve ti¢ yiiz zuz
talep edenlerin her biri ii¢ altin denari (yetmis bes zuz) alir. Eger mirasin (degerinin) ii¢ yiiz zuz oldugu ortaya ¢ikarsa, bir maneh talep eden elli zuz
ve iki yiiz zuz talep eden bir maneh (yiiz zuz) alirken, ii¢ yiiz zuz talep eden alt1 altin denari (yiiz elli zuz) alir. Benzer sekilde, eger ¢ kisi ortak bir
fona katkida bulundularsa ve zarar veya Kkararlar1 olduysa, fondan kalani ayni sekilde paylasirlar.
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Literatiirde; Ters Talmud Kurali (Ing. Reverse Talmud Rule), Piniles Kurali, (ing. Piniles’ Rule), Rassal Varis
Kurali (Ing. Random Arrival Rule), TAL-Familyasi Kurallar1 (ing. TAL-Family Rules), Ters TAL-Familyasi
Kurallar1 (Ing. Reverse TAL-Family Rules), Sirali Oncelik Kurallar1 (ing. Sequential Priority Rules) gibi baska
birgok dagitim kurali bulunmaktadir. Bu kurallarin kapsamli bir listesi ve aksiyomatik karakterizasyonlari i¢in
Thomson'un (2019) ¢alismasina bagvurulabilir.

Bulgular ve Tartisma

Bu béliimde bir 6nceki boliimde tanitilmis kurallarin aksiyomatik karakterizasyonuna yer verilmistir. Ele
alacagimiz ilk aksiyom seti, beraber bir kurali tanimlayan aksiyomlar olan negatif olmama (Ing. non-
negativity), denge (Ing. balance) ve taleple sinirhliktan (Ing. claim boundedness) olusmaktadir.

Ik aksiyom, problemlerde kaynagin tamaminin tahsis edilmesini temin eder.
Denge: Her (¢, E) € CV olmak iizere, Yjey Si(c,E) = E

Siradaki aksiyom talep sahiplerinin negatif degerli 6diil almamasini saglar.
Negatif Olmama: Her (c, E) € CN olmak iizere, her i € N igin S;(c,E) = 0

Siradaki aksiyom higbir talep edenin talebinden fazlasini1 alamayacagi sekilde bir list sinir belirler.
Taleple Sinirhlik: Her (¢, E) € CV olmak iizere, her i € N igin S;(c, E) < ¢;

Yukarida verilen her ii¢ aksiyom da karakterizasyonlarda baslica bagvuru kaynagidir ve talepler problemi
baglaminda iflas ve miras uyusmazliklart gibi uyusmazliklarla olduk¢a uyumludur.

Bu boliimde tartisilan aksiyomlar, adil paylasim teorisindeki temel bir nosyonla ilgilidir. Bu, benzer 6zelliklere
sahip bireylerin esit sekilde muamele gormesi gerektigi hususudur. Ancak, bireyler modelde hesaba
katilmayan boyutlarda farklilasirsa, esitsiz muamele geregi ortaya cikabilir. 3. Boliimde tanimlanan tiim
kurallarin bu aksiyomu sagladigini unutmayalim.

Esitlere Esit Muamele (Ing. Equal Treatment of Equals): Her (c,E) € CNolmak iizere, her {i,j} S N igin,
eger ¢; = ¢jise S;(c, E) = Sj(c,E)

Siradaki aksiyom talep edenlerin ddiilleri i¢in bir alt sinir belirler. Bu alt sinir, kaynaktan taleplerin toplami
cikarilarak belirlenir. Eger bu fark negatif olarak bulunursa bulunan deger yerine 0 (sifir) dikkate alinir. Formel
olarak gostermek gerekirse, m;(c,E) = max{E — X ;+;c;,0}, i sayil bireyin asgari hakkini temsil eder.
Aksiyom geregi, her talep edenin 6diil olarak asgari hak olarak tanimlanan pay: almasi saglanir."

Asgari Haklarin Alt Smir1 (ing. The Minimal Rights Lower Bounds): Her (¢, E) € CV olmak iizere, her i €
N icin S; (¢, E) = m;(c,E)

Siradaki aksiyomu saglayan bir kurala gore 6diil vektorii dogrudan ya da iki asamali olarak hesaplanabilir.
Aksiyomu saglayan kural geregi, ilk adimda, talep edenlere asgari haklar1 dagitilir. Ikinci adimda, kural geregi

13 Asgari haklarm alt sinir1 aksiyomu bir kural taniminin ayrilmaz pargalari olan denge, negatif olmama ve taleple sinirlilik aksiyomlarii saglayan tiim
kurallar tarafindan saglanir.
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dagitim kaynakta kalan meblag ve taleplerden asgari haklar ¢ikarilarak taleplerin revize edilmesi {izerinden
hesaplanarak dagitilir.

Asgari Haklarm Onceligi (Ing. Minimal Rights First): Her (c,E) € CV olmak iizere, S(c,E) = m(c,E) +
S(c —m(c,E),E — Xienm;i(c,E),).

Siradaki aksiyom, kaynaga iligkin taleplerin kaynaktan fazla olan kisminin gozardi edilerek taleplerin kaynak
kadar olan miktarlarinin dikkate alinmasini temin eden bir istikrar aksiyomudur. Formel olarak ifade etmek
gerekirse, (¢, E) € CV igin birey i'nin tenzil edilmis talebini t;(c, E) = min(c;, E) seklinde belirtelim.'*

Talepleri Tenzilde Istikrar: Her (¢, E) € CV i¢in S(c, E) = S(t(c,E), E)

durumlarla ilgili “asag1 yénlii biitiinliik” (Ing. composition down) aksiyomudur. Bahsi gecen durumlarda,
kaynagin tahsisi i¢in iki ayr1 yaklasim benimsenebilir: basta yapilan dagitim iptal edilerek dagitim kurali geregi
tahsisi bastan, tahsisi revize etmeden yapmak ya da basta yapilan dagitimi bozmadan dagitim kurali geregi
tahsisi revize etmek. Asag1 yonlii biitiinliik aksiyomu geregi her iki yaklasim da ayni sonucu verir."?

Asag1 Yonlii Biitiinliik: Her (¢, E) € CV igin, E' < E olmak iizere, S(c,E") = S(S(c,E), E") esitligi saglanir.

Yukarida ele aldigimiz durumun tersi olarak ifade edilebilecek kaynagin arttig1 hallerle ilgili “yukari yonli
biitiinliik” (Ing. composition up) aksiyomunu tanitacagiz. Aksiyomun tatbiki i¢in yine iki ayr segenege
basvuracagiz. i1k secenekte baslangicta yapilan tahsis iptal edilerek dagitim kurali geregi olmas: gerektigi gibi
tahsis yapilacaktir. ikinci secenekte ise basta yapilan tahsis iptal edilmeden dagitim kurali geregi, baslangicta
tahsis edilen ddiiller revize edilecektir. Daha dnce oldugu gibi, burada da aksiyom geregi her iki secenekte
yapilan taksimatlar birbirine es olacaktir.'®

Yukar1 Yonlii Biitiinliik: Her (¢, E) € CV i¢in, E' > E ve Yjey ¢; = E’ olmak iizere, S(c, E") = S(S(c,E),E")
esitligi saglanir.

Aksiyomatik karakterizasyona baslamadan &nce talepler problemi baglaminda ikililik (Ing. duality)
kavraminin 6neminden bahsetmek gerekir. Bir talepler problemi iki farkli bakis agisiyla ele alinabilir. Birincisi
mevcut olani incelemenin merkezine alirken ikincisi noksana, olmayana odaklanir. Bu iki yaklagim arasindaki
simetri, sinirlandirilmis esit kazanimlar ve sinirlandirilmis esit kayiplar gibi kurallari tanimlarken belirginlesir.
Bu simetri, asag1 ve yukar1 siirlara ve iki biitiinliik aksiyomuna da esas olusturur. Odiiliin kayba esit oldugu
ayn1 talep vektdrlerine sahip iki problemi ikili olarak tanimlariz.

Bir Kuralin ikilisi S = S¢: Her (c,E) € C" icin, S%(c,E) =c — S(c,YienCi — E)

Smirlandirilmis esit kazanimlar (CEA) ve simrlandirilmis esit kayiplar (CEL) kurallar1 birbirinin ikilisi
kurallardir. Bir kuralm ikilisi kuralin kendisine es ise 6z-ikili (Ing. self-dual) olarak tanimlanir S¢ = S.
Geometrik bir perspektiften bakildiginda, ikililik, 6diiller patikasinin taleplerin yarisina karsilik gelen noktaya
gbre simetrik olma 06zelligi denilebilir. Orantili kuralin ve Talmud kuralinin her birinin 6z-ikili oldugunu
belirtmek gerekir.

!4 Tenzil kavran ilk olarak Aumann ve Maschler (1985) tarafindan sunulmustur. Taleplerin tenzilde istikrar (Ing. claims truncation invariance) ilk
olarak Curiel vd. (1987) tarafindan ortaya konmustur ve Dagan (1993) tarafindan formel olarak bir aksiyom olarak 6nerilmistir.

15 Literatiirde bu aksiyomu ilk defa Moulin (1987) fazlalik paylasimi problemleri igin sabit izlek (Ing. fixed path) adiyla ortaya koymus, daha sonra
Moulin (2000) aksiyomu tanimlarken "yukar biitiinliik" (ing. upper composition) tabirini kullanmistir.

16 Literatiirde aksiyomu ilk defa Young (1988) vergilendirme baglaminda biitiinliik (Ing. composition) aksiyomu adiyla tanitirken Moulin (2000) asag1
biitiinliik (ing. lower composition) adiyla tanimlamistir.
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Ikililik kavrami kural-aksiyom baglaminda da ele alinabilir. Buna gore, iki aksiyom birbirinin ikilisi ise ve bir
kural bu iki aksiyomdan birini saglarsa, kuralin ikilisi de aksiyomun ikilisini saglar. Ornek vermek gerekirse,
negatif olmama ve taleple siirlilik aksiyomlart birbirinin ikilisidir. Benzer sekilde, talepleri tenzilde istikrar
ve asgari haklarin onceligi aksiyomlar1 da birbirinin ikilisidir. Yine, asag1 yonlil biitiinlik ve yukar1 yonlii
biitiinliik aksiyomlar1 da birbirlerine ikilisidir. Ote yandan bir aksiyom eger 6z-ikilisine es ise bu aksiyom 6z-
ikili olarak amlir. Ornegin, esitlere esit muamele aksiyomu 6z-ikili bir aksiyomdur. Her ne kadar CEA, CEL,
CD ve P Kurallarinin farkli aksiyom kiimeleriyle karakterizasyonu miimkiin olsa da asagida, ikili
karakterizasyonlara imkan saglayacak sekilde aksiyomatik karakterizasyonlar tercihlerinde bulunulmustur, bu
sayede daha biitiinciil bir yapiya erismeye ¢alisilmistir.

Literatirde Dagan’in (1996) karakterize ettigi lizere sinirlandirilmis esit kazanmimlar (CEA) kuralinin
karakterizasyonu ile bagliyoruz.

Teorem 1. Sinirlandirilmis esit kazanimlar (CEA) kurali esitlere esit muamele, talepleri tenzilde istikrar ve
yukar1 yonlii biitiinliik aksiyomlarini karsilayan yegane kuraldir.

Siradaki karakterizasyon teoremi bir dnceki teoremin karsiti mahiyetindedir. Bu teoremde, 6nceki teoremdeki
kural ve aksiyomlarn ikililerini kullaniyoruz.

Teorem 2. Smirlandirilmis esit kayiplar (CEL) kurali esitlere esit muamele, asgari haklarin dnceligi ve agagi
yonlii biitiinliik aksiyomlarini karsilayan yegéne kuraldir.

Sirada, 6z-ikili bir kural olan vazgeg-ve-bol (CD) kuralinin karakterizasyonu var. Bu kural, CEA ve CEL
kurallarinin olusan karma bir kuraldir. Bu karakterizasyona Dagan (1996)'da yer verilir.

Teorem 3. Vazgeg-ve-bol (CD) kurali esitlere esit muamele, asgari haklarin 6nceligi ve talepleri tenzilde
istikrar aksiyomlarini karsilayan yegane kuraldir.

Vazgeg-ve-bol (CD) kurali asgari haklarin dnceligi ve 6z-ikililik aksiyomlarinin olusturdugu aksiyom kiimesi
ile de karakterize edilir. Ek olarak, aksiyomlarin ikilileri araciligiyla karakterizasyon; talepleri tenzilde istikrar
ve 0z-ikililik aksiyomlari ile de yapilabilir.

Son olarak orantili kuralin bazi karakterizasyonlarini aktaracagiz. Ilk olarak Young (1988)’de anilan
karakterizasyonu gosterecegiz.

Teorem 4. Orantili (P) kural yukar1 yonlii biitlinliik ve 6z-ikililik aksiyomlarini karsilayan yegane kuraldir.

Ayrica, ikililik uygulamasi ile orantili kuralin karakterizasyonu asagi yonlii biitiinliik ve 6z-ikilik aksiyomlari
vasitasi ile de yapilabilir.

Orantili kuralin bir sonraki karakterizasyonu, bir grup bireyin taleplerini kendi aralarinda aktardig bir istikrar
aksiyomuna dayanir. Formiiliinden de anlasilacagi gibi orantili kural, her birey icin goreceli kazanglari
esitlemeyi amagclar. Sonug olarak, orantili kurala gore higbir birey grubu, taleplerini grup ic¢inde yeniden
dagitarak bir avantaj elde edemez. Bu nosyon, Moulin (1985)’e gore, kismi dogrusal faydalarla sosyal se¢im
baglaminda, orantili kurali essiz bir sekilde karakterize eder. Moulin tarafindan tanimlanan iltimas saglayan
aktarim yasagi aksiyomu ile formel hale getirilebilir. Bu aksiyom, tek basina, orantili kurali benzersiz bir
sekilde karakterize eder.
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[ltimas Saglayan Aktarim Yasagi: Herhangi bir (¢, E) € CV igin ve her M € N igin ve her (¢{);ep € RY igin,
eger Xiem € = Diem Ci i8¢ XiemSi((¢))iem, Civmy E) = XiemSi(c, E) esitligi saglanir.

Sonug¢

Talepler problemi; miras paylasimi, iflas problemi, tayinlama ve vergilendirme gibi gercek hayatta karsilagilan
pek cok uygulamasi olan bir problemdir. Kaynaklarin birbiriyle ¢elisen iddialar1 bulunan hak sahipleri arasinda
dagitimi; verimlilik, adillik, biteviyelik (Ing. monotonicity) ve istikrarlilik (Ing. invariance) gibi onemli
oOzellikleri ihtiva eden aksiyomlar kiimesine dayanarak belirlenen bir dagitim kuralinin tatbikini gerektirir.

Bu makalede, literatiirden dnde gelen ¢esitli dagitim kurallarinin bir incelemesini sunduk ve bu kurallar i¢in
aksiyomatik karakterizasyonlar sagladik. Aksiyomatik yaklasim, farkli aksiyomlar arasindaki mantiksal
bagintilar1 irdelememize ve hangi kurallarin veya kural siniflarinin tiim aksiyomlar karsiladigina dair kapsaml
bilgi elde etmemize olanak sagladi.

Gelecekte, aragtirmacilar, bu literatiirde anilan kurallar1 gilincel meselelere tatbik ederek bu meselelerin
¢oziimiinde kullanilan alisilagelmis ¢oziimlere alternatif ¢oziimler sunabilirler. Ayrica, farkli alanlarda
uygulanagelen bazi paylagimlari aksiyomatik karakterizasyon vasitasiyla genelleyerek kural haline
getirebileceklerdir.

Ozetle, talepler problemi, ekonomistlerin, matematikgilerin ve bilgisayar bilimcilerinin dikkatini cekmeye
devam eden devingen bir arastirma alanidir. Aksiyomatik yaklasim, bu problemi incelemek icin degerli bir
ara¢ olmustur ve umariz ki bu inceleme, bu yaklagim ve dagitim kurallar1 degerlendirmeleri i¢in yararl olacak
bir girig saglamistir.
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Extended Abstract

Purpose

This research seeks to understand the optimal method for allocation of scarce resources among competing
claimants, a problem referred to as the "claims problem". It aims to examine the properties of various division
rules through an axiomatic approach. The importance of this study stems from the universal applicability of
the claims problem, which is found in various aspects of life including estate division, rationing, bankruptcy,
and even basic taxation issues.

Design and Methodology

This is applied research that adopts a conceptual design, relying on mathematical axioms to dissect the
problem. It reviews and analyses well-known division rules such as the proportional and egalitarian rules,
offering axiomatic characterizations for each. The paper is designed to provide a comprehensive framework
for achieving a fair and equitable distribution of scarce resources among competing claimants. The research
process began by defining and articulating the claims problem, followed by an identification of applicable real-
life scenarios where the claims problem emerges. The methodology then delved into an axiomatic approach,
where mathematical axioms were used to represent the intuition about how a rule should operate in varying
situations. It examined the logical connections between the properties of each division rule, explored the
implications of imposing these properties in different combinations, and provided a categorization of the
results.

Findings

The analysis has shown that the division rules are largely guided by a set of axioms which capture essential
properties such as efficiency, fairness, monotonicity, and invariance. The axiomatic approach permitted the
exploration of the logical connections between these properties, yielding comprehensive and explicit
descriptions of rules or families of rules satisfying all the compatible properties. The results also revealed
certain properties that were incompatible, leading to an impossibility theorem.
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Research Limitations

The main limitation of this research is the inherent difficulty in the application of mathematical models to
complex social phenomena such as the claims problem. Additionally, the paper focuses primarily on the
proportional and egalitarian division rules, potentially overlooking other division rules that could be equally
relevant.

Implications (Theoretical, Practical and Social)

The findings have significant theoretical implications, providing insights into the logical underpinnings of
division rules, particularly within the context of scarce resource allocation. They also have practical
implications, offering guidance for the implementation of fair and equitable resource division strategies in real-
world scenarios like taxation, bankruptcy, and rationing. The social implications are evident in situations where
resource allocation directly impacts societal welfare, such as aid distribution among impoverished nations.
Moreover, the study identifies a potential for future research in exploring additional division rules such as
fixed path rules and parametric rules.

Originality/Value

The original value of this study lies in its comprehensive analysis of division rules in the context of the claims
problem, using an axiomatic approach. It builds upon existing literature, offering a novel perspective and
furthering understanding of this multifaceted problem. It provides a clear delineation between compatible and
incompatible properties, thereby enhancing the comprehension of the complexities involved in resource
allocation among competing claimants. The study thereby contributes to the ongoing discourse in the fields of
economics, mathematics, and computer science.
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