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IKi EKLEMLI VE UCUNDA YUK BULUNAN ESNEK BiR
ROBOT KOLUNUN MODELLENMESI
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OZET: Bu ¢aliymada, ¢ok eklemli ve ucunda yitk bulunan esnek robot kollarmin modellenmesi ele
almnugtir.  Sistemin toplam enerfi ifadeleri elde edildikten sonra, “Hamiltonian Prensibi”
kullamlarak sistemi tanimlayan dinamik denklemlier ve sinir kosullarw elde edilmigtir. Elde edilen bu
cok karmagik ve dogrusal olmayan denklemler kontrol tasariminda kullaniiabilir. ‘
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MODELLING OF A TWO-LINK FLEXIBLE MANIPULATOR
WITH A PAYLOAD AT ITS TIP

ABSTRACT: In this study, modelling of multi-link flexible manipulators with payload at their
tips is considered. Having obtained the total energy terms of the system, the dynamical equations and
the houndary conditions defining the system are derived by using the “Hamiltonian Principle”.
These non-linear and complex equations can be used in a control design after linearization.
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L. GIRIS

Robotik uygulamalarinda hizi ve hareket yetenegini artirmak ve enerji tikketimini azaltmak igin, hafif
apirlikta ve esnek kollar kullanmaktadir. Bu kollardaki esneme ozelligi, sistem dinamigini de
etkilemektedir [11.

Sonsuz boyutta esnek modlarin yer aldigs ve dogrusal olamayan denklemierin bulundugu esnek robot
kolu modellerinde, geri-besleme yoluyla tam bir dogrusallagtirma mimkin olmamaktadir [21.  Ancak
tek eklemli esnek vapilar igin ¢esitsi kontrol yaklasgimlan geligtirilmistir [3-6]. Yiksek modlann
genliklerinin ihmal edilebilir buiytklikte olmasi nedeniyle, sonlu sayida modlar kullanularak kontrol
yapilabilmektedir. Bu yaklagimlarda kullamlan mod sayilan, algilayicilann ve kuvvet uygulayicilarin
ozelliklerine gore belirlenmektedir. Literatiirde, iki veya daha ¢ok eklemli esnek robot kollan iizerindeki
gesitli ¢aligmalar bulunmaktadir [7-91. Bu galigmada, gok eklemli ve ucunda belli bir yikk bulunan
esnek robot kolu sisteminin modellenmesi yapilmistr.  Denklemler tiretilirken kolaylik olmasi
agisindan, iki eklemli bir sistem ele alinmustir.

II. SISTEM MODELI

Sekil-1 de iki cklemli ve ucunda M. yitkii bulunan esnek bir robot kolu gorilmektedir. /,: 0 noktasinin
eylemsizlik momenti, / L ! 1 linkinin eylemsizlik momenti, £, : M; kiitlesinin kendi kitle merkezine gore
eylemsizlik momenti, L, : i linkinin uzunlugu, E; : i linkinin Young Esneklik Moduld, p, 7T linkinin
kiitle yogunluk fonksiyonu, m, : I linkinin kiitlesi, A, : I linkinin kesit alam, /; : i linkine ait uzunluk
degiskeni, e, (/,f): /, noklasinda / linkinin X, ‘den sapma miktan, OX,Y, : Hareketsiz koordinat
sistemi, O.X;Y; : Orijini / linkinin baglangig noktasi olan ve linkin hereketlerine gore degisen koordinat
sistemi ( Bu koordinat sisteminde X; , O, noktasinda / linkine gizilen tegettir), O, X ¥, : Orijini i
linkinin bitis noktasinda olan koordinat sistemi ) Bu koordinat sisteminde X, , / linkinin ug noktasinda
linke gizilen tegettir ), M; : O,., noktasindaki kiitle, M, : Kolun ug noktasindaki kiitle (M = M,), {E,}
. O,X Y, koordinat sistemi igin birim vektor, {Ea } - Harcketsiz koordinat sisteminin birim vektori, 7, :
0.X Y, koordinat sistemini hareketsiz koordinat sisteminde ifade etmek igin kullanilan dondsiim matrisi,
R, I linkinin pozisyon vektorii, R,; : / linkinin ug noktasinin pozisyonunu belirten vektor, &, : X; ile X,.;
arasindaki agl, @,,, : X, ile X;; arasindaki aqi (@, =8, ), g : Yergekimi ivmesi, u, i linkine
uygulanan tork olmak uzere, sistemin toplam enerji ifadeleri asagidaki gibi yazilabilir :

IL1. Toplam Kinetik Enerji
0 noktasimin eylemsizliginden dolay: olugan kinetik enerji :
1 .
E] h9].2
i jinkinin harcketinden doiay: olusan kinetik enerji :
Ir ..
= ai
>) RRam,
M, Kkiitlesinin hareketinden dolay1 olugan kinetik enerji
L .
—] 2
2 lgl
seklindedir. Burada,
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1 i-1
& = Zﬁ +2.0, (L,0)
j= 1=l
Ve

. oa,
a, (L;,1)= 7!1';’""

i

esitlikleri vardir. Boylece, sistemin toplam kinetik enerji ifadesi asagidaki gibi yazilabilir :

T= E];,QIZ +—2—Z(MiRﬂ"RE!'+II§JZ +-L RiR'dm') M
1

Yo 4 X,

v

03 ,0] XO
Sekil 1. i}d Eklemli Esnek Robot Kolu

II.2. Toplam Potansiyei Enerji

Burada robot kolunun hareket diizlemi sadece yatay diizlemle smrlandinlmamug, dilsey yonde de
hareketin olabilecepi kabul edilmigtir. Boylece vergekimi kuvvetinin etkileri de gozoniine alinmugtir.

I linkinin yer¢ekiminden ve csneme 6zelliginden dolay: olugan potansiyel enerji :
| 1 |
| PB(R &)+ 5Bl 0
0
M, kiitlesinin potansiyel enerjisi :

Mrg(Rei'eyO)

olmak iizere sistemin toplam potansiyel enerjisi asagidaki gibi yazilabilir :
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S 1 IJ"( 1 1
= :ﬂ:plg(Rl e}t E["w]la L (4 f)f”l * 6|~ Pn8(R, €y )+ EEzjza 22‘12-’2 (4, t)_fﬂz
+ M}g(Rel'ey0)+M2g(R92'ey0) (2)
Burada e, ve e,, , hareketsiz koordinat sisteminin sirastyla x yoniindeki ve y. yonindeki birim

vektorleridir. @, , @, ,, . @, Ve &, ., Q, (/ ,) ‘nin [, “ye gore sirasiyla birinci, ikinci, Gguncil ve
dérdiincii tirevlerini gostermektedir.

IL.3. Toplam Korunumsuz Is

Bu ¢alismada clc alinan sistemde korunumsuz is, eklemlere uygulanan », ve wu, torklan tarafindan
yapilan istir. Kayma, burulma ve eksenel yer degistirmelerden kaynaklanan enerjiler ihmal edilmigtir.

W,.=wg, +u,p, = ub, +u,p, 3
Burada ¢, =6, —tan"' (a,, (L, .1)) ‘dir.

Sckil-1 *de goriilen sistemde pozisyon vektorleri, R; ve R.. , asaidaki gibi yazlabilir :

I/
i . .: })
““T'[a,(t,-,t)} ; 1=12
R,II:L'

=12

-]

RJ = Rﬂ'
Rﬂ

Ele alinan bu sistemde koordinat sistemleri arasindaki gegisleri saglayan doniigitm matrisleri agagidaki
gibidir :

cos#, -siné, 0 [ cos(6, +8,) -sin(f, +6,) 0
T, =(sinf, cosf 0 ,T,={sin(f +8,) cos(6 +6,) O
L 0 0 IJ L 0 0 1 J

Esnemenin gok bityiik olmayacag1 kabul edilirse, tan ™ (a,, (L,1) = a,, (L;,1) yazlabilir.
‘Yukarnidaki denklemlerden vararlanarak, pozisyon vektorleri R, ve R, asafidaki gibi elde edilir :

R, =[1, cosf, —a, (], ,l)sinGl]exo +[I‘, siné, +a, (ll,t)cosﬂl]eyo :
R, =[L, cosb, —a,(L,,0)sin G, + 1 cos(d, +0,) —a, (1. Dsin(8, +6,)]e,,
L, 5in6, +a, (L, ,1)cos, + 1, sin(6, +8,) +a, (L, 1)cos(8, +8,)]e,q

I1.4. Hamiltonian Prensibi

(TH.dt}=T[éY‘¥W+5mc)dtro @)

fo o
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Sekil-1 ‘deki sistem igin bulunan pozisyon vektorleri, sistemin enerjilerini ifade eden (1-4) nolu
denklemlerde varine konulursa ve bu ifadelerin birinci degisimleri, yani 7,6} ve W, elde edilerek
(4) nolu denklemde yerine konulursa, sistem dinamigini tammlayan denklemler agagidaki gibi elde edilir
[101. Bu denklemlerin elde edilmesine ait bazi agiklamalar, Ekler bolimiinde verilmigtir.

IL5. 6, e iigili Elde Edilen Denklem

1 5 1 S '
[ I+1, +§ s+ ML+ p, L, +E paL L cost, +(M, + p,Ly)a (L, 1)
1 . ;
+5 p.Lya, (L, 1)sind, + p, ]alz (4, ndl, - p,L;sin6, Taz (4, 0)dl,
- 0 0
+p,a, (L, ,1‘)(:05&92thzd[z + M, + Myal (L, )+ M,I,1,cosf, - M,La,(L,,)sin6,
° I
@ 1] 1
+M,La, (L, t)sin€, + M,a (L, t)a,(L,,t)cosb, ]9, +L§ o, L +—2- p,L I cosh,
1 L L
F p.Lia,(L,1)siné, + p, jaf(lz,I)dlz + pya, (L, 1) cosb, jaz (1,,0)dl,
0 0

L =
-p,L sing, _ra'z (L,0ydl, + ML + Mya 2 (L, 6) + M, L, L, cos8, - M, La,(L,,1)sin8,
-M,L,a (Ll,t)smé’ +M,a, (L, t)a,(L,,t)cosb, +1 ](9 +6,)+ (M, + p,L,) L& (L,,1)
L
+— sza (L,,t) cosb, — p,d,(L,,1)sinb, J‘aq( 1, 0)dl, + p, fza (,.0dl, + p, f[l

Tmcl(f,i ) sin 0, )éx, (1, 0)dl, + «zwp!gLf cos8, + p,8[L, L, cos8, ~ La,(L,,1)sin8,

+—;— L cos(6, + 02)}— M,LgcosO, + M,ga,(L,,1)sin8, - M,g[L, cos8, - a,(L;,1)sin 6,

+L, c08(8, +0,) + &, (L,,0)sin(8, +8,)]+[(M, + M,)L, + M, L, cos8, - Mya,(L,,1)sin8, |, (L,.1)

L[M L cosd, + M, (L, 0)sin, + M, L ]az(L,,t)+"M G, (L, 0e (L, +M,LL,I(8

+6 )9 sm9 +2M,a,(L,,t)a,(L,, t)(B +8) M. L1f299 sing, - M. Llaz(Lz,t)ﬁ sind,
—-M,L,(6, +6,)d,(L,,1)sin8, - M,L (8, +6,)a,(L,,1)8, cos@, ~ M,L6,¢,(L,,t)sinb,

'Mleélaz(szt)éz '30591 - Mszdl(Lh’)éz sin 92 = MZd](Llﬂt)a.l(Llit)Sin 62

~Myd (L, 1)a, (L, 0, cosl, + M, L,d (Il,t)(éi +6,)sin8, + M, La,(L,, 16, +6,)8, cosé,

+M, L, (L,0)0,sind, + M,L.a (L, 1)99 cosd, + M,a,(L,.1a, (Lz,t)(é? +6 ,)cos 8,

+M,a, (L, 0)a, (L, 08, + 6,)cosb, — M,a,(L,,1)a,(L,, 16, + 6,)6, sin6,

+M,a (L, 0a, (L, )8, cos@, + Ma,(L,,0)d,(L,,0)6, cos8; - M,a, (L, )et,(L,,1)8,6,sin 6,

+Myd, (L, 1), ( Ly, 1)sin 6, + Moar (L,,0)d,(Ly, )6, cos, + L,d,, (L,,0) =

~2p,6, Tal(tl,r)d.(l,,t)dlm ~2p,(6, + 02>Ta2(lz,z)ozz(fz,r)dfz -2M,6,a,(L,,0)a, (L,,1)
0 0

-2p,L,0,a,(L,0)a,(L, at)""é' szzz[Bl +(6, +921)][L192 sin@, - a,(L,,1)6, 00392]
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;piLzZéla.](Ll ,1)sin6, +2p2(9'1 F 92 XL, sin6, —a, (L, ,!‘)COSBZ)TGZZ (L, 0)dl, + 9292[91
0

+(6, +6,) ][ L, cos8, + o, (L, 1)sin Bz]]‘az(lz,t)dlz ~2p,6, cosf)zoi,(Ll,t)Taz(lz,t)dIZ
Q a

11.6. 6, ile llgili Elde Edilen Denklem

[% p,L.L cos,+ paL.1) cosejaz(iz,r)dg — p,Lsin Gjaz(lz,t)dlz
0 5]
1 2 : . .
& ; pILzal(L}, l) sinf, + M,L.L cosf,— MzL,az(Lz, t) sin @, + Mszal(L,,t) sin 6,

o1 . 2
ML t)e(L 1) cos 6,16, + o2+ o Sl + ML Ml 1,) +1,16+6)
+p, T‘lld'z(l2 , t)dll + ;— P, Lid’,([,l, t) cos@, - pzo':'l(L, , t) sin 8, Lfaz(lz , t)dl2
0 ]
+M2LILZH'[(EJ'1 + 9'1)sin¢92 + MzL](}i,di(Lz,t)sinﬂl + M;,thji(f)'i +9'2)a:(L2,t)cosﬂl
M, L, (L,1)(6, +6,)sin6, + My (L) (L,.0)(6, +6,)cos6, + M, (L,,1)d, (L) sin,

2772771

_Mszal(L, , t)él(él + 9;) cosd, + Mzal(L,, t)czz(Lz, t)éil(él + Giz) sind, — Mzélal(L,, t)dz(Lz, t) cosé,

v2Myay(Ly.1)d (L, 0)(6, +6,) - M, L 1,66, 5in6, ~ M, L,6,d,(L,.1)sinb,
_M,L,66,a,(L,.t)cos0, + M, L& (L,,1)cos8, - M,L,a(L,,1)§, sin8,
M6, (L, ey (L, 1) sin6, - M,a,(L,,1)d,(L,,1)sin6, - M,d, (L, .1)a, (L, )6, cosé,
+M, L, (L, .1)6,sin8, + M, L,a,(L,,1)6,6, cos8, + M, (L,.1)a,(L,,1)6, cosb,
+Ma,(L,,0)d,(L,,1)6, cos8, - Mya, (L, 1)y (L;,1)6,6, sin 6, + M, L, (L,,1) + L, (Ly,1)

+%p2gL§ cos(@, +8,) - M, gL, cos(8, + 8,) + M,ga,(L,,t)sin(6, + 8,)
3 L
- .f PG, (lz 7!) Sin(gl + 92)‘”2 = =2 p2(6.1 + 9'2)Jka2(lz J)dz (12 &t)dlz
0 0
—pzal(Li,t)éilz SinezTaz(lz»t)dlz —2p2d1(L1,f)91 cos &, [Iaz(lz>t)dlz - p, L6} cos, Taz(lz at)dlz
0 0 0

1 202 ! 142 2 - 3 o
- —E p,L L0 sin 02-&-5 p, L6 a (L},t) cosf, - Psza,(L.a‘)Bi sin @, +u,

17271 271771

IL7. a,(li,t)r ile ilgili Elde Edilen Denklem

-pld = plo':'l(i‘l,t)- pﬁl’al(ll,f)wf- p.gcosh 1 Ellllaljl,l,ll](ll,t)
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IL8. a,(l,,1) ile ligili Elde Edilen Denklem

—ZpIdI(Ll,t)gl sin@, = pzdz(lz,t)— pzaz(lz,t)(é] + 92)2 + pzdl(Ll,t) cosd, + ,ozgco's.(tﬁ?1 +* 92}
+E,La,, IR (12,2')

I1.9. Elde Edilen Sinmir Sartlan

1. Eklem
a,(0.1)=a,, (0,)=0,

E11L|a|,z,z,(L11t): —U,,

Mlglzal([‘lil) + szzglza](Lwl) "*“2" szie1(91 T Bz)sin 6, - szzal(Lnt) - P, L L0,

_%pz(@i +6,)cos8, - M,d,(L,,1) +é—p2 12(6, +6,)6, sin0, - M,L,6, + M,6%a,(L, 1)

+M,L,6,(6, +6,)sin6, + M,a,(L,,1)6,(6, +6,) cos6, + M,6,d,(L,1)sin6, - M,L 6,
~M,L,(6, +6,)cos, + M,L,(6, +6,)6, sin6, - M, ,(L,.1) + M,d;(L,.1)(6, +6,)sin8,

+M,a,(L,,1)(6, +6,)sin8, + M,a,(L,.1)(6, +6,)6, cos, — M,d,(L,,t) cos,
+M2022(L2,t)t92 sind, - p,gl, cosB, + M,gcos@, + M,gcosb, +El, a,; l(L,,z‘)

+T[p2a2(lz,t)6ﬂ(9, - I'Si,,)cos@2 + ngldz(lz,t) sin@, - pza'r';(lz ,t) cos;.(i’2 + pzaéz(lz ,t]é?'z sin g,

0

+p,0,(1,,1)(6, + 6,)5in 0, + p,a, (1,,1)(6, +6,)sin 6, + p,a,(4,,7)(6, +6,)6, cos6,1dl, =0

2. Eklem

az(O,t): a2=12(01t): 0 .. ‘

(6+8.)- ) (L..1)
E

2

az.r;:;(Lz:t) T

~M,gcos 6, +8,)+ Mya,(L,,1)(6,+6,)" + M,a,(L.,1)6,(6, +6,) cos8, - M, L,6,(6, +6,)sin6,
~M,a,(L,,1)(6, + 6,)sin8, - M,6,(L,.0) - M, (L,.1) cos, - M, L 6 cos8,

+Mya (L,,1)8,sin8, - M,8,a,(L,,)sin6, + M,L.6,8,sin6, - M,0,a,(L,,1)sinb,
~M,0,6,a,(L,t)cos8, - M,L (6, +6,)+ E 1 ,a,, , , (L,.1)=0
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III. SONUCLAR VE ONERILER

Burada incelenen iki eklemli ve ucunda yikk bulunan sistem igin elde edilen denklemler dogrusal degildir
ve olduk¢a karmagik bir yapidadir. Ancak, herhangi bir yikiin bulunmadifi ve de hareketin sadece
yatay diizlemde gergeklestigi kabul edilirse, M, katlesiyle ve yergekimi kuvvetiyle ilgili terimler
alinmayacagindan, denklemlerde sadelesme olabilir. Aynca, “*Pertiirbasyon Teknikleri®” kullanilarak
denklemler doprusallastirifabilir ve kontrol yaklagimi yapmak mimkin olabilir [6].

EKLER

Sistemnin cnerji ifadelerinin degisimlerinin elde edilmesine 6mek olarak, W, asagidaki gibi vazilabilir:
W, =ue +u,e =ul +up,
Burada g, =6, - tan"(a,, (2,.1)) olmak izere,
W, =us0, +udb, -uda, (L.t)
seklindedir.

ST, 5V ve 6 i, bilgileri temel denklemde yerine konulursa

rff(a‘,e",a‘,d,,..)dt =0

to

olacaktir. Integral degerinin 0 olabilmesi igin f(BE,B:,a,,cil,...) foksiyonunun degerinin 0 olmasi
gerekir. Bu fonksiyonun 0’a esit olabilmesi iin deBisimlerin (56, §al(1],r) gibi) katsayilarinin 0 olmasi
gerekir.

Degisimlerin tirevlerinin yer aldigi ifadelerde kismi integral alinir. Omegin,

l]-=0

o

f!hﬂ'lé‘ﬂ',dz = lhﬁ‘lﬁel!jnf - ]Cl*dﬂlé'ldr , 1,6,66

1

seklinde yazlabilir.

Goriildigi gibi 66 ’in katsysi olan terimin 1. dereceden tiirevi alinarak 66, teriminin katsayisi haline
getirilmistir. Benzer iglemler diger terimler igin vapildifinda,
ff(q,a'i,a|,d,,...)dt:0

fo
integralindeki bitin terimler 66, &6,, &zl(ll,t), &12(!,,1), &rl(Ll,r), &z,(Lz,r) degisimleri cinsinden
yazlabilir.
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