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I. GÎRlŞ

Roboük uygulamalannda hıa ve hareket yetenegini arttırmak ve enerji tüketimim azaltmak için, hafif
ağırlıkta ve esnek kollar kullanılmaktadır. Bu kollardaki esneme özelliği, sistem dmanugmi de
eÜtilemektedirClI

Sonsuz boyutta esnek modlann yer aldığı ve dogrusal olamayan denklemlenn bulunduğu esnek robot
kolu modellerüıde, geri-bcsleme yoluyla tan bir doğrusallaştırma mümkün olmamaktadır VS. Ancak
tek eklemli esnek yapılar için çeşitşi kontrol yaklaşımları geliştirilmiştir E3-63, Yüksek modlann
genliklerinin ihmal edilebilir büyüklükte olmasi nedeniyle, sonlu sayıda modlar kullamlarak kontrol
yapılabilmektedir. Bu yaklaşımlarda kullanılan mod sayılan, algılayıcılarm ve kuvvet uygulayıcıların
özelliklerine göre belirlenmektedir. Literatürde, iki veya Baha çok eklemli esnek robot kottan üzerindeki
çeşitli çalışmalar bulunmaktadır [7-91 Bu çalışmada, çok eklemli ve uçanda belli bir yük bulunan
esnek robot kolu sisteminin modellenmesi yapılmıştır. Denklemler türetilırken kolaylık ohnası
açisindan, iki eklemli bir sistem ele almmıçtır.

II. SİSTEM MODELİ

Şekil-1 'de üu eklemi; ve ucundaM, yükü bulunan esnek bir robot kolu görülmektedir, A: O noktasmm
eylemsidk momenti, l^ : l linkmin eylemsizlüc momenti, /, : M, küllesiıün kendi kütle merkezine göre
eylemsizlik momenti, L, : i linkmin uzunluğu, £; : ı linkinm Young Esneklik Modülü, p, : l linkinm
kütle yoğunluk fonksiyonu, m, : l linkinin kütlesi. A, : I linkmin kesit alam, ;, : i linkme ait uzunluk
değişkeni, a, (l,, l), l, noktasmda / linldmn X, 'den sapma miktan, OXJ, : Hareketsiz koordinat
sistemi, 0, X,Y, : Orijini / linkinin başlmgıç noktasi olan ve Imkin hereketlerine göre değişen koordinat
sistemi ( Bu koordinal sistcminde X,, O, noktasinda ; linkme çizilen teğettir. ), O^X^ : Orijini ı
linkinin bitiş noktasmda olan koordinat sistemi) Bu koordinat sisteminde Xy , I linkinin uç noktasmda

linke çizilen teğettir. ). M, : 0,<; noktasındaki kütle, M, : Kolun uç noktasındaki idille (M =M, ), (£,

: 0, X,Y, koordinat sistemi için birim vektör, {£"}-: Hareketsiz koordinat sisteminin birim vektörü. T,:
O. X.Y. koordinat sistemim hareketsiz koordinat sisteminde ifade etmek için kullanılan dönüşüm matrisi,

R, : I linkinin pozisyon vektörü, R,, : I Imkinin uç noktasınm pozisyonunu belirten vektör, Q, . X, ile X^ı
arasmdaki açı, <p,^ : Xu ıle A;+, arasındaki açı. (y, =0, ), g : Yerçekmıi ivmesi, u, ; ı lüıkine
uygulanan tork olmak üzere, sistemin toplam enerji ifadçleri aşağıdaki gibi yazılabilir:

11. 1. Toplam Kinetik Enerji

O noktasmm eylemsizliğinden dolayı oluşan kinetik eneqı

-ı. e1

ı lİnkinin hareketinden dolayı oluşan kinetik enerji:

^wm.
Mi kütlesinin hareketinden dolayı oluşan kinetik enerji:

\l£
şeklindedir. Burada,
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<î=Z^+£"", (£, o
İ-I l-l

ve

d,., . ')^l^
eşitlikleri vardır. Böylece, sistemin toplam kinetik enerji ifadesi aşağıdaki gibi yazılabilir

r = \ı^ + ^£(^, A.,. R, +!, ^ + {, /W'",) (l)

Yo «

Oo, 0,

M:

Şekil l. iki Eklemli Esnek Robot Kolu

11.2. Toplam Potansiyel Enerji

Burada robot kötünün hareket düzlemi sadece yatay düzlemle smırlandıntoıamış, düşey yönde de
hareketin oiabileceği kabul edilmiştir. Böylece yerçekimi kuvvetmin etkileri de gözönüne alınmıştır.

/ linkinin yerçekiminden ve esneme özelliğinden dolayı oluşan potansiyel enerji :

P, g(R, ^)^E, i,a^(l,, t)^,
M, kütlesinin potansiyel cnerj isi

M, g(R.,. e,,)

olmak üzere sistemin toplam potansiyel enerjisi aşağıdaki gibi yazılabilir:
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4 P, gW .era)+ -, E\l\a 'l. 'ı'ı (A , O j//l + . e,, o)+^£2/;a''2. ül(/2, ()2-l'y0
İA

+ M, g(R.,. e^+M,g(R.,. e^) (2)

Burada e^ ve e o , hareketsiz koordinat sisteminin sırasıyla x yönündeki ve y. yönündeki birim
vektörleridir, a,, a, ı, a,,,, vea, ;;,, , a, (l, , t) .nin /, .ye göre sırasıyla birinci, ikinci, üçüncü ve
dördüncü türevlerim göstermektedir,

11.3. Toplam Korunumsuz iş

Bu çalışmada ele alınan sistemde korunumsuz iş, eklemlere uygulanan u, ve Uj torklan tarafindan
yapılan işür. Kayma, bunılma ve eksenel yer değiştirmelerden kaynaklanan enerjiler ihmal edilmiştir.

»»«, ="l(i'l+"2«'2 ="I^ +"2<İI2 <3)

Burada p, == 6; - tan (a,, (L,, ()) 'dir.

Şekil-1 'de görülen sistemde pozisyon vektörleri, R, m R,, , açağıdaki gibi yazılabilir :

'/.
R, =R.,-^T,\

R.. = R.
.
", (/,, ').

i -1.2

(=1, (=1.2

Ele alınan bu sistemde koordinat sistemleri arasmdaki geçişleri sağlayan dönüşüm matrisleri aşagıdaki
gibidir:

fcosö, -sin?, 0}
sin Ö, cos0, O

o O l.

y, =
1 lî ~

fcos(0, +C, ) -sin(6>, +$;) O
sin(9ı+ft, ) cos(d, +0, ) O

Esnemenin çok büyük olmayacağı kabul edilirse, tan" (a^;(/-,, /)) =a^ {L\, t} yazılabilir.

Yukarıdaki denklemlerden yararlamrak, pozisyon vektörleri R, ve R; aşağıdaki gibi elde edilir:

R, =[l, cosö, -cı, (l,, l)smff,]e^+[l; sm0, +a, (/,, ()cos@, ]e^
A ^[/., cosA -a, (L, f)sinft+/3COs(ft +0;)-a;, (/3, 0sin(0ı +^;)]e,o

+[/., sin 9, +a, (£ı, r)cos$ı +/;sın(e, +$;)+a;(/,, ()cos(l9, +0;)]e,o

11. 4. Hamiltonian Prensibi

(.t ^'* } '<

l H. dt \ = J [ST-SV + Wj(/( = O w



17

Şekil-1 tdeki sistem için bulunan pozisyon vektörleri, sistemin enerjilerim ifade eden (1-4) nolu
denklemlerde yarine konulursa ve bu ifadelenn birinci değişimleri, yani T, SV ve W^ elde edilerek
(4) nolu denklemde yerine konulursa, sistem dinamiğim tanımlayan denklemler aşağıdaki gibi elde edilir
[103. Bu denklemlerin elde edilmesine ait bazı açıklamalar, Ekler bölümünde verilmiştir.

11.5. 6, Be ilgili Elde Edilen Denklem

[ h +/ı +J PA + M^ + ^zîz; +^ PıLA COS82 + (M- + pM^(i,, t)
l

+^f>2L',a, (L,, t)smÖ, +p, îa, 2(/ı, l)dl, - p, /., sin 0; J a; (/;, ()c//;î.

.

].+/3;ff, (L|, OGOSÖ J a;(//, + A/, /-, +M;a2 (£,, ()+Af2 7-ı/-2cos02 -A^;£, a;(Z, ;, <)sın61;

+M;/.;a, (£,, /)sin0; + M^a, (L,, t)a^l^, t)cos0^ ]$, + } _ , 3 . l - , ,2
L3 P^+^PıL^cose,

+^/-2"l(A. ')sine2 +/72 (r;(/;, ()rf4 + A"ı(A>()cos^2Jff2(4>( 
o o

-/?;/,, sin ö; J a, (t^t)dh + M, L1, + M^(L^I) + M^l., cos(9; - M^a^, l)smÖ^
o

-M;/, a, (/.,, ()sın(?, +A^a, (7,, ()a3(/,, ()cos^ +/, ](^ +^)+(M, + p, L,)L,a, (L,, t)
l - ' ' Lİ ^ LL.. ^ .. Lt

+^A^"ı(A. OTs^ -, P;a, (£,, () sin 61jo', (/3, 0d/, + p, J/, Q-, (/ı, ()d/, + pJl/;
000

+a, {L,, t)smg, ]a, (l,. l)dl, +-p, gL', wse, +p, g[L, L, cc, sö, -L,a, (L,, l)smff,

+^cos(0ı +ff,) - M, L^ms9^ + M, ga, (/.,, ») sin 0, -M, <ç[Z, cosfl, -n'ı(£i, ()smff,

+^cos(@ı+0, )+ff, (4, ')sin(6ı +0, )]+[(M, +M, )Z. ı+M, £, cosff, -M, a;, (/.,, ()sin6', ]ffı(^,, ()
+[A'/^, cos^+.W, a, (.',,,')s!n^+.W^J^(^, 0+2M^, c-, (I,, ()a, (/-,, ?)+M;/-, 4(6i,
+$;)$; sin e, + 2M;ff, (^, ()a;(4, ()(61, + 6;) - M^l. ^6^ sin6i; - M^d^L^t)^ smö,
-A^(6>, + C; )d; (£3, Q sin O, - AY;£ı(0, + ö^a^, t)ö^ cos61; - M^;e, cr; (£;, () sin ^

-M^Lftfl^(L^, t)6^co&ö^ - M^d, (L,, t)ö^sm8^ - M;O| (l^, t)a^(L,, t)sm S;
-M;d, (Z,, ()a;(/. ;, ()^cos^ + A/^ri, (/.,, ()($, + (9;)sine; + M;Z, a, (£,, ()(^ +ff, )^ cos^
+M,.t;ffı(/,,, <)6>, sinfl, + M^a^(L^l)fffl, cos6i; + M^a^L,, l)a^(, L,, t)(^ + ^)cos^
+M,a, (L^I)ü^(L^, l)(0^ +@;)cos0;- M;a', (/. ı, ()o:;(4, l)(0ı +9;)^;sin^
4-M, ffı(/.,, <)fl', (/,, ()0|COsA +A/;aı(Z.,, r)cr;(£;, <)ff, cosı9, -A/;ö', (/. ı, ()ff;(£;', ()0ı^sin61;
+M,d, (L,, t)a^(L,, t)smö, + M,a, (L,, l)d^L^, t)0^ cosff; + l^a^^(I^, l) = u,

-2Ae, Ja, (/,, ')aı(/ı, ')rf/, -2p, (6, +^)Ja;(4, ()ff, (/,, Oa'/, -2M, 6, ff, (A, ')a, ,0
o o

-2p, L, e,a, (L,. l}d, (L,, l)+-p, L^8, +(0, +^, )][z, 6İ, sin(?, -a, (£,, ()0, cos^]
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-f>, t2, Ö,a, (L,, l)sm0, +2ft(0, +6>;)(£, sin ff; -a, (L,, t) cosO, 1"2(/2, l)dl, +pA[^

+(0, +0;) ][/, cos0;+a', (£,, <)sın0, ]Ja;(/;, ()rf;;-2p, eı cosö;a, (t,, ()Ja;(4, ()<//;

11.6. O Be Ugili Elde Edilen Denklem

[-*- p, L, L\ cosff, + /w(£,, <) cos8, 1a,(l,, l}dl, - p, L, snÖ,S a,(t,, l)dl,
2 ' " ~ - - ... ^ ^

- p, L',a,(L,, t) sin 8, + M, L, L, cos ff, - M, /., a, (/.,, f) sin 0, + M, L,a,(/.,, t) sin 9,

-M^, t}a,[L,, l} «sff,îe, +[L pA + P,^l, (l, M +MA +M,a, {L,, l) +!^ +8,)
3 °

+p, ]l, d\(l,, l)dl, + ^ p, L\a{l.,, l)cos8, - P, d\(L,, t) sin ö,1a, (l,, l)dl,
o ^ . --.., g

+M, L, L, Ö,(Ö, +0,)sme, + M, L, Ö,d, (L,, t)smff, + M, Lft{ö, +Ö,)a, (L,, t)ı:osÖ,
+M, L, d, {L,, l)(ff, +8,)sınö, +M,a, (L., t)a, (L,, l)(0, +e,)cose, +M,a,(L,, l)a, (L,, l)smö,
-M, L,a,[L,, l)e, (ff, +8,)mse, +M, a,(L,, t}a, (L,, l)g, (e, +Ö,)sme, -M, 0,a,(L,. l)d, (L,. t)cose,

+2M, a, (L,, l)d^L,, l)(ö, +^)-M^L, e, Ö^m8, -M, L, Ö,a, (L,, l)sinÖ,
-A/, /,, 6İ, 6İ, ff;(£;, ()cose, + A/;£;a, (£ı, ()cos6l, - A/, 7., a(z,,, ()e, sin6>,
-M,ci, (L,, t)a, (L,, t)sme, -M,a, (L,, t)a, (L,. t)sme^-M, (i, (L,, l)a, (L,, t)ö, cosö,
+A^£;d, (/,,, ;)6i, sine, + M;/. ;a, (L,, ()e, Ö; cose, + M, a, (£,, <)a;(/.,, ()^, cos6i;
+M^a, (L,, t)d, (L,, t)ff, cose^-M^a, (L,, l)a, (L,, t)ff, e, sme^+M, L,a^L,, t)+l, a^(L,, l)

+^2^1 cos(8, +ö^-M,gL^ cos(ö, + ^)+ M^ga^(L,, t)sm(ö, +0,)
-î p, ga, (l,, t}sin(e, +ö,]dl, =-2 p, (ff, + 0,)] a , (l,, t)a, {l,, l}dt,

.
0 O

-p, a, (L,, t)^ smö, \a, [l,, t}dl, -2p, d\L,, t}e, cos0, \a^, t)dl, - p, L^ cos(?J a, (l,, t)dl,
O 00

. -7 P, L, LW sin 0, +^- p, /^,!o', (£,, () cosff, - ^Z,;a, (£,, ()@, sin ff, + K,

11.7. ff, (/,, ') Be İlgili Elde Edilen Denklem

-A/, Ö,= /?, ", (/,, ()- p, 0;a, (/,, <)+ ̂ , gcose, |£, /^,,,,,,,,, (/,, ()
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11.8. a;(/,, () İle Ügili Elde Edilen Denklem

-2A"ı(^, ')(?ı sm(?, = ^d, (/;, ()- p, (r;(/,, ()(ö, +ffJ + p, a, (L,, t)co^+p, gcos(ö, +ö^
+£2/2"2, 1 , 1, 1, l, (/!, ')

11. 9. Elde Edilen Sınır Şartları

l. Eklem

ü;. (o. ')=^, ((), ')=0,

£I/Ila],l, I, (£l. ')=-"2.

M, e;la, (L,, t)+p^Öla,(L,, t)+-^p, L\e, (ö, +Ö,)smö, -p, L,a, (L,, t)-p, L, L, e,
-^p^Ö, l-0^cos^-M, a, (L,, t)+^p, l^(ö, +0,)ö, smÖ, -M, L^+M, Öla,(L,, t)
+M, L, Ö,(ö, +8,)smff, +M;ff;(/,3, ()6İ, (ö| +8,)cose, +M, Ö,d^, t)smff^-M^L, Ö\
-M, L^(ö, +Ö\)cos8, +M, L, (ö, +Ö,)ff, sm0, - M, cc, (L,, l)+M, d, (L^, <)(0, +Ö,)sin0^
+A/;a;(/. ;, ()(6, +fl;)sinfl, +A/;ff3(/, 3, ()(@, +03)^ cosff, -A/;d;(Z. ;, ()cosÖ;
+A^a;(Z. ;, ()0; sin$; - p^gL^cosö, + M, gcos0, +M, gcos0, +'£]/t]°'ı. ı. ı . ı , (^ı. 'J

+J[/3;a, (/;, r)6', (ffı +ftjcosft, + p^Ö,d;(/;, () sin 6, - /);d;(/,, ()cosA, + p;a; (/,, ()$, sin $;
o

+/5;d;(/;, ()(c, +0;)sin9;+^a;(/3, ()(e, +0;)sin^ + (0;a ;(, /;, <)( 6*, +^)^ cos6>;]rf/, -O

2. Eklem

a, (0, ()=a;, (0, ()=0 ,,,,

^_-(<?. +^)-a», (M
'-hb \~^'

'2

-M^cos{e, +0,)+M, a, (L,, t)(e, +Ö,) +M^a, (L,, t)ö, (0, +0,)cosÖ, -M^L, Q, (ö, +Ö^sit\ö,
-M^d, (L,. i\{a, +9jsin@. - M^&SL.. l}- M. a. l L.. !}cos°. -M^L. 0, cosö.
^f^^^^^vl ' l/;/-J""/2 ^-31*3^.^*^ ^,^;tA^^,. ^ü.>i/-^ . 1, 1^^V^ ^^-Lll/^

+A/;aı (/-,, ()(?; sin ı9; -A</;$, (r, (Z. ı, ()sinff; + A/;/., 9, $3 sin ̂  - U-fl^a, (/,,, ?)sin0;
-M, 8^a, (L,, l)cos8, - M, L, (ff, +9, )+£A;"u , ',- , (z-;. ') =0
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III. SONUÇLAR VE ÖNERİLER

Burada incelenen iki eklemli ve ucunda yük bulunan sistem için elde edilen denklemler doğrosal değildir
ve oldukça karmaşık bir yapıdadır. Ancak, herhangi bir yükün bulunmadığı ve de hareketin sadece
yatay düzlemde gerçekleştiği kabul edilirse, M^ kutlesiyle ve yerçekimi kuvvetiyle ilgili terimler
almmayacagından, denklemlerde sadeleşme olabilir. Ayrıca, "Pertürbasyon Teknikleri" kullamlarak
denklemler doğmsallaştınlabilır ve kontrol yaklaşımı yapmak nıflmkün olabilir [6].

EKLER

Sistemin enerji ifadelerinin değisnnlerinm elde edihnesine örnek olarak, W^ aşagıdaki gibi yazılabilir:
w. =u,v^u, v, ~suft, +u,v,

Burada p, =9, -tan'(cr,, ^,, »)) olmak üzere,
S İT., = u, 5ff, + u, <?ff, - u, ^a, ^(2.,, <)

şeklindedir.

(ÎT, SV ve SW. bilgileri temel denklemde yerine konulursa

\ f{9^B,, a,. ü,, .}dl = O
'«

olacaktır, tntegral degerinin O olabilmcsi için /((?,, ff',, a,, a,,...) foksiyonunun degerinin O olmasi
gerekir. Bu fonksiyonun O'a eşit olabilmesi için değişimlerin (.»,, &!,(/,, () gibi) katsayılannm O olmasi
gerekir.

Değişimlerin turevlerinin yer aldığı ifadelerde tasmi integral alınır. Örneğin,
'f /, (?, W, A = /, 9, <î», -f ı, se, e, dı: 1. 9, 59, =0

şeklinde yazılabilir.

Görüldüğü gibi W, 'm katsyısı olan terimm l. dereceden türevi almarak SS, teriminm katsayısı haline
getirilmiştir. Ben2er işlemler diğer terimler İçin yapıldığında.

f/(a, ft, a,, a,,... )d(-0
'u

integralindeki butun terimler <»,, «?,, Sa^. t). &»,(',, '), <S",4ı, '), &',(^, ') değişimleri cmsinden
yazılabilir.
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