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Oz

Bu ¢alismada, gelistirilmis Dalgarno-Lewis pertiirbasyon yontemi iizerinde durulmaktadir. Enerji
diizeylerinin ve dalga fonksiyonlarimin hesabiyla ilgili islemci tanimlanmaktadir. Elde edilen
islemci yardimiyla birinci ve ikinci mertebeden diizeltme terimleri hesaplanmaktadir. Simetri
hesaba katildiginda yontemin nasil uygulanacagi ve elde edilen sonuclar tartisiimaktadir.

Anahtar kelimeler: Cebirsel yontemler, Kuantum mekanigi, Pertiirbasyon yontemi

Calculation of Energy Levels of The Linear and Non-Linear Systems
By Means of The Emproved Dalgarno-Lewis Perturbation Method

Abstract

In this study, it has been focused on the emproved Dalgarno-Lewis perturbation method. The
operator related to the calculation of energy levels and wave functions are defined. First and
second order correction terms are calculated using the obtained operator. When symmetry is
considered, how the method will be applied and the results obtained are discussed.
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1. Giris

Atomik ya da molekiiler bir yapmnin tam
olarak c¢oziimlenebilmesi, ilgili yapiya ait
Schrodinger  denkleminin  tam  olarak
¢ozlilmesiyle mimkiin  olabilir.  Cogu
durumda Schrodinger denklemini tam olarak
¢ozmek matematiksel olarak  miimkiin
degildir. Boyle durumlarda ilgili Schrodinger
denklemini ¢6zmek ve sistemin fiziksel
ozelliklerini ortaya koymak i¢in birgok
yaklagim yontemi gelistirilmistir

(Merzbacher, 1970; Miller ve Good, 1953;
Gutzwiller, M.C., 1967; Hugenholtz, N.M.,
1957; Maslov, V.P. ve Fedoriuk, M.V., 1981;
March, N.H., 1957; Turbiner, A.V., 2016). Bu
yaklasim yontemlerinden biri olan pertiir-
basyon yontemi, atomik ya da molekiiler bir
sisteme disaridan etki eden bozucu bir
etkilesmenin (6rnegin, elektrik ve manyetik
alan gibi), enerji diizeylerine nasil bir katki
yaptigini ve sistemin dalga fonksiyonunu
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nasil degistirdigini ortaya koymada etkili bir
yontemdir (Landau ve Lifshitz, 1977). Bu
yontemde, pertiitbasyon serisi denilen bir
serideki ikinci, {iglinci ve diger terimler
hesaplanarak, enerji diizeylerinin ve dalga
fonksiyonlarmin  gercek  degere  yakin
sonuclar1 elde edilir. Eger dis etkiler zayifsa,
ikinci mertebeden sonraki terimler ihmal
edilecek kadar kiiciiktiir. Bazi durumlarda,
ikinci ve lgcilincii mertebe terimlerin
hesaplanmasi olduk¢a zor olabilmektedir.
Dalgarno ve Lewis (1955), ikinci ve {iglincii
mertebe enerjilerin hesaplanmasinda 6zel bir
islemci tanimlayarak pertiirbasyon yontemini
gelistirdiler. Bu calismada, dejenere olmayan
durumlarda zamandan bagimsiz pertiirbasyon
yontemi iizerinde durulmaktadir. Ikinci
mertebe enerji diizeltme teriminin
hesaplanmasinda, Dalgarno ve  Lewis
pertiirbasyon yonteminin gelistirilmis bir sekli
olan yeni bir yontem kullanilmaktadir
(Balantekin ve Malkus, 2010). Oncelikle, bu
yeni yontemin detaylar1 Ozetlenmektedir.
Daha sonra, =zayif bir dis etkilesme
durumunda ikinci mertebeden enerji diizeltme
terimi  hesaplanmaktadir.  Son  olarak,
harmonik bir dis etki durumunda, sistemin
simetrisini goz Oniline alarak enerji diizeyleri
bulunmaktadir. Sonu¢ ve tartisma kisminda,
yeni yontemin diger yontemlerle
karsilagtirmas1 ve kullanilabilirligi {izerinde
durulmaktadir.

2. Gelistirilmis Dalgarno - Lewis pertiir-
basyon yontemi

Bu c¢aligmada, Balantekin ve Malkus (2010)
tarafindan teklif edilen yeni bir islemci
yardimiyla,  Dalgarno-Lewis  yoOnteminin
gelistirilmis bir tanimi1 kullanilmaktadur. Tlgili
caligmada gelistirilen yontem, cekirdeklerde
derin kuyu potansiyellerine uygulanmaktadir.
Bu calismada ise, aynt yontem dogrusal ve
dogrusal olmayan sistemlere ve harmonik dis
etkiler durumunda ki sistemin  enerji
diizeylerinin hesabinda kullanilmaktadir. Bu

kisimda, hesaplamada kullanilan yOdntem
Ozetlenmektedir.

Ilgili sistemin toplam Hamiltonyeni
H=H,+AU (1)

formundadir. Burada H,, dejenere olmayan
O0zdegerlere sahip ¢Oziimii bilinen bir
Hamiltonyendir:

Holn) = eqln) )

A kiigiik bir parametre, U sisteme disaridan
etki eden pertiirbasyon terimi, |n) ve €, ise
sirayla, ¢ozliimii bilinen Hamiltonyenin dalga
fonksiyonu ve enerjilerdir. (1) esitligi icin
Schrodinger denklemi

HIY, (D) = Ex(D) ¥ (D)) (3)

olarak yazilabilir. Balantekin ve Malkus
(2010), ¢oziimi bilinen pertiirbe olmamig |n)
hallerini, (3) esitligindeki |W,, (1)) halleri ile
iliskilendiren yeni bir S,(1) islemcisini
tanimladilar:

[¥n (D) = $p(A) In). (4)

S,(1) islemcisi ve E,(1) enerjileri 2
parametresi cinsinden asagidaki gibi seriye
acilabilir:

S,(A) = exp(/lfin + 2B, + 23C, + - ), (5)
E,() =€, + /16(1),1 + /126(2),1 + . (6)

Burada A,,B, C, .. belirlenecek olan
islemciler ve €,,e™,,e@ .. ise sirayla
stfirinct, birinci, ikinei,... enerji diizeltme
terimleridir. (3), (5) ve (6) esitliklerinden

(S (D)) HS, (D] In) = (€ + 2D, +
2@, + -)n) ()

yazilabilir. (7) esitliginin sol tarafini,

exp(—4) Bexp(d) = A+ B —[4,B] +|A[4B]| -+ [A, |4, [A,B]” + o ®)



Ozeren | GUFBED 7(2) (2017) 314-319

Baker-Campbell-Hausdorff (BCH) formii-
liyle tekrar diizenleyerek, ilk iki enerji

(U = [An, HoD)In) = €™ |n)

C[An [An, Aol ] = [Bu, o] = [An, TDIn) = €@ylm)

H, islemcisi |n) bazinda kosegen bir matris
islemcisidir. U pertiirbasyon terimini Kosegen
(K) ve Kosegen Olmayan (KO) terimlerine
ayirarak U = Uy + Uy, seklinde yazilirsa,
birinci ve ikinci mertebe enerji diizeltmeleri
i¢in agagidaki esitlikler elde edilir:

e

= (n|Uk|n) (11)

€@, = —%(n”ﬁn, Ukol|n) - (12)

Burada Uy, = [A,, Ho| dir.

Boylece, Balantekin ve Malkus’un (2010)
onerdigi gelistirilmis Dalgarno-Lewis
pertiitbasyon yontemiyle enerji diizeltme
terimleri i¢in (11) ve (12) esitlikleri elde

edilir.  Yukarida  Ozetlenen yOntemden
yararlanarak ilk iki enerji diizeltmesinin
hesaplanabilmesi  igin A4, islemcisinin
bulunmasi1  gerekir.  Ilgili  calismada,

cekirdeklerde derin kuyu potansiyelleri i¢in
enerji diizeltmesinin nasil hesaplandig1 yer
almaktadir. Bu c¢alismada ise, harmonik
titresim yapan bir sistemin (Ornegin, iki
atomlu bir molekiiliin diisiik sicakliklarda
titresimi) dogrusal bir dig etkiye maruz
kalmasi durumunda (6rnegin, zayif dis
elektrik alan durumu) ilk iki enerji diizeyinin
hesaplanmast yapilmaktadir. Daha sonra,
dogrusal olmayan dis etki durumunda enerji
diizeyleri hesaplanmaktadir.

3. Dogrusal zayif bir etkilesme durumunda
harmonik salinici

Harmonik salinici modeli, teorik fizigin
hemen hemen her alaninda yaygin olarak
kullanilan bir modeldir (Shankar, 1980). Bu
kisimda, harmonik titresim yapan bir sistemin
(6rnegin 1iki atomlu bir molekiil) dis etki
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diizeltme terimi ic¢in asagidaki ifadeler
kolayca elde edilir:
(9)
(10)
durumunda davranisi incelenmektedir.

Harmonik titresim yapan bir fiziksel sistem
disaridan zayif bir dogrusal etkiye maruz
kaldiginda, sistemin Hamiltonyeni,

hZ gz
———+ mw x% 4+ mw?cx
2m dx?

H= (13)
olarak verilir (Zettili, 2009). Burada c bir
sabittir. (13) esitligi, kuantum mekaniginde
iyi bilinen yoketme ( a ) ve yaratma ( a* )
islemcileri cinsinden asagidaki gibi tekrar
yazilabilir:

—~ 2
H= hTw(aa” +a*a) + %(a +a*) (14)

1/2
Burada @ = (2:2) " dir. (14) esitliginde ilk

terim, ¢6ziimii iyi bilinen harmonik terimdir.
Ikinci terim ise pertiirbasyon terimidir. (1) ve
(14) esitlikleri karsilagtirilirsa,

H, = hTw (aa* + a*a), (15)

U=a+at, (16)
_ mw?c

A= ” a7

oldugu kolayca goriilebilir. U pertiirbasyon
islemcisi |n) bazinda kosegen olmayan bir
islemcidir. Bundan dolayi, (11) esitligine gore
birinci mertebe enerji diizeltmesinin €™, =
0 oldugu aciktir. (15), (16) ve Uxo = [A,, Hy]
esitliklerini kullanarak A, islemcisi kolayca
bulunabilir:

~

Ay=—(a—a"). (18)

(18) esitligi (12) esitliginde yazilirsa, ikinci
mertebe enerji diizeltmesinin,
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2 —_1
€ = ——
n hw

(19)

oldugu goriilmektedir. Boylece (6) esitligiyle,
zayif dis etkiye maruz kalmis harmonik
saliicinin enerjileri,

mw?3c?

E, =—(2 +1) — (20)
olarak bulunur. (20) esitligini literatiirdeki
sonugla uyumlu oldugu goriilebilir (Zettili,
2009).

q= %‘"(acfr +ata) + A(a® + at’a+aa*ta+ ata? + a’at + a*’

[k terim ¢dziimii bilinen harmonik terimdir.

4. Dogrusal olmayan etkilesmelerde enerji
diizeyleri

Bu kisimda, zayif dis etkinin dogrusal
olmamasi durumunda enerji diizeylerinin
nasil hesaplanacag tartisilmaktadir. Sistemin
Hamiltonyeni

x? + dx® (21)

seklinde wverilebilir. Burada d, kiicliik bir
parametredir. Yoketme ve yaratma islemcileri

cinsinden (21) esitligi tekrar yazilirsa
asagidaki ifade elde edilir:
+aa*’ +ataat). (22)

(11) esitligine gore birinci mertebe enerji

Ikinci terim pertiirbasyon terimidir ve |n) diizeltmesi €™, =0 olarak bulunur.
bazinda  tamamen  kdsegen  olmayan Ugo = [An, Ho] esitligini  saglayan A,
elemanlardan olusmaktadir. Bundan dolay, islemcisi kolayca hesaplanabilir:

Ao 2+ + + .2 +3 + oot +2

n hw(a—aa +a“a™+ aata+a’a*—a” —ataat —a a). (23)
Boylece, (12) esitligi yardimiyla ikinci (24) esitligi ile birlikte diizeltilmis enerji
mertebe enerji  dlizeltmesi  detayli  bir diizeyleri hesaplanirsa asagidaki sonug elde
hesaplamayla asagidaki gibi elde edilir: edilir:

€@, =——|n2+ Znt 28] ()

En=h7w(2n+1)—8 . 3[189 n? + 2 n+28] (25)

5. Harmonik dis etki altinda ii¢-boyutlu
harmonik salinici

Son olarak, bu kisimda, dis etkinin harmonik
olmasi durumunda ti¢-boyutlu bir salinicinin
enerji diizeyleri hesaplanmaktadir. Ug-boyutlu
harmonik salinicinin simetrisi SU(1,1) Lie
grubuyla ilgilidir ve baz fonksiyonu olarak
su(1,1) Lie cebrinin bazi almmalidir
(Wybourne, 1974). Sistemin Hamiltonyeni

2
— 1
H=E 4+ mw?r?
2m 2

+ AT (26)
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olarak verilir. Burada U = r? pertiirbasyon
terimidir. (26) esitligi pertlirbasyon yontemi
kullanilmadan ¢6ziimii kolayca yapilabilen bir
Hamiltonyen olsa da, bu ¢aligmada kullanilan
yontemin  daha  farkli  potansiyellere
genisletilebilecegini gérmek acisindan
onemlidir. (26) esitligi, su(1,1) Lie cebrinin
islemcileri cinsinden yazilabilir (Wybourne,
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1974). Ug-boyutta yoketme ve yaratma
islemcileri asagidaki gibi tanimlanir:

@ = (%)1/2 X~ (z,nlhw)l/z Pj (27)

Ko_l

+ + _1 + .+
=:2(afq + aaf), Ky =-%;af af,

(29) islemcileri arasinda asagidaki komii-
tasyon kurallarinin gegerli oldugu kolayca
tespit edilebilir:

[Ko, Kil = +K, , [Ky K] = —2K, . (30)
Bu cebrin her elemaniyla komiit olan Casimir
islemcisi ise,

C, = K¢ =S (K K_+K_K.) (31)

olarak verilir. (29) islemcileri kullanilirsa (31)
esitligi

K_=(K)*.

e 1/2 1 \1/2
4=(5) u+ilm) »- @
Burada j= 1,2,3 degerlerini alinir. su(1,1) Lie
cebrinin islemcileri ise su sekilde tanimlanir
(Inomata, Kuratsuji ve Gerry, 1992):

(29)

ll}
4 16

3

olur. Burada L, yoriingesel agisal momentum
islemcisidir. su(1,1) cebrinin bazi, |k,n)
seklinde k ve n sayilartyla verilir. Bu bazda

C,lk,n) = k(k — Dk, n) (33)

Ozdeger esitligi gecerlidir. Burada k = %({’ +
>) Bargmann indeksidir. n = k,k + 1k +2, ...

degerlerini alir. £, acisal momentum kuantum
sayisidir. Bu bazda (29) islemcileri igin
asagidaki esitlikler gecerlidir:

Kolk,n) = nlk,n), Kilk,n)= \/(ni KY((n+k+1lk,nt1).

Boylece, su(l,1) Lie cebrinin islemcileri
cinsinden (26) Hamiltonyeni asagidaki gibi
yazilabilir:

A = 2hwk, + —— (K, + K_ + 2K;) . (35)
Burada birinci terim, ¢6ziimii bilinen pertiirbe
olmamig Hamiltonyen ve ikinci terim ise

pertirbe  olmus  Hamiltonyendir.  (34)
esitliginden sadece K, islemcisinin kosegen

oldugu gorilmektedir. Boylece, Uxo =
[An, ﬁo] esitliginden,

A 1 1

An = =i Ko T oa K- (36)

elde edilir. (11) esitligiyle birinci mertebe
enerji diizeltmesi hesaplanir:
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(34)
2h 2h
eW = <k,n| EKO|k, n> =—n. (37)
(12) esitligi  ile ikinci mertebe enerji

diizeltmesi hesaplanirsa agagidaki sonug elde
edilir:

h

@ = _
€p=———n.

(38)

Son olarak, (37) ve (38) esitliklerinden,
diizeltilmis enerji diizeyleri asagidaki gibi
yazilabilir:

2h%? n3
—y— n.

E, = {Zhw + (39)

m2w?
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6. Sonuc ve tartisma

Bu c¢alismada, Dalgarno-Lewis pertiirbasyon
yonteminin gelistirilmis bir formiilasyonu
izerinde duruldu. Yontem kisaca
Ozetlendikten sonra, harmonik titresim yapan
sisteme dis etki olarak katilan pertiirbasyon
terimlerinin, sistemin enerji  diizeylerine
katkilari, birinci ve ikinci mertebeden
yaklagimlarla hesaplandi. Pertiirbasyon olarak
dogrusal, kuadratik ve kiibik terimler
incelendi. Harmonik salinic1 modeli, iyi
bilinen temel bir modeldir. Atomik sistemler
disiik sicakliklarda harmonik titresimler
yaparlar. Ancak daha yiiksek sicakliklarda
harmonik olmayan etkilesmeler kendini
gosterir. Burada c¢alisilan yontem, daha
yiilksek mertebeden pertiirbasyonlara da
uygulanabilir. Ormegin iki atomlu bir molekiil
icin, molekiiliin titresim diizeylerini en iyi
tasvir eden potansiyel Morse potansiyelidir.
Molekiil bir elektrik ya da manyetik alana
maruz kalirsa enerji diizeyleri degisir. Bu
degisim burada ¢alisilan yontem kullanilarak
hesaplanabilir. Gelistirilmis Dalgarno-Lewis
yontemiyle burada sadece ikinci mertebeye
kadar olan diizeltmeler hesaplandi. Dig
etkinin durumuna gore, {gcilincii ve daha
yiiksek terimleri hesaplamak da miimkiindiir.
Ayrica, (4) ve (5) esitlikleri, pertilirbe
durumda sistemin dalga fonksiyonlarim
hesaplamaya izin verir. Boylece, incelenen
sisteme ait tim fiziksel parametreler
(bulunma olasiliklari, termodinamik
degiskenler, vb.) hesaplanabilir.
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