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Oz

Bu caligmada, fraksiyonel dereceli osilatorlerin pratik
gerceklestirimi  i¢in  bir yaklagim Onerilmektedir. Bu
yaklasimda, fraksiyonel integral operatoriinii saglamak i¢in
s-domeninde birinci dereceden bir yaklasiklik fonksiyonu
tiretilmekte daha sonra bu fonksiyon ayriklastirma
islemine tabi tutularak Zz-domenine aktarilmaktadir.
Boylece ilgili osilatoriin = siirekli zamanli dinamik
denklemleri fark denklemlerine doniistiiriilerek dijital
platformlarda gerceklestirilebilme imkani elde
edilmektedir. Fark denklemlerinin avantaji, katsayilarinin
fraksiyonel derecenin degisimine bagli olarak hizlica
giincellenebilmesidir. Onerilen yaklagimin
uygulanabilirligi Van der Pol (VdP) osilatiiriinde test
edilmistir. Onerilen yéntem kullanilarak fraksiyonel VdP
osilatoriiniin fark esitlikleri elde edilmistir. Niimerik
benzetimlerde bu fark denklemlerinden faydalanilmistir.
Ayrica denklemler bir mikroiglemci uygulama kartinda test
edilerek  Onerilen yontem deneysel olarak da
dogrulanmustir.

Anahtar kelimeler: Fraksiyonel hesaplama, Dinamik
sistem, Van der Pol osilatorii, Fraksiyonel tiirev, Kararlilik

1 Giris

Fraksiyonel hesaplama, dinamik sistemleri tanimlayan
diferansiyel denklemlerin derecesinin tamsayi olmasi
zorunlulugunu ortadan kaldirarak, tirev derecelerinin
rasyonel veya karmasik da olabilecegi yaklagimini ortaya
koymaktadir. Bu kapsamda birgok fraksiyonel tiirev ve
integral tanimlart literatiire sunulmustur. Fraksiyonel
hesaplama, sistemlerin daha dogru ve kapsamh
modellenmesine imkan vermektedir. Yine fraksiyonel
dinamik sistemlerde farkli zengin yanitlarin elde edilmesi
miimkiindiir. Fraksiyonel derecenin ek tasarim parametresi
olarak ele alinmasi arastirmacilara esneklik tanimaktadir.
Fraksiyonel hesaplama kontrol, devre teorisi, biyoloji vb.
farkl1 alanlarda kullanim bulmaktadir [1-3].

Fraksiyonel dereceli diferansiyel esitlikleri niimerik
olarak ¢6zmek ve dinamik yanitlar1 elde etmek icin bir¢ok
farkli yontem onerilmektedir [4]. Bu yontemlerin ¢ogunda
herhangi bir andaki degisken degeri i¢in degiskenin tiim
geemis degerlerine ihtiya¢ duyulmaktadir. Hafiza etkisi
olarak da adlandirilan bu durumda zamanin ilerlemesiyle
hesaplama isi ¢ok karmasik ve maliyetli olmaktadir. Yine
bunlarin dijital platformlarda deneysel olarak elde edilip
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dogrulanmalar1 da zorlagsmaktadir. Ote yandan fraksiyonel
dinamik esitlikleri analog ayrik elemanlarla elde etmek
istedigimizde, fraksiyonel tiirev veya integral islemini
gerceklestirecek bir devre elemanina ihtiya¢ duyulmaktadir.
Bu ihtiyag fraksiyonel kapasitor kavramini ortaya
¢ikarmaktadir [5]. Ancak kavramsal olan fraksiyonel
kapasitoriin - gercek karsiligi ticari olarak elektronik
marketlerde bulunmamaktadir. Bu sorunun ¢oziimil i¢in
fraksiyonel kapasitor islevini sinirli bant genisliginde yerine
getirebilecek yaklasik fonksiyonlar1 yani imitasyon devreleri
ortaya konulmaktadir [6]. Bu yaklasimdaki a¢maz ise
fraksiyonel kapasitoriin degeri ve derecesi degistikce
imitasyon devrelerindeki R ve C gibi pasif eleman degerleri
ile kazang degerlerinin yeniden ayarlanmasina ihtiyag
duyulmasidir. Iste her iki yaklasimdaki simirlamalar
fraksiyonel dinamik sistemlerin  gerceklestirilmesini
zorlastirmaktadir. Bunlara bir ¢6ziim olmasi agisindan pratik
gerceklestirmeler igin  bu ¢alismada bir yaklagim
onerilmektedir. Bu yaklasima goére oOncelikle fraksiyonel
integral operatoriinii  karsilayacak  birinci  dereceden
yaklagiklik fonksiyonu s-domeninde tiiretilmektedir. Daha
sonra siirekli-ayrik doniisiim metoduyla siirekli zamandaki

* Sorumlu yazar / Corresponding author, e-posta / e-mail: iesacu@erciyes.edu.tr (I.E. Sagu)
Gelis / Recieved: 02.08.2023 Kabul/ Accepted: 21.08.2024 Yayimlanma / Published: 15.10.2024

doi: 10.28948/ngumuh.1336490

1342


https://orcid.org/0000-0002-8627-8278

NOHU Miih. Bilim. Derg. / NOHU J. Eng. Sci. 2024; 13(4), 1342-1346
I E. Sacu

tiretilmis fonksiyon z-domenine gegirilmektedir. Ayrik
domende elde edilen yaklastk fonksiyonu sistem
denklemlerine  uygulanarak  fark  denklemleri  elde
edilmektedir. Ilgili denklemler niimerik hesaplamalarda ve
dijital platform gergeklestirimlerinde kullanilabilmektedir.
Ayrica fraksiyonel derece degistikce sadece fark
esitliklerinin katsayilar1 degistirilerek hizli bir adaptasyon
miimkiin olmaktadir. Onerilen yaklasim Van der Pol (VdP)
osilatorii izerinde test edilmistir [7].

Fraksiyonel  hesaplamanin  elektronik  uygulama
alanlarindan biri de osilatorlerdir. Osilatorler giintimiizdeki
birgok elektronik donanimin vazgegilmez pargasidir.
Fraksiyonel osilatorlerde, faz kaymasi fraksiyonel derece ile
kontrol edilebilmektir [8]. Yine siniizoidal osilatorlerde
sistem derecesinin en az 2 olma zorunlulugu da fraksiyonel
osilatorlerle ortadan kalkmaktadir [9]. Ote yandan
fraksiyonel multivibratorlerle daha biiyiik osilasyon frekansi
elde edilebilmektedir [10].

20. yy’in baglarinda vakum tiipleri alict ve verici
devrelerindeki elektrik akimimin akisini kontrol etmede
kullanilmaktaydilar. Balthazar Van der Pol, vakum tiipii
triyod devresindeki osilasyonlart incelemesi sonunda biitiin
baslangic kosullarinin smnirli  genlikli aymi periyodik
yoriingeye yakinsadigi sonucuna ulagmistir [11]. Ancak bu
davranig lineer esitliklerin ¢dziimlerinin davranisindan
farklidir. Bunun i¢in 1927°de Balthazar Van der Pol vakum
tiip elektrik devresindeki osilasyonlar1 tanimlamak igin bir
esitlik ortaya koymustur [7]. Bu esitlik zorlamali (forced) ve
zorlamasiz (unforced) durumlara gore zengin dinamikler
sergilemektedir. Bu agidan dinamik sistemlerin analizinde
VdP esitligi yaygin bir sekilde kullanilmaktadir. Dolayisi ile
VdP’nin fraksiyonel versiyonu da énemli olmaktadir.

Bu kapsamda ikinci kisimda fraksiyonel VdP
osilatoriiniin tanimlayici esitlikleri verilmis ve kararlilik
analiziyle minimum ymin degeri belirlenmistir. Yine
Griinwald-Letnikov metodu (GLM) ile VdP esitliginin
dinamik yanitlar1 da ikinci kistmda sunulmustur. Ugiincii
kisimda 6nerilen pratik yaklagim detaylica anlatilmigtir. Fark
denklemleriyle elde edilen yanitlar da bu bolimde
verilmistir. Ayrica ilgili esitlikler dijital platforma
aktarilarak 6nerilen yontemin uygulanabilirligini géstermek
icin elde edilen osiloskop ekran goriintiileri de bu bolimde
paylasilmigtir. Sonug¢ ve degerlendirmeler ise dordiinci
bolimde verilmistir.

2 Fraksiyonel dereceli VAP Osilatorii

Dogrusal olmayan sistemlerdeki karmagik osilasyonlarin
anlasilmasi ve kontrol edilmesi gereken pek ¢ok uygulamada
VdP osilatorii 6nemli bir rol oynamaktadir. Fraksiyonel
dereceli VdP osilatériiniin tanimlayic1 esitligi asagida
verilmektedir [12].
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Burada yy vakum tiipii akimi, X, yardimci degisken, y
fraksiyonel derece (0 < y < 1) ve x> 0 dur. lgili denklemin

denge noktast Ey(0,0) scklindedir. Ayrica denge
noktasindaki Jacobian matrisi ise asagidaki gibidir.
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Jy matrisinden 6zdegerler A1, Denklem (3)’deki gibi elde
edilmektedir.
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Fraksiyonel sistemlerde kararlilik sart1 her bir 6z deger
igin ymin > (2x | £Av2 | /m) sartim saglamasidir [13]. Bu sarta
gore 0 < uy < 2 igin bir ymin degeri s6z konusudur ancak g, >
2 igin her y degeri sistemi saglar. Ornegin u, = 0.5 igin 6z
degerler Av12 =0.25 + 0.9682 ve bunlara bagli olarak ymin =
0.8391 olarak elde edilmektedir. Dolaysiyla sistemin
calisabilmesi i¢in fraksiyonel derece ve parametreler
secilirken kararlilik analizi dikkate alinmalidir.

Denklem (1) ile verilen VdP esitligini niimerik olarak
¢ozmek i¢in literatiirde ¢esitli metotlar sunulmustur.
Bunlardan bir tanesi Griinvald-Letnikov metodu (GLM)’dur
[12]. Denklem (1)’e GLM uygulandiginda asagidaki ifadeler
elde edilmektedir.

X, (ti) =Y, (ti-1)hvy _ij(?)xv (ti—j)

Yo () = [, =%, (6))) Y, (t) 4)

X (ti )]hv/ - zbjmyv (ti—j)
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Burada hy adim biyiikligii olup hesaplamalarda h, =
0.005 olarak alinmustir. Ayrica b ise binom katsayilaridir
ve asagidaki gibi hesaplanabilmektedir [1].

v v -_1_
bo(‘) =1, bj(,) :(J J 7)bj71(7) (5)

GLM metodu kullanilarak gy = 0.5, 2 ve 3 igin elde edilen
niimerik benzetim sonuglari faz portresi formunda Sekil 1°de
sunulmaktadir. Burada gy = 0.5 i¢in ymin = 0.8391 oldugundan
fraksiyonel derece y = 0.95 olarak alinmaktadir. Ote yandan
v = 2 ve 3 durumlarmi her y degeri sagladigindan
fraksiyonel derece y = 0.85 olarak alinmaktadir. Ek olarak s
=1 iken y =0.85 ve 0.98 i¢in elde edilen benzetim sonuglar1
Sekil 2’de verilmektedir. Sekil 1’den wy parametresinin
degerinin VdP osilatoriiniin yanit seklini degistirdigi agik¢a
goriilmektedir. Benzer sekilde wuy sabitken sistem yaniti
fraksiyonel derece y ile degisim sergilemektedir ki bu ise
fraksiyonel sistemlerin getirdigi bir zenginliktir. Ote yandan
v parametresi ve fraksiyonel derece artik¢a yy ve x, durum
degiskenlerinin genliklerinin arttigi da X-y eksenlerinin
smirlarindan anlasilabilmektedir.
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Sekil 1. GLM ile elde edilen niimerik benzetim sonuglari

Denklem (1) ile verilen fraksiyonel VdP esitligine
Laplace doniisiimii, klasik matematiktekine benzer sekilde
uygulanabilir [1]. Baslangi¢ sartlar1 sifirken Denklem (1)’e
Laplace doniigimii  uygulanirsa Denklem (6) elde
edilmektedir.

) 7=0.85 7=0.98
2
>0 > 0
-2
-2
-1 0 1 -2 0 2
X X
(@) (b)
Sekil 2. GLM ile elde edilen niimerik benzetim sonuglari
(wv=1)
1
Xv = S_}/ yv

] (6)
Y =l - XY, = %]

Burada (1/9”) ifadesi fraksiyonel integral operatoriidiir.
Ancak bu operatorii saglayacak ticari bir eleman elektronik
magazalarda s6z konusu degildir. Aragtirmacilar bu soruna
bir ¢6ziim olarak ilgili operatorii belli bir bant genisliginde
saglayacak yaklasiklik fonksiyonlar1 tiiretmektedir. Bu
metotlardan en yaygin olani siirekli fraksiyonel agilim
metodu (SFAM) dur. Tlgili metoda gore elde edilen birinci
dereceden yaklasiklik fonksiyonu asagidaki gibidir [14].

1_@-p)s++r) ,
s (A+y)s+(1L-yp) 0

Denklem (7) ile wverilen yaklasiklik fonksiyonu
ayriklagtirma metotlar1 kullanilarak z-domenine gegirilebilir.
Bu kapsamda burada  Al-Alaoui  operatériinden

faydalanilacaktir ~ [15]. Denklem (8)’de  Al-Alaoui
operatoriiniin yan1 sira bu operatoriin Denklem (1)’e
uygulanmasiyla elde edilen fark esitlikleri sunulmaktadir.

_ 8(z-Y)
T, (72+1)

My My M
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6

Burada T, Ornekleme zamani iken mp, Mz, Ms V€ Me
terimleri agagidaki sekilde ifade edilmektedir.

m,=-8+8y+T +Ty

m, =8-8y+T,+T,»
s =88y +T,-T,»

m,=8+8y+T, T,

©)

Parametreler T, = 0.01 ve y = 0.95 iken xy = 0.5, 2 ve 3
i¢cin Denklem (8) ile elde edilen benzetim sonuglar1 Sekil 3’te
sunulmaktadir. Ote yandan u, = 1 iken y = 0.85 ve 0.98 igin
elde edilen sonuglar Sekil 4’te sunulmaktadir. Sekiller 1 ve
3 ile 2 ve 4 karsilastirildiginda dinamik sistem yanitlarinin
ortistiigi agikga goriilmektedir. Dolayisi ile Onerilen
yaklagim etkin oldugu sdylenebilir.

~=0.95 . = 0.95
2 2
= 0 s 0
-2 -2
-4
2 0 2 -2 0 2
X X
v v
(@u=05 (b) =2
s 7=0.95
=0
5
2 0 2
X
v
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Sekil 3. Onerilen yaklasim ile elde edilen niimerik
benzetim sonuglari
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Sekil 4. Onerilen yaklasim ile elde edilen niimerik
benzetim sonuglari (uy = 1)

3 Fraksiyonel VdP Osilatoriiniin dijital gerceklestirimi

Analog ayrik elemanlarla bir sistemin gergeklenmesi
yerine dijital platformlarda gerceklestirmenin en Onemli
avantaji yeniden ayarlanabilir olma &zelligidir. Ozellikle
fraksiyonel sistemlerde sistem derecesinin degistirilerek
farkli tepkilerin elde edilmesi nedeniyle bu sistemlerin de
dijital programlanabilir yapilarda gergeklenmesi makul bir
tercih olacaktir.

Onerilen yaklagimi deneysel dogrulamak adina Arduino
DUE kartindan faydalanilacaktir. DUE kartt 84 MHz saat
frekansina ve 2 adet dijital-analog doniistiiriici (DAC)
cikisiyla 6ne ¢ikmaktadir. VAP osilatoriiniin gerceklenmesi
i¢cin Denklem (8) ilgili uygulama kartina Arduino derleyicisi
yazim dili kullamilarak kodlanacak ve aktarilacaktir. Ancak
bu noktada iki hususa dikkat etmek gerekir. Bunlardan
birincisi DUE kartinin maksimum ¢ikig geriliminin 3.3V
olmasidir. Dolayisi ile sistem degiskenlerinin genliklerinin
33V’u  gegmemesi gerekir bu nedenle  genlik
Olceklendirmesi  yapilmaktadir.  Genlik  dlgekleme,
zayiflatma ve kuvvetlendirme seklinde ikiye ayrilabilir.
Kuvvetlendirme isleminde giiriiltii bilesenlerinin genliginin
de artacagl unutulmamalidir. Ayrica sonuglart dogrudan
fiziksel olarak yorumlamayi da zorlastirabilir. Zayiflatma
isleminde ise c¢ok kiiciikk genlikli sinyallerde kayip
olabilecegi goz oniinde bulundurulmalidir. Ancak genlik
Ol¢ekleme, degiskenleri karsilastirmayr kolaylastirirken,
yuvarlatma hatalar1 ve sistem sinirlart digina ¢ikmayi
onleyerek ciddi avantaj saglar.

Diger husus ise DUE kartinin ¢ikisinin OV altinda
degerler almamasidir bunun iginde sistem degiskenleri
negatif degerler almayacak sekilde 6telenmektedir. Her iki
husus dikkate alinarak Xy degiskeni 2V 6telenmekte ve 4 kat
zayiflatilmakta, yy durum degiskeni ise genlige bagl olarak
ya 3V otelenmekte ve 6 kat zayiflatilmakta yahut 5V
otelenmekte ve 10 kat zayiflatilmaktadir. ilgili ayarlamalarla
DUE ¢ikislarindan  6lgiilerek  elde edilen  durum
degiskenlerinin faz portesi Sekil 5 ve 6’da verilmektedir.
Sekil 3a ile 5a, Sekil 3c ile 5b, Sekil 4 ve 6
karsilagtirlldiginda  deneysel ve niimerik  benzetim
sonuglarinin  uyumlu oldugu agikca goriilebilmektedir.
Niimerik sonuglarda oldugu gibi w2 parametresi ve
fraksiyonel derece artikga yy ve Xy durum degiskenlerinin
genliklerinin arttig1 osiloskop ekran goriintiilerindeki “Pk-
Pk” degerlerinden gozlemlenebilir. Dolayis1 ile gerek
niimerik benzetimler gerekse deneysel sonuglar Onerilen
yaklagimin pratik ve uygulanabilirligini agik¢a ortaya

koymaktadir. Bu ¢alismada VdP osilatorii 6rnek uygulama
olarak ele alinsa da onerilen yaklagim farkli fraksiyonel
dinamik sistemlerin pratik gergeklestirilmesinde de
uygulanabilecegi sdylenebilir.

Haise Filter Off

(& ooy

Prevtu  PrTrig Moise Filter Off

Pretu PrTrig Hoise Filter Off

Soomy |
(b) y=0.98
Sekil 6. Osiloskop ekran goriintiileri (uv = 1)

4  Sonuclar

Bu calismada fraksiyonel dereceli sistemlerin hizli ve
pratik gergeklenebilmesi igin bir yaklasim Onerilmektedir.
Onerilen yaklasimla niimerik benzetim sonuglar1 deneysel
olarak da dogrulanabilmektedir. Ote yandan, ilgili
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yaklagimla elde edilen fark denklemlerinin katsayilari
degistirilmek suretiyle farkli dinamik yanitlar elde
edilebilmektedir. Bu ise Onerilen metodun esnek ve
ayarlanabilir 6zelligini gostermektedir. VdP osilator esitligi
ornek uygulama olarak secgilse de ilgili yontem farkli
fraksiyonel sistemlerin ger¢eklenmesi igin de uygun bir
alternatif olarak on plana ¢ikmaktadir.

Cikar catismasi
Yazarlar ¢ikar catismast olmadigini beyan etmektedir.
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