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	KÜME ÖRTÜLEME YÖNTEMİ

	


( Serdal ERGÜN
GİRİŞ

Doğrusal Programlama, belli bir amacı gerçekleştirmek için sınırlı kaynakların etkin kullanımını ve çeşitli seçenekler arasında en uygun dağılımını sağlayan matematiksel bir tekniktir. II. Dünya Savaşı yıllarında askeri problemleri çözmek amacıyla geliştirilen bu teknik daha sonraları akılcı bir karar verme aracı olarak optimal kaynak dağılım problemlerinin çözümünde kullanılmaya başlanmıştır. 

Mısırlılar piramitleri yaparken, Romalıların Avrupa'da karayolları örgütü kurarken uyguladıkları planlar ilk çağa ait örneklerdir.

Türkiye'de bu çalışmalara ilk önce askeri amaçlarla Genel Kurmay Başkanlığı'nda 1956 yılında başlanmıştır. İlk araştırmalar askere alma ve hava savunması konularında olmuştur. Daha sonra çalışmalara TÜBİTAK da katılmıştır. 1950'li yıllardan sonra bilgisayar teknolojisi alanında meydana gelen olağanüstü gelişmeler sayesinde doğrusal programlamanın geniş çaplı problemlere de rahatlıkla uygulanabilmesi sağlanmıştır. Dolayısıyla uygulama alanı da artmıştır. Doğrusal Programlama tekniği başta işletmeler olmak üzere savunma, ekonomi, toplumsal problemler ve mühendislik gibi çok çeşitli alanlarda yaygın olarak kullanılabilir.

Tamsayılı Programlama, Doğrusal Programlamanın bir alt dalıdır. Doğrusal Programlama probleminde karar değişkenlerinin sürekli bir değişken olduğu varsayılmaktadır. Eğer bu karar değişkenlerinin tamsayılı olması istenirse problem tamsayılı programlama olarak tanımlanır. Tamsayılı Programlama modelinde değişkenlerin hepsi veya bir kısmının tam sayılı olması istenebilir. Eğer hepsi isteniyorsa saf tamsayılı; bir kısmı isteniyorsa karma tam sayılı olarak tanımlanır. Tam sayılı programlama karar değişkenlerinin aldığı değere göre saf ve karma tam sayılı dizinde; eğer karar değişkenlerinin alacağı değerler 0 veya 1 diye tanımlanırsa 0-1 tam sayılı olarak da ifade edilebilir.

Tamsayılı programlama model tiplerinden biri küme örtüleme problemleridir. Küme örtüleme; tüm kısıtları 
[image: image1.wmf]³

 olduğu, tüm sağ taraf değerlerinin 1 olduğu ve katsayı matrisinin 0-1 matrisi olan 0-1 tam sayılı problemdir. Küme örtüleme problemleri birçok gerçek dünya durumlarını temsil etmektedir.

Bu makalede; Doğrusal Programlamanın bir alt dalı Tamsayılı Programlamanın özel bir modeli olan Küme Örtüleme Yöntemi verilmiştir.

KÜME ÖRTÜLEME YÖNTEMİ

Tam sayılı programlama model tiplerinden biri de "küme örtüleme" problemleridir. Küme örtüleme, tüm kısıtların (
[image: image2.wmf]³

) eşitliği olan, tüm sağ taraf değerlerinin 1 olduğu ve katsayı matrisinin 0-1 matrisi olan saf 0-1 tamsayılı programdır [1].

Genel olarak küme örtüleme problemlerinin formu aşağıdaki biçimde ifade edilebilir:

Min Z = 
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 b,   Xj = 0 veya 1 (j = 1,2,...,n).

Burada A, (mxn) şeklinde kısıt katsayılarından oluşan bir 0-1 matris, b ise değeri 1 olan bir sağ taraf vektörüdür.

Amaç fonksiyonu her zaman c1X1 + c2X2 + ... + cnXn’yi minimum yapacak şekildedir. Burada tüm j = 1,2,...,n’ler için cj > 0 dır. Genellikle cj = 1 dir. Bununla birlikte, eğer cj, j yerindeki tesis maliyetini gösteriyorsa, bu durumda bu katsayıların 1’den başka değerler alabileceği de varsayılır.

Küme örtülemenin matematiksel tanımı daha kısa olarak şöyle de ifade edilebilir:

Minimum Z = { cX : AX 
[image: image6.wmf]³

 b, X = (0,1)} 

Küme örtüleme problemleri, birçok gerçek dünya durumlarını temsil etmektedir. Uygulamaların bazılarında sağ taraf değeri olan 1’lerin yerinde pozitif tam sayılardan oluşan d vektörü olabilir. Dolayısıyla, bu durumda Xj karar değişkenleri 0 ya da 1’den farklı, 0’dan büyük herhangi bir değer alabilir. Bu durumda bazı örneklerde, AX 
[image: image7.wmf]³

 b ve Xj = 0 veya 1 (j=1,2,...,n) kısıtlarına ek olarak üçüncü bir kısıt kümesi ilave edilebilir. Bu kısıtlar genelde şu formda olmaktadır.

L 
[image: image8.wmf]£

 DX 
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 U

Burada D, (mxn) şeklinde negatif olmayan çapraz yapıda bir matristir. L ise negatif olmayan m vektörü ve U pozitif m vektörüdür. Buradaki eşitsizlikler temel kısıtlara gönderme yapmaktadır ve temel kısıtlı bir küme örtüleme problemi olarak AX 
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 b, Xj = 0 veya 1 (j=1,2,...,n) ve L 
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 Dx 
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 U  kısıtlarla bir programlama problemi haline gelmektedir. Küme örtüleme modelinin çok büyük bir uygulama alanı olması sebebiyle, bu konuda önemli bir çaba sarf edilerek özel amaçlı algoritmalar geliştirilmesine çalışılmıştır.

Temel kısıtların yapısı,
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şeklindedir.

1. Örnek

Min Z = X1 + X2 + X3 + X4 + X5 + X6
	X1
	+X2
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[image: image16.wmf]³


	1

	X1
	
	+X3
	
	
	
	
[image: image17.wmf]³


	1

	
	+X2
	
	+X4
	
	
	
[image: image18.wmf]³


	1

	
	
	+X3
	
	
	+X6
	
[image: image19.wmf]³


	1

	
	+X2
	
	
	
	+X6
	
[image: image20.wmf]³


	1


Xj = 1-0   j = 1,2,…,6 

Alternatif olarak değişkenlere hedef fonksiyonunda birim olmayan masraf katsayıları verilebilir.

Model şu 3 önemli özelliğe sahiptir:

1. Problem minimizasyon ve bütün kısıtlar 
[image: image21.wmf]³

 şeklindedir,

2. Bütün sağ taraf katsayıları 1’dir,

3. Bütün diğer matris katsayıları 0 veya 1’dir.

Problemin genelleştirmeleri de vardır. Eğer 2. özellik gevşetilirse ve bazı sağ taraf katsayıları için 1’den daha büyük tam sayılara izin verilirse "Ağırlıklı Küme Örtüleme Problemi" elde edilir. Bunun bir yorumu m 'nin bazı öğeleri örtülemede değerlerinden daha fazla ağırlık verilir [2].

Diğer bir genelleme de 2’nci özellik gevşetildiğinde görülür, fakat, 3’ncü özellikte belirtilen matris katsayıları 0 veya 
[image: image22.wmf]m

1’e izin veren durumu da gevşetir. Buna da "Genelleştirilmiş Küme Örtüleme Problemleri" denir [2].

Küme örtüleme problemlerinin dal sınır tekniğiyle çözülmesinin kolay olması önemli bir özelliğidir. Bir küme örtüleme probleminin optimum sonucu Lineer programlama problemleri için aynı yolla bir uç çözüme sahip olması ile de gösterilir. Maalesef bu uç çözüm, eşit lineer programlama modelinde optimal uç çözüm olmayacaktır. Bu ondalıklı optimumdan, tam sayılı optimuma ilerlemek için bazı adımlar gereklidir.

Örtüleme problemleri bütün müşterileri örtecek minimum sayıda tesisi belirlemeyi içermekle birlikte gerçek şartlarda toplam örtülemeyi sağlamak mümkün olmayabilir. Diğer bir deyişle, eldeki mevcut imkanlarla kurulacak tesisler müşterilerin hepsini örtmeyebilir. Bu durum, model maksimum sayıda müşteriyi örtmeyi sağlayacak "Kısmi Örtüleme Problemi" ne dönüşecektir [2].

Örtüleme problemlerinin çözüm zorluğu, yapısından değil hacminden kaynaklanmaktadır. Pratikte problemler çoğunlukla birkaç kısıta sahip olmakta fakat değişken sayısı çok fazla olmaktadır. Problem hacminde azalmayı sağlamak için bazı işlemler uygulanabilir. Örtüleme problemlerinin modellenmesi, daha kolay çözülebilecek yeni modellerinin tespiti, değişken sayılarının azalması, çözüme ulaşmak için geliştirilen algoritmalar ve sezgisel algoritmalar üzerine geniş araştırmalar yapılmaktadır. Çalışmaların çokluğu küme örtüleme problemlerinin, hem yaygın kullanım alanı olmasından hem de tam sayılı programlamanın yeni özellikler ve boyutlar kazanmasına etkili olmasından kaynaklanmaktadır.

1. KÜME ÖRTÜLEME, KÜME BÖLÜNME ve KÜME PAKETLEME

Aşağıdaki yapı, bir problem sınıfının ifade edilmesinde kullanılmaktadır. Kısıtların işaretine ve sağ taraf değerine bağlı olarak özel problem tipleri ortaya çıkmaktadır. A, (mxn) matrisi 0 ve 1’lerden, sağ taraf değeri  b 1’lerden oluşursa, bu tip bir 0-1 doğrusal programlama modeli küme örtüleme problemi olarak adlandırılmaktadır [3].

Min Z = cX
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AX 
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 b,     Xj = 0 veya 1

Eğer kısıtlardaki eşitsizlik, eşitlik haline getirilirse ve sağ taraf değeri b 1 olarak kalırsa küme bölünme problemi olarak adlandırılır [4].

Min Z = cX
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AX = b,     Xj = 0 veya 1

Eğer kısıtların hepsi (
[image: image26.wmf]£

)  haline getirilirse ve sağ taraf b 1 olarak kalırsa, küme paketleme problemi adını almaktadır [4].

Min Z = cX
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AX 
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 b,
   Xj = 0 veya 1

Gerçek hayatta birçok uygulamayı paketleme, bölünme ve örtüleme yapısında görmek mümkündür. Dağıtım ve rotalama problemleri, planlama problemleri ve yerleştirme problemleri sık sık küme örtüleme yapısında karşımıza çıkmaktadır. Bu yapı sayesinde yerleşim, araç ya da insanlar tarafından her bir müşterinin ihtiyacını karşılayabiliriz. Diğer uygulamalar ise elektrik devresi teorisi, VLSI (Very-Large-Scale Intergratıon: Çok Geniş Ölçekli Tümleşik Devreler) devrelerinin test edilmesi ve (montaj) hat dengelemedir. Benzer bir yapı olan küme paketlemede özellikle planlama problemlerinde herhangi bir çatışma yaratmadan olası talebi tatmin etmede yardımcı olurlar. Küme bölünmede ise bir müşterinin talebini bir servisçi karşılar. Bu 3 yapı genellikle şu 3 alanda kendini göstermiştir: Bir havayolu şirketinin her uçuş seferine kesinlikle bir kokpit mürettebatı planlaması, bölgelerin oy verme bölgelerine bölünmesi ve her vatandaşın bir seçim bölgesine atanması [4].

Küme örtüleme, küme paketleme ve küme bölünme problemleri için optimal ya da optimale yakın çözümler araştırılmıştır. En önemli çözüm yaklaşımı, problemin doğrusal programlamaya gevşetilmesiyle başlar. Eğer A matrisi, tam 0-1 matrisi ise, o zaman hem küme örtüleme hem de küme bölünme problemleri doğrusal programlama gevşetilmesiyle çözülebilir ve amaç fonksiyonunun tüm alternatifleri için 0-1 optimal çözüm bulunabilir. Ayrıca eğer A matrisi ideal matris ise o zaman aynı şekilde gerçek çözüm elde edilebilir. Aslında, pratikte tam veya ideal matrislerin olduğu problemlerin ortaya çıkma ihtimali düşüktür. Bununla birlikte, küçük boyutlu problemlerde optimal çözümleri oldukça hızlı ve kolayca bulmasına rağmen, büyük boyutlu problemlerde zorluklarla karşılaşılmaktadır. Ancak alt problem boyutu arttıkça doğrusal programlama çözümünün gereksizliği artmış ve tabi ki dallanma ağacının uzunluğu artmıştır. Bu büyük boyuttaki problemler için tahmin teknikleri, tekrar formüle etme ve kesin prosedürler,  problemin temel yapısını başarılı bir şekilde temsil edecek formda geliştirilmiştir.

Örtüleme, bölünme ve paketleme yaklaşımlarının doğal yapısı, hem gereksiz satır ve sütunların hem de optimal çözümde yer almayan değişkenlerin çıkarılmasını sağlar. Ayrıca, kısıtlar arasındaki tutarsızlıkların kontrolünde de rol oynar. Bu işlemlere, eliminasyon işlemleri denilmektedir. Eliminasyon işlemlerinin şartları kesin olarak tanımlanmaktadır. Ancak, çok büyük ölçekli problemlerde uygulanamamaktadır.

Küme örtüleme ve bölünme problemleri için sezgisel yaklaşımlar mevcuttur. Genel tamsayılı programlama için kullanılan hemen hemen her sezgisel yaklaşım küme örtüleme, paketleme ve bölünme problemlerine de uygulanabilmektedir. Yer değiştirme yaklaşımı, amaç fonksiyonu değerini değiştiren bir ya da daha fazla sütunun değiş tokuşu ile yapılan bir yaklaşımdır. Bunun yanı sıra, genetik algoritma, olasılık araştırması ve sinir ağları gibi daha yeni sezgisel metotlar geliştirilmiştir. Maalesef şimdiye kadar bu metotları belirli şartlar altında göreceli olarak birbirleriyle karşılaştırma ve test etme olanağı olmamıştır. 

Küme örtüleme, paketleme ve bölünme problemlerinin optimal çözüm yaklaşımları da vardır. Bu yaklaşımlar, örnek problemin değerini alt ve üst sınırların her ikisini de sağlayan algoritmalara ihtiyaç duyarlar. Buna rağmen, küme örtüleme ve paketleme problemleri sezgisel araştırmalar için daha kolay tipteki problemlerdir. Çünkü, bu tip problemler için genellikle uygun çözümler bulmak kolaydır. Küme bölünme problemleri ise kendine has belirli algoritmalara sahip olabilmiştir. Çünkü, her bir satır bir kez örtülenmek zorundadır.

2. KÜME ÖRTÜLEME PROBLEMLERİ İÇİN ALGORİTMALAR

Küme örtüleme problemleri için belli başlı iki tip algoritma vardır. Bunlar kesme düzlemi metodu ve sayımlama metodudur. Bu iki metottan önce formülasyondaki A matrisindeki bazı satır ve sütunların elimine edilmesi prosedürleri üzerinde durmak gerekir. Bu elimine etme, hem değişkenlerin hem de kısıtların sayısının azalmasına ve çözümün kolaylaştırılmasına yardımcı olacaktır.

2.1. Eliminasyon Testleri

Gerek ve yeter şart olarak A matrisinin her satırı geçersiz değilse, küme örtüleme problemi uygundur. Modelin yapısında mantıksal bir tutarsızlık olduğunda bu eliminasyonun çok faydalı olmayacağı bellidir. Fakat A matrisinin alt kümelerinden oluşan alt problemlerin A matrisi, sayımlama algoritmalarıyla ilgilidir. Buna benzer şartlar altında bu eliminasyonun kullanılması mümkün olabilir.

· Eğer p ve q satırlarında (p 
[image: image29.wmf]¹

q)  apj 
[image: image30.wmf]³

 aqj ise bütün j’ler için q kısıtı bir kaç değişken tarafından tatmin edildiğinde p satırını silmek olasıdır,

· Eğer p’nci satırda j = k için apj = 1 ve j 
[image: image31.wmf]¹

 k için apj = 0 ise, her uygun çözümde Xk = 1 olur. Ve p’nci satırı modelden çıkarmak mümkün olur. Ek olarak, eğer herhangi bir i için aik = 1 ise yine i satırı silinebilir,

· R gibi bir sütun kümesi verildiğini düşünelim, eğer k sütunu için 
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ise k sütunu silinebilir.

Örnek olarak aşağıdaki gibi bir A matrisi ve C vektörü olduğunu ve yukarıda bahsedilen durumların nasıl gerçekleşebileceğini düşünelim. 

A = 
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ve C= (1,3,10,4,4,3,10,8,15)

· a4j 
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 a6j , tüm j'ler için dolayısıyla 4. satır silinebilir.

· c1 + c2 
[image: image36.wmf]£

 c3 ve ai1 + ai2 
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 ai3 tüm i'ler için dolayısıyla 3. sütun silinebilir.

· 5.satır birim vektör olduğundan kesinlikle X4 = 1’dir ve 5. satır silinebilir. Aynı durum a24 =1 için geçerlidir ve 2. satır silinebilir.

· c2 
[image: image38.wmf]£

 c7 ve ai2 
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 ai7 ‘dir, tüm i'ler için dolayısıyla 7. sütun silinebilir.

· c1 + c2 = c5 ama  ai1 + ai2 
[image: image40.wmf]³

 ai5 olduğundan 5. sütun silinebilir.

· c1 + c2 = c9 ve  ai1 + ai2 
[image: image41.wmf]³

 ai9 olduğundan 9. sütun silinebilir.

· a7j 
[image: image42.wmf]³

 a6j olduğundan 7. satır silinebilir.

· a6j 
[image: image43.wmf]³

 a3j olduğundan 6. satır silinebilir.

· c1 
[image: image44.wmf]£

 c6 ve ai1 = ai6 olduğundan 6. satır silinebilir.

Tüm bu işlemlerden sonra A matrisi aşağıdaki matrise indirgenir.

A = 
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 ve C = (1,3) olur.

Buna göre, sonuç X1 = X2 = 1’dir. Tüm matris dikkate alındığında optimal çözüm de bulunmuştur: X1 = X2 = X4 = 1 ve diğer değişkenler sıfır değerini alır.

2.2. Sayımlama Algoritması

Küme örtüleme ve doğrusal programlama birlikte ifade edilebilir. Tüm değişkenler (0,1) değil de sıfırdan büyük herhangi bir değer alması durumunda doğrusal programlamadan söz edilebilir. Bunu formülüze edersek;

Minimum Z = 
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şeklinde gösterilebilir. Bu duruma doğrusal programlama örtüleme DPÖ denilmektedir.

Sayımlama algoritması için öncelikle her bir düğüm noktasında DPÖ’nün doğrusal programlama çözümünün yapılması esastır.

Jt, bağımsız Xj (J
[image: image47.wmf]Ï

Jt) değişkenleri için geçerli kısmi çözümü göstersin. Birleştirilmiş doğrusal programlama olarak DPÖ (Jt) nün tanımı;

Minimum Z = 
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Küme örtüleme formülasyonu olarak ifade edilirse DPÖ (Jt),

Minimum Zt = 
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Şeklinde gösterilebilir [2].
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'nin bir altkümesi olduğundan xj = 1’dir. Eğer i için 
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 ise DPÖ(Jt)'nın i nci kısıtı gereksizdir ve silinebilir. Aynı şekilde tüm kısıtların gereksiz olması durumunda tüm j
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Jt için xj = 0 olacaktır.

Başlangıçta J0 = { } (boş küme)’dir. Ancak sezgisel bir yaklaşımla J0 için bir değer bulunabilir. Diyelim ki Min Z mevcut en iyi amaç fonksiyonu değeri olsun. Eğer J0 = { } ise Min Z = sonsuz ve eğer J0 
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{ } ise Min Z = 
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olur. DPÖ(Jt) ve Zt* (birleşmiş optimal amaç fonksiyonu değeri) çözümlenir. Daha sonra Jt ‘nin tespit edilebilmesi için bazı şartların olması gerekir. Bunlar; 
· DPÖ (Jt) uygun çözüme sahip değilse,

· DPÖ (Jt) tam sayı olmayan uygun bir çözüme sahipse ve Zt* 
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 Min Z - 1 ise,

· DPÖ (Jt) tam sayı bir uygun çözüme sahipse ancak Zt* 
[image: image56.wmf]³

 Min Z.

2.3. Kesme Düzlemi Algoritması

Bu algoritma, kesme düzlemi metodu ile aynı anlama gelmemektedir. Aksine, kesmeler tamsayı uygun çözümlerin tekrar rastlanamayacağı şekilde yapılandırılmış kısıtlardır. Bu kesmeler küme örtüleme kısıtlarının düzenli formundadır. Bu sebeple, orijinal problemde bu kısıtların artması yine bir küme örtüleme problemi tipi olarak sonuçlanacaktır.

Kesmenin gelişimi, (eğer her yeni uygun çözüm geliştirilmiş amaç fonksiyonu kabul edilirse şartı altında) mevcut tamsayı uygun çözüme tekrar rastlanamaz düşüncesini baz almaktadır. Diyelim ki B, DPÖ’nün ekstrem nokta çözümü ile birleştirilmiş temel matrisi ve CB, B ile birleştirilmiş temel maliyet vektörü olsun. Doğrusal programlama teorisinden, ekstrem nokta çözüm (a, 1’ler vektörü olmak üzere) X = B-1b olarak verilir. Buna göre DPÖ:

Z = CB B-1b - 
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olur. NB sadece temel olmayan Xj ‘yi temsil eder. Aj ise A matrisinin J’nci sütununu ifade eder. Mevcut ekstrem noktada tüm temel olmayan xj 'ler ( J 
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NB ) sıfırdır. Z* = CBB-1b 'dir.

DPÖ için herhangi bir uygun çözüm olan X0, geliştirilmiş Z0 amaç fonksiyonu değerini ortaya çıkarır. Ancak bunun için aşağıdaki gerekli fakat yetersiz şart sağlanmalıdır:

Z0 - Z = - 
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3. KÜME ÖRTÜLEME PROBLEMLERİNİN UYGULAMA ALANLARI

3.1. Politik Faaliyetler

Politik faaliyetler, politik bölgelere politikacıların temsilci olarak gönderilmesi ya da siyasal faaliyetlerde komitelerin oluşturulması gibi faaliyetlerdir. Bu tür problemleri küme örtüleme problemi olarak ifade edebilmek mümkündür. Diyelim ki, temel bir popülasyon biriminin (yerel yönetim bölgesi veya nüfus sayımı yapılan bir alan) sayısı m olsun ve olası yörelerin sayısı (bölgeden daha küçük) n olsun. Böylece, problem k (k<n) yörelerinin seçimi haline dönüştürülür. Her popülasyon birimine kesinlikle bir yöre ait olacaktır. Eğer j yöre bölgelere ayırma planında yer alırsa Xj, 1 değerini, diğer hallerde ise 0 değerini alacaktır.

3.2. Dağıtım ve Rotalama Problemleri
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Bu tür problemler kamyon planlama problemleri olarak da adlandırılmaktadır. Bir kamyon filosuna sahip olduğunuzu düşünelim. Bir bölgedeki m adet müşteriye dağıtım yapılması gerekmektedir. Aşağıdaki Şekil.1.’de deponun yeri       işaretiyle belirtilmiştir. Müşterilerin bulunduğu yerler ise        ile gösterilmiştir. Bu problemin amacı kamyonlar için depoda başlayan ve müşterileri ziyaret ederek depoya geri dönülen bir rota çizmektir.

Bu tür problemlerde girdi verisi, her iki gidilecek nokta arasındaki mesafe, sürüş zamanı ya da maliyet ve her kamyonun taşıma kapasitesi ile müşterilere taşınması gereken miktardır. Eğer tüm müşterilere dağıtılması gereken toplam miktar kamyonun kapasitesini aşarsa veya yolun toplam uzunluğu ya da zamanı sendika düzenlerine veya şirket politikasına göre bir sürücünün bir günlük çalışma zamanını aşarsa, bir kamyonun rotası tüm müşterileri kapsayacak şekilde planlanamayacaktır. Bu sebeple, müşterilere dağıtımın bir kamyon tarafından yapılabilmesi için rota alt kümeler haline dönüştürülür. Böylece, bir kamyon için uygun bir rota belirlenmiş olup bütün dağıtım noktalarına ulaşılarak toplam maliyet minimize edilmiş olacaktır.

Bu problemi çözmek için Şekil.1.’de biri kesikli olmak üzere 2 rota çizilmiştir. Oluşturulabilecek rotaların sayısına n ve bu n rotanın maliyetine cj (j=1,....,n) diyelim. Bu oluşturulan n adet rota üzerinde müşterilerin ne kadar çoğu bulunursa o kadar iyi bir çözüm elde edilir. Diyelim ki Fi, i’nci (i=1,2,...,m) müşteriyi kapsayacak biçimde oluşturulan rota alt kümesi olsun. Bu sebeple, m müşteriden her birinin ziyaret edilebileceği, saptanan Fi alt kümeden en az birinin uygulanması gerekir.
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Şekil 1. Kamyon ve Rotalama Problemleri

J = 1,2,...,m olmak üzere;

Xj = 
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(a = j yolu kamyon tarafından kullanılırsa; b = diğer durumlarda.)

Min Z = 
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( i = 1,2,...,m), Xj = 0 veya 1, (j = 1,2,...,n)

Görüldüğü gibi bu form, küme örtüleme formuna uymaktadır. Eğer X*, optimum bir çözüm ise uygulanabilir rota Xj* = 1’dir. Eğer bu kümeden sadece bir rota, i müşterisini içeriyorsa bu rotayı izleyen kamyon bu müşteriye dağıtım yapar. Eğer bu kümeden 2 veya daha fazla rota i müşterisini kapsarsa, bu müşteriye dağıtım yapmak için bu rotalardan birini seçeriz ve bu durumda diğer rotalarda kamyonlar bu müşteriye uğramadan yollarına devam ederler.

3.3. Tesis Yerleşim Problemleri

Bir bölge düşünelim ve bu bölge içinde örneğin yangın istasyonları ya da kar malzemesi taşıma bankları gibi sosyal olanakların bulunması istensin. Bu durumda bu bölgenin m adet komşu alana bölünmesi gerekir. Bu tip sosyal tesisleri inşa edebilecek n adet yer olsun. Buna göre dij, i (i = 1,2,...,m) komşu alanı ve j (j = 1,2,....,n) yeri arasında kilometre cinsinden mesafeyi ifade eder. Komşu alanlar arasındaki uzaklık çok fazla olabilir. Bir komşu alan ve tesisin yerleşim noktası arasındaki mesafe, genellikle komşu alanın popülasyon merkezi ve tesis yeri arasındaki uzaklık olarak belirtilmektedir. Sosyal tesisin, j yerindeki bina inşası için oluşan maliyeti cj 'ye (j=1,2,...,n) eşittir. Ancak burada komşu alandan sosyal tesisin uzaklığının en fazla "d" kadar olması hususunda bir devlet kısıtlaması vardır. Problem, devlet kısıtlamalarını da dikkate alarak sosyal tesisleri inşa edebilmek için yerlerin oluşturduğu alt kümelerden minimum maliyetle seçim yapmak haline gelmektedir.

i = 1,2,...,m ve Fi = {yer j : dij 
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 d } olmak üzere;

Xj = 
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(a = sosyal tesis j'de inşa edilirse, b = diğer durumlarda.)

Görüldüğü gibi bu form küme örtüleme formu ile örtüşmektedir. Dolayısıyla bu tür problemler küme örtüleme yapısı kullanılarak modellenebilir ve çözülebilir.

3.4. Personel Tur Planlama Problemleri

Personel tur planlama problemleri, özellikle hizmet sektöründeki organizasyonlarla ilgilidir. Bu tür problemler için genellikle küme örtüleme formülasyonları kullanılmaktadır. Bunun yanında doğrusal programlama tabanlı yayılma ve lokal araştırma sezgisel prosedürlerinin de sık sık kullanıldığı görülür. Bazen de bu tür problemler kesme düzlemi performansıyla da değerlendirilebilir. 

Personel tur planlamada; bir tur, çalışma günleri kümesi ve her bir çalışma günü için belirlenmiş günlük çalışma süreleri (vardiya) olarak tanımlanır. Örneğin, full-time çalışanlar için bir turun 5 çalışma süresinden oluştuğunu düşünelim. Bazı tur planlama problemleri, klasik tek vardiyanın çoklu vardiya olarak genişletilmesinden oluşabilir. Çizelge 1'de verildiği gibi çoklu vardiya problemlerinde tekrar tanımlanması gereken bir vardiya kümesi vardır.

	Çizelge 1. Vardiya Çalışma Saatleri

Pazartesi
	08:00 – 16:00

	Salı
	10:30 – 18:30

	Çarşamba
	08:00 – 16:00

	Perşembe
	10:30 – 18:30

	Cuma
	13:00 – 21:00


Burada amaç, ihtiyaç duyulan işgücünün tatmin edebilmek için işgücünün vardiyalarda çalışanlara tahsis edilmesidir. İşgücünün minimum düzeyde tutulması, işgücü maliyetlerinin ve toplam işgücü saatinin en aza indirilmesi anlamına gelmektedir. Bu tip problemler, genellikle küme örtüleme formülasyonuyla modellenebilmektedir. Küme örtüleme formülasyonunda, karar değişkenleri her bir olası tur için atanması gereken çalışan sayısını temsil etmektedir. Amaç fonksiyonundaki her bir karar değişkenin katsayısı, bu turlara atanacak her bir çalışan için çalışılan işçilik saati miktarını ifade etmektedir. Küme örtüleme formülasyonundaki A matrisi turlarda sağlaması gereken haftalık zamanı ve sağ taraf değerleri ise gerekli işgücünü gösterir. Bazı personel planlama ortamları için, örneğin havayolu istasyonları ve telefon operasyonları gibi gerekli işgücü günün saatleri veya haftanın günleri şeklinde geniş bir çeşitlilik vardır. Bu durum, planlanan işgücü saatini aşmaksızın gerekli işgücü miktarının mevcut işgücü kapasitesine denkleştirilmesi zorluğunu ortaya çıkarır. Planlanan işgücü saatinin toplam miktarını azaltmak için işgücü tur planlamasının esnekliğinin arttırılması uygun olacaktır. Bu esneklik başarının arttırılması anlamına gelecektir. Örneğin; günlük vardiya başlama zamanının artırılması, öğle yemeği, dinlenme ve mola için alternatif sayısının artırılması, part-time çalışan sayısının artırılması gibi. Ancak bunların yapılması, başka bir deyişle işgücü planlamasında esnekliğin artırılması binlerce, milyonlarca ve hatta trilyonlarca tamsayılı karar değişkenlerinin küme örtüleme formülasyonuna dahil edilmesi anlamına gelecektir. Personel tur planlama örnek bir küme örtüleme formülasyonu aşağıda verilmiştir:
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 M, Xj 
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 0 ve Tamsayı j 
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Burada; 

M
:
Haftalık planlanan periyot sayısı (i= 1,2,...,m)

T
: Olası tur kümesi ( j
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:
j tura atanan çalışan tarafından haftalık çalışılan saat miktarı
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: Planlanan i periyodunda ihtiyaç duyulan çalışan sayısı 
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(a = planlanan i periyodu, j turunda bir çalışma periyodu ise, b = diğer durumlarda.)

Xj 
: j turuna atanan çalışan sayısı

Örneğin, bir firmanın mevsimlik işçi alacağını farz edelim. Haftanın her günü ihtiyaç duyulan işçi miktarı aşağıda Çizelge 2'de verilmiştir.

İşçilerin çalışmasında temel esas şudur; bir işçi aralıksız olarak 5 gün çalışacak ve sonra 2 gün istirahat edecektir. Örneğin; Salı günü işbaşı yapan bir işçi Cumartesi gününe kadar çalışacak, Pazar ve Pazartesi günü istirahat edecektir. Bu bilgilere dayanarak modeli şöyle kurabiliriz.

Çizelge 2. Günlere Göre İhtiyaç Duyulan İşçi Miktarı

	Günler
	Gerekli İşçi Miktarı

	1. Pazartesi

2. Salı

3. Çarşamba

4. Perşembe

5. Cuma

6. Cumartesi

7. Pazar
	17

13

15

19

14

16

11


Xi : i'nci günde çalışmaya başlayacak işçi sayısı olmak üzere;

Min Z = X1 + X2 + X3 + X4 + X5 + X6 + X7    öyle ki

	X1
	
	
	+X4
	+X5
	+X6
	X7
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	X1
	+X2
	
	
	+X5
	+X6
	+X7
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	X1
	+X2
	+X3
	
	
	+X6
	+X7
	
[image: image73.wmf]³


	15

	X1
	+X2
	+X3
	+X4
	
	
	+X7
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	X1
	+X2
	+X3
	+X4
	+X5
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	X2
	+X3
	+X4
	+X5
	+X6
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	X3
	+X4
	+X5
	+X6
	+X7
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Xi 
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 0 ve Tamsayı ( j = 1,2,...,7)

4. KÜME ÖRTÜLEME ve ŞEBEKELER

Yönlendirilmemiş dallardan (oklardan) oluşan bir şebekede tanımlanan belirli tipteki problemler küme örtüleme problemi olarak ortaya çıkabilir. Ancak burada kısıtların oluşturduğu matris özel bir yapı gösterir. Bir şebeke, dallar ve bu dalları birleştiren düğüm noktalarından oluşur. Dalların birleşme noktalarında oluşan düğüm noktaları (r ve s dalın uç noktaları olmak üzere, (r,s) şeklinde belirtilebilir.

4.1. Düğüm Noktaları Örtüleme Problemi

Bir şebekede bütün dalları kapsayacak şekilde alt kümeler oluşturduğumuzu düşünelim. Bu alt kümede şebekenin her bir düğüm noktası için dalların en az bir noktası gösterilmiş olsun. Basit yapılı bir küme örtüleme problemine göre amaç, minimum sayıda dalın örtülemesini sağlamak olacaktır.

Problemi tanımlamak için bazı tanımlar yapmak gerekiyor. Burada dal sayısını temsilen Xj (şebekenin j'nci dalı) kullanalım. Eğer Xj = 1 ise j'nci dal örtüde yer alır ve Xj = 0 olursa diğer durum geçerli olur. Şebekede i nolu her bir düğüm noktasının, örtüde bir dalın en az bir noktasını ifade edebilmesi için, Xj = 1 yapmamız gerekir ve bu da j'nci dalın uç noktalarından bir tanesi olarak i düğüm noktasına sahip olmasını gerektirir. Böylece, A matrisinin katsayılarını oluşturan aij, eğer şebekedeki i'nci düğüm noktası j'nci dalın bir uç noktasını ifade ederse aij = 1 olur ve diğer durumlarda aij = 0 olacaktır. Bu küme örtüleme probleminde minimum örtüyü bulmaya çalışırken bütün maliyetler 1'e eşittir. Daha genel olarak, eğer her dalın birleşme maliyeti farklı olsaydı küme örtüleme problemi yine minimum maliyet örtüleme problemi olarak gösterilebilir. Örneğin; aşağıdaki Şekil.2.'de görüldüğü gibi bir şebeke olduğunu farz edelim. Bu şebeke, 5 düğüm noktası ve 8 daldan oluşmaktadır. Bu problem aşağıdaki gibi küme örtüleme problemi olarak ifade edilebilir.

	Xj
	(X1
	X2
	X3
	X4
	X5
	X6
	X7
	X8)
	
	

	Maliyetler
	(1
	1
	1
	1
	1
	1
	1
	1)
	
	

	Düğüm 
Noktası/Dal
	(1,2)
	(1,4)
	(1,5)
	(2,3)
	(2,5)
	(3,4)
	(3,5)
	(4,5)
	
	

	1
	1
	1
	1
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	2
	1
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	1
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Şekil 2. Örnek Şebeke

Şekil 3. Minimum Örtü

Şekil 2 ile ilgili kurulan modelin çözümü sonucu elde edilen minimum örtüleme Şekil 3'de verilmektedir.

Bu şebekede minimum örtüleme, (1,4), (2,5) ve (5,3) dallarıyla sağlanır. Başka bir değişle X2= X5 = X7 =1 ve diğer değişkenler 0 değerini almıştır. Minimum örtü için 3 dalın kullanılması yeterlidir.

4.2. Eşleştirme Problemleri

Bir şebeke için eşleştirme, şebekede dalların bir alt kümesidir. Örneğin, alt kümede 2 dalın ortak bir uç noktasının olmaması gibi. Bu, şebekedeki her bir düğüm noktasının, alt kümede en fazla 1 dal olması durumudur. Bu tip problemlerde amaç, bir eşleştirme yapabilmek için maksimum dal sayısının bulunmasından ibarettir.

Bu problemi modelleyebilmek için, Xj 'yi ikili değişken olarak ve A matrisini minimum örtüleme problemindeki gibi tanımlayabiliriz. Amaç fonksiyonu 
[image: image85.wmf]å
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 'yi maksimum yapmaktır. Her bir düğüm noktası en fazla 1 dalın uç noktası olmalıdır. Buna göre modeli şöyle yazabiliriz:

Maksimum Z = 
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  b,  Xj = 0 veya 1 (j = 1,2,...,n)

Böyle bir model küme örtülemeye benzer bir yapıda olan küme bölünme problemlerine örnektir. Eğer her bir dalın birleşmesi cj gibi bir maliyet getiriyorsa, bu durumda amaç fonksiyonu 
[image: image89.wmf]å

j

j
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c

şeklinde olacaktır.

Örneğin; Şekil 2'yi tekrar ele alalım. Temel eşleştirme problemine göre bir önceki modelden tek fark, bu modelde kısıtların (
[image: image90.wmf]£

) olmasıdır. Buna göre; değişkenlerden 2'si 1 ve kalan 6 değişken 0 değeri alacaktır. Burada kısıtların tatmin edildiği iki optimal sonuçtan bahsedilebilir. Birinci çözümde X2 = X5 = 1 ve X1 = X3 = X4 = X6 = X7 = X8 = 0 'dır. İkinci çözümde X2 = X7 = 1 ve X1 = X3 = X4 = X5 = X6  = X8 = 0 'dır. Durumun gösterimi Şekil 4'de verilmektedir.
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Şekil 4. Maksimum Eşleştirme

Buraya kadar anlatılan temel örtüleme ve temel eşleştirme problemleri tekrar incelendiğinde bazı ilişkiler göze çarpmaktadır.

· Bir maksimum eşleştirme en fazla bir minimum örtüdeki kadar çok sayıda dala sahip olabilir. Minimum örtüden, maksimum eşleştirme elde etmek için örtüden dalları sileriz. Çünkü, her bir düğüm noktasının, bir dalın bir olayına sahip olması istenmektedir. Bu durumun tersini düşünürsek, yani maksimum eşleştirmeden minimum örtü elde etmek için minimum sayıda dalın bitiştirilmesine dikkat ederiz. Şekil 3'de minimum örtü gösterilmektedir. Maksimum eşleştirme ise (5,3) dalı göz ardı edilirse Şekil 4'deki gibi olacaktır,

· Her iki tip problemde A matrisi özel bir yapı içindedir. Özellikle, her bir j sütunu kesinlikle 2, 2'den oluşmaktadır. Zaten, iki satırda birden yer alan 1'ler birleşen dalların uç noktalarına karşılık gelmektedir.

4.3. Bağlantısız Yollar

Bir şebekenin,

s, i1, i2, ...,ir, t 

gibi farklı düğüm noktalarının sıralaması ile oluştuğunu ve bir s düğüm noktasından, t düğüm noktasına giden bir yolun tanımlandığını düşünelim. Bu şebekede dallar şöyle belirtilecektir:

(s,i1), (i1,i2),...,(ir,t) 

Bu şebekede tüm yolların bilindiğini ve şebekeden bir dalın çıkarılmasıyla bir maliyetin ortaya çıktığını kabul edelim. Buradaki problem şudur: Eğer şebekeden dallardan çıkarılanların olması durumunda s'den t'ye giden yolların bağlantısı kesilecektir ve minimum dalın çıkarılmasının toplam maliyeti söz konusu olacaktır. Burada amaç çıkarılan dalların oluşturduğu kümeyi bulabilmektir.

Problemi modellemek için şebekedeki dalların ve yolların sayısı tespit edilmelidir. Daha sonra ikili değişken tanımlanır: j dalı çıkarıldığında Xj = 1 olacaktır ve diğer durumda Xj = 0 olacaktır. Kısıt matrisinde, eğer i'nci yolda j'nci dal varsa aij = 1, diğer durumda aij = 0 olacaktır. Daha sonra bu haliyle problem, AX 
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 b eşitsizliğinin sağlanması için her bir yoldan bir dal ihmal edilir ve böylece küme örtüleme problemi olarak ifade edilmeye uygun hale gelir.

Örneğin; yine Şekil 2'yi göz önüne alalım. Diyelim ki 1 no’lu düğüm noktasından, 3 no’lu düğüm noktasına giden bütün yolların bağlantısını kesmek istiyoruz. Bu düğüm noktaları arasındaki yollar aşağıda numaralandırılmış ve listelenmiştir:

	i
	Yollar

	1
	1
	4
	3
	
	

	2
	1
	5
	3
	
	

	3
	1
	2
	3
	
	

	4
	1
	4
	5
	3
	

	5
	1
	5
	4
	3
	

	6
	1
	2
	5
	3
	

	7
	1
	5
	2
	3
	

	8
	1
	4
	5
	2
	3

	9
	1
	2
	5
	4
	3


Böylece, küme örtüleme problemini temsil eden problemimizin kısıt matrisi aşağıdaki gibi olur.

	Yol / Dal
	(1,2)
	(1,4)
	(1,5)
	(4,5)
	(2,5)
	(4,3)
	(3,2)
	(3,5)

	
	(2,1)
	(4,1)
	(5,1)
	(5,4)
	(5,2)
	(3,4)
	(2,3)
	(5,3)

	1
	
	1
	
	
	
	1
	
	

	2
	
	
	1
	
	
	
	
	1

	3
	1
	
	
	
	
	
	1
	

	4
	
	1
	
	1
	
	
	
	1

	5
	
	
	1
	1
	
	1
	
	

	6
	1
	
	
	
	1
	
	
	1

	7
	
	
	1
	
	1
	
	1
	

	8
	
	1
	1
	
	1
	
	1
	

	9
	1
	
	
	1
	1
	1
	
	


Bağlantısı kesilen yol problemleri, "minimum kesme problemi" olarak da adlandırılmaktadır. Ford ve Fulkerson tarafından geliştirilen etkin etiketleme şebeke algoritması ile çözülebilmektedir [4].

4.4. Maksimum Akış Problemi

Şekil 5'de s rafinerisi ve t terminali arasındaki bir boru hattı şebekesini göstermektedir. Her bir j dalı, benzinin akış yönünde okun başının göstermesiyle bir boru hattı dilimini temsil etmektedir. Maksimum akış problemi, dalların kapasitesini aşmadan şebekede s'den t'ye olası maksimum akışı bulmaktır.

Düğüm noktalarını aşağıdaki gibi sıralayarak s'den t düğüm noktasına yönlenmiş yolu tanımlayabiliriz.

s, i1, i2,...,ir, t
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Bu, birbirini izleyen her bir düğüm noktası çiftinin arasında yönlenmiş tüm yolların listesi A matrisi olarak aşağıda verilmiştir. Matriste her bir sütun yönlenmiş her bir yola karşılık gelmektedir. A matrisinin aij, i yolu üzerinde j satırı tarafından ifade edilen dalın olması halinde 1 ve diğer durumda 0 değerini alacaktır.

Şekil 5. Maksimum Akış Problemi

	Dal (j) / Yollar
	1
	2
	3
	4
	5

	1(s,1)
	1
	1
	0
	0
	0

	2(s,2)
	0
	0
	1
	0
	0

	3(s,3)
	0
	0
	0
	1
	1

	4(1,2)
	0
	1
	0
	0
	0

	5(3,2)
	0
	0
	0
	0
	1

	6(1,t)
	1
	0
	0
	0
	0

	7(2,t)
	0
	1
	1
	0
	1

	8(3,t)
	0
	0
	0
	1
	0


Eğer Xi, i yolunda akışın miktarı olarak gösterilirse, maksimum akış problemi şöyle olur:

Maks Z = 
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 0 ve Tamsayı

5. BİLGİ ÇIKARMA

Bu tür problemlerde n farklı dosya kümesinden, istenilen m bilgi talebinin karşılanması söz konusudur. Örtüleme kriteri olarak dosyanın uzunluğu dikkate alınabilir ve dj j'nci (j=1,2,...,n) dosyanın uzunluğu olarak kabul edilsin. Buradaki amaç ise, araştırmanın uzunluğunu en aza indirmektir. Maliyet olarak bildiğimiz cj, j'nci dosyanın uzunluğuna karşılık gelmektedir, Xj ise eğer j'nci dosya seçilirse 1 ve diğer durumda 0 değerini alacaktır. Eğer ihtiyaç duyulan i'nci bilgi j'nci dosyadaysa aij, 1 değerini alacaktır ve diğer durumda ai = 0 değerini alacaktır.

6. VARDİYA PLANLAMADA ESNEK MOLA ATAMALARI

Hizmet organizasyonları sık sık iş programlarının gelişimindeki, çok miktarda alternatif iş değişiklikleri ile ilgilidir. Bu değişim alternatiflerin tipik olarak işin başlangıç, bitiş ve mola zamanlarının kombinasyonel olarak değiştirilmesine dayanır. İş değişiklerinin çok farklı miktarda olması veya kapsamlı olması, iş programlama sürecini karmaşıklaştırsa da, işçilik kullanımının geliştirilmesi için bir fırsat ortaya koyar.

Problem değiştirme problemine uygulanan tamsayılı programlama yaklaşımları geleneksel olarak Dantzig tarafından geliştirilen küme örtüleme formülasyonuna dayanır. Eğer mola zamanlarının yerleştirilmesi modellenmediyse çözümler bir şebeke akış diyagramından uygun bir şekilde elde edilebilir. Thopmson, programlanmış işçilik miktarını minimize etmeye ilişkin olarak optimizasyon edilen modelle birlikte en azından birkaç tane alt küme olan izin verilebilir mola seçeneklerinin modellemesinin önemli olduğu sonucuna varmıştır [4].

Ancak, esnek mola atamalarının kullanımı istenmeyecek bir şekilde küme örtüleme fonksiyonunda ihtiyaç duyulan tamsayılı değişkenlerin sayısını artırır. Örnek olarak bir telefon operatörünün iş ortamı konusunda, ortaya çıkan 7120 vardiya değişkeninin %98'inden fazlası esnek mola atamalarının modellenmesi sonucu ortaya çıkmış izin verilen değişikliklerle ilgilidir. Küme örtüleme formülasyonun bu tip konularda optimal tamsayılı çözümlerin elde edilmesine bağlı olarak, statik olduğu düşünülebilir. Bundan dolayı, esnekliğin programlanmasının beklenen yararlarına bağlı olarak, organizasyonlar küçük problemler için optimal çözümler büyük problemler için sezgisel çözümleri tercih etme yönünde eğilim gösterirler.

Esnek mola atamalarının modellenmesi ile ilgili büyük tipteki problemler için literatürde sınırlı sayıda araştırma mevcuttur. Şebeke akış diyagramlarından elde edilen sonuçları iteratif mola atama işleminin temelleri olarak kullanılan 3 safhalı bir sezgisel yöntem, 1974'de Segal [5] tarafından geliştirilmiştir. 1976 yılında Moondra [6], ilgili vardiyadaki işçilerin yarısının belirlenen bir periyotta ve diğer yarısının bu planlanan periyodu takip eden diğer bir periyotta mola verdikleri varsayımından yola çıkarak, problem değişkenlerinin sayısını yükseltmeden esnekliğin bazı derecelerini hesaplama çalışmalarında bulundu. 1979 yılında Keith [7], modelin başlangıcında izin verilebilir atama kombinasyonlarından birini dahil eden bir doğrusal programlama yaklaşımını geliştirdi. Gerçek mola atamalarının uyarlanması ise sezgisel safha arasında yapılıyordu.

Modellemenin yapılabilmesi için aşağıdaki terimlerin tanımına ihtiyaç vardır.

Planlama periyodu: İşçilik ihtiyaçlarının tahmini için en kısa zaman aralığı tespit edilmelidir. Örneğin 1 saat için 15 dk. gibi. Bu terim daha da netleştirilirse, bir çalışma günü eşit süreli planlanan periyotlardan oluşacaktır. 

Vardiya: Sırasıyla detaylı bir şekilde dinlenme ve çalışma zamanlarının belirlendiği planlama periyotlarının özelleştirilmiş hali.

Çalışma Süresi: Bir vardiya için çalışma ve dinlenmeyi içeren sürekli planlama periyotlarının kümesi.

Vardiya Uzunluğu: Bir vardiya için çalışma ve molaların planlanan periyottaki toplam süresi.

Vardiya Tipi: Aynı iş süresinde izin verilen vardiyaların kümesi.

Mola Penceresi: Molaların bir veya birden fazla iş süresi için başlayabileceği sürekli planlama periyotlarının kümesi.

Beklenmeyen Gecikme: Daha önceki ya da daha sonraki vardiya tipleri için mola penceresindeki başlangıç veya sonuç periyotlarının, en az diğer bir tip vardiya için mola penceresinde başlangıç ve sonuç periyotlarına karşılık gelmesi durumunu ifade eder.

Bir vardiya tipi, belirli bir iş süresi ile bir veya birden fazla molanın birleştirilmesinden oluşur.

Bu tanımların haricinde bazı varsayımların yapılması gerekir.

· Organizasyonun günlük 24 saatten daha az çalışma süresi vardır,

· Tüm planlama periyotları eşit uzunluktadır,

· Her çalışan kesinlikle bir mola alacaktır,

· Molaların süresi tüm vardiya çeşitleri için aynı olmalıdır,

· Molaların süresi bir veya daha fazla planlama periyodunda vardır,

· Her vardiya tipi, bir mola penceresinin ilgili çalışma süresine atanmasıyla tanımlanır,

· Her vardiya tipi için oluşturulan mola penceresi kısıtlamalara maruz kalan periyotlar için sıfır olmayan alt kümelerden oluşur,

· Olağanüstü gecikmeler ortaya çıkamaz,

· İhtiyacın altında personel olmasına izin verilmez.

Burada, her bir planlanan çalışan için tek bir mola atanmasının küme örtüleme yöntemiyle modellenmesinin nasıl yapılabileceği üzerinde durulacaktır. Tek mola modellendiği farz edildiğinde örnek olarak öğle yemeği molası düşünülebilir. Yöntemin genel yapısı aşağıdaki gibidir:

Minimum Z = 
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Buna göre;

J 
: İzin verilen vardiyaların birleşmiş indis kümesi

I 
: Talep periyotlarının kümesi

Xj 
: j'nci vardiyaya atanan vardiya sayısı

cj 
: j'nci vardiyaya atanan işçilerin maliyeti

aij = 
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(a =  i'nci periyot j'nci vardiyada ise; b= diğer durumlarda.)

ri : i'nci periyotta ihtiyaç duyulan işçi sayısı.
7. PERSONEL PLANLAMA

Personel planlama, yönetimin bir parçası olan birçok hizmet yeteneğinden biridir. Bu vardiyalarda kaç insanın kullanılacağına dair verilen bir karardır. Bu problem, bir telefon şirketi operatörleri departmanı, geçiş ücreti kesilen yerler, çok büyük hastaneler ve genellikle halka hizmet sağlayan birçok tesiste yaşanabilir.

Bu probleme çözüm getirebilmek için şu 3 aşamanın gerçekleştirilmesi gerekir:

· Planlanan periyottaki günün her saati için ya da haftanın her günü için gerekli personel sayısının iyi bir tahmini yapılmalıdır,

· İş anlaşmaları ve düzenlemeler dikkate alınarak personelin çalışabileceği uygun vardiya biçimleri tanımlanmalıdır,

· Her vardiyada kaç kişi çalıştırılacak sorusuna cevap aranmalıdır. Bu yapılırken her bir zaman periyodundaki ihtiyaç tatmin edilirken maliyetin de en aza indirilmesi amaçlanmalıdır. Bu 3 aşamanın hepsi de gerçekten zordur.

Örneğin; 24 saat boyunca çalışılan bir bilet kesme yerinde personel planlama problemi olduğunu düşünelim. Her bir çalışan, 4 saat boyunca çalışmaktadır, sonra 1 saat dinlenmekte ve daha sonraki 4 saat tekrar çalışmaktadır. Bir biletçi herhangi bir saatte çalışmaya başlayabilmektedir. Bu problemdeki amaç ihtiyacı karşılayacak minimum sayıda çalışanı işe almaktadır.

	Saatler
	İhtiyaç Duyulan Biletçi

	24:00-06:00
	2

	06:00-10:00
	8

	10:00-12:00
	4

	12:00-16:00
	3

	16:00-18:00
	6

	18:00-22:00
	5

	22:00-24:00
	3


Burada karar değişkenlerini her saat başı çalışmaya başlayanlar olarak tanımlayabiliriz:

X1 : Saat 24'te çalışmaya başlayan biletçi sayısı

X2 : Saat 01'de çalışmaya başlayan biletçi sayısı

.

.   

.

X24 : Saat 23'de çalışmaya başlayan biletçi sayısı 

Burada her saat için bir kısıt söz konusudur. Her kısıtta ilgili saatte ihtiyaç duyulan biletçi sayısı sağ taraf değerini oluşturacaktır. Amaç ise, işe alınacak biletçi sayısını minimum yapmak üzere problemi şöyle modelleyebiliriz:

Min Z = X1 + X2 + ...+ X23 + X24
Öyle ki;

	
X1
	+X24
	+X23
	+X22
	+X20
	+X19
	+X18
	+X17
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	2

	X2
	+X1
	+X24
	+X23
	+X22
	+X20
	+X19
	+X18
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	2

	X3
	+X2
	+X1
	+X24
	+X23
	+X22
	+X20
	+X19
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	2

	.
	.
	.
	.
	.
	.
	.
	.
	.
	.

	.
	.
	.
	.
	.
	.
	.
	.
	.
	.

	.
	.
	.
	.
	.
	.
	.
	.
	.
	.

	X24
	+X23
	+X22
	+X20
	+X19
	+X18
	+X17
	+X16
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	3


Xj 
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0 ve Tamsayı ( j = 1,2,...,24)

8. MONTAJ HATTI DENGELEME 

Bir montaj hattı dengeleme probleminde, görevlerin ya da işlerin montaj hattında bulunan iş istasyonlarına atanması söz konusudur. Bu atama yapılırken hattın dönüşüm zamanının minimize edilmesi amaçlanır. Bir montaj hattında bir küme iş istasyonu olduğunu düşünebiliriz. Her bir iş istasyonu, mamul üretiminde özelleşmiş bir ya da daha fazla görevi yerine getirmeye çalışır. Dönüşüm zamanı, herhangi bir iş istasyonuna atanmış görevlerin en fazla zaman içinde tamamlanması anlamına gelmektedir. Montaj hattı dengelemede amaç, her hangi bir istasyonda eş zamanlı bir uyum sağlanacak şekilde görevlerin istasyonlara atanmasıdır. Eğer uygun bir şekilde montaj hattı dengelenmezse dar boğazlar oluşacaktır. Böyle bir durumda, bazı iş istasyonları fazla görev yüklenmiş olarak sürekli çalışırken, bazı iş istasyonları ise çoğu zaman boş kalabilecektir. Burada dönüşüm zamanının en aza indirilmesi amaçlandığı halde, uygun bir montaj hattı dengeleme maliyeti de azaltacaktır.

Bir montaj hattı dengeleme probleminde görevlerin iş istasyonlarına atanması, eğer görevler arasında öncelik sırası varsa, başka bir deyişle biri bitmeden diğeri başlayamıyorsa karmaşık bir hal alabilir.

Bu tür bir problemde küme örtüleme yöntemine uyum sağlaması için 2 küme tanımlanmalıdır. Birinci küme görevlerin oluşturduğu ve örtülenmesi gereken kümedir, ikinci küme ise iş istasyonlarının oluşturduğu küme olacaktır.

9. ARAÇ EMİSYON TEST İSTASYONLARININ YERLEŞTİRİLMESİ

Emisyon test istasyonları, hava standartlarına uymayan araçların havayı kirleten hidrokarbon ve karbonmonoksitlerini test etmek için kurulur. Bu problem, kurulacak emisyon test istasyonlarının yerlerini, büyüklüğünü ve sayısını bulmayı amaçlamaktadır. Bunu yaparken, bir yerleşim biriminden ona en yakın istasyonun maksimum seyahat mesafesinin ne olacağı ve istasyondaki ortalama bekleme zamanı dikkate alınmalıdır.

Testten geçirilmesi gereken araçların sayısı yeni araçlar hariç olmak üzere otomobillerden ve küçük kamyonlardan oluşmaktadır. Araçların yılın kendilerine bildirilen belirli bir 15 günlük döneminde testleri yapılmaktadır. Ancak, yığılma olmaması için araçların bu 15 günlük dönemlerde eşit sayıda dağıtılması gerekmektedir. Test edilen her aracın, örneğin 10 milyon gibi bir ücret ödediğini düşünelim. Araçların test için harcayacağı ortalama bekleme süresinin 20 dakika olarak tespit edildiğini ve test istasyonları arasındaki maksimum mesafenin 20 km olması gerektiğini farz edelim.

Böyle bir problemin uygulanması Amerika'da Connecticut eyaletinde, küme örtüleme yaklaşımı ile modellenmiştir. Connecticut eyaletinde 169 yerleşim birimine ayrılmaktadır. Emisyon test istasyonlarının kurulması için en iyi yerlerin yerleşim birimlerinin coğrafi merkezleri olduğu kabul edilmektedir. Dolayısıyla şehirden şehre seyahat uzunluklarının bu coğrafi merkezler arası olarak alınması doğaldır. Buradaki amaç, tüm yerleşim birimlerindeki araçların test edilebilme imkanının sağlanmasıdır [4].

Emisyon test istasyonu 'k', 'j' şehrinde yer alırsa Xjk 1 değerini alacak, yer almazsa 0 değerini alacaktır. İstasyonun kurulması maliyetini ck ile gösterelim. Artık problem bu tanımlamalar altında küme örtüleme formülasyonu ile ifade edilebilir hale gelebilir.

Minimum Z = 
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Burada;

n 
: Şehir sayısı (verilen örnekte 169 şehir vardır).

Nik 
: { j : i şehri, j'de bir k istasyonu tarafından örtülenir }

Xjk 
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(a = k istasyonu j şehrine yerleştirilirse, b = diğer durumlarda.)

10. BİRDEN FAZLA CEVAPLAMA BİRİMİ GEREKTİREN ACİL DURUMLAR İÇİN YERLEŞTİRME MODELLERİ

Genellikle örtüleme modellerinde bir talebin karşılanması gereği üzerinde durulmaktadır. Talep örtülenirken belirli bir mesafe kriteri ya da sürüş süresi kriterinden biri dikkate alınır. Bu tür bir problemde ise her iki kriterin de göz önüne alınması gerekir. Bütün taleplerin bir birim tarafından karşılanması kabulü yapılır. Ancak, yangın istasyonlarında sık sık ortaya çıkan taleplerin birden fazla birim tarafından karşılanması gerekir. Örneğin, büyük bir yangın birkaç itfaiye aracı gerektirebilir. Böyle bir durumda hem küme örtüleme hem de maksimal örtüleme yaklaşımından faydalanabiliriz.

N; talep noktaları, dij ; i ve j düğüm noktaları arasındaki mesafesi, Ii ; i düğüm noktasından bir talebe cevap verebilecek birimlerin sayısı ve L = maksi
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N Ii ifade ediyor olsun. Düğüm noktaları, birimlerin yerleştirilmesi mümkün olan yerleşim birimini göstersin. Buradaki örtüleme kriterine göre, bir talebi karşılayabilecek bütün j = 1,2,...,k için j birimi en az 
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 mesafesini içeriyorsa k tane birimin standart mesafesini ifade etmektedir. Bu sebeple, 1
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, cevap verebilmek için k birime ihtiyaç duyan i düğüm noktasından bir talep için j'nci birime cevap verecek aday birim yerleştirme kümesini ifade eder. Buna ek olarak, Xi i düğüm noktasına yerleştirilen birim sayısını gösterir.

Bu tür bir modeldeki amaç, minimum birim sayısını bulmaktır ve onların temsil ettiği yerleştirmeler, bütün düğüm noktalarındaki talepleri örtülemeyi amaçlar. Bu tanımlamalar altında küme örtüleme formülasyonu şöyle uygulanabilir:

Minimum Z = 
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i = 1,2,...,n ; j = 1,2,...,Ii, Xi
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{0,1,...,L} 
i = 1,2,...,n

Küme örtüleme formülasyonu yanında bu tür bir problemde maksimal örtülemenin de sağlanması gerekecektir. Başka bir deyişle bu modeldeki diğer amaç, talebin en iyi bir şekilde örtülenmesini maksimize edebilmek için M birimin yerleşiminin bulunmasıdır. Öncelikle bu formülasyonu kolaylaştıracak bazı tanımlamalar yapalım:

yij = 
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(a = i düğüm noktasından gelen j birim talebi karşılanırsa, b = diğer durumlarda.)

Wi : i düğüm noktasında ortaya çıkan tüm talebin bir bölümünü belirtir.

fij : Karşılık verebilmek için j birime ihtiyaç duyan i düğüm noktasındaki tüm talebin bir bölümünü ifade eder.
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¶

: Talebi karşılayabilmek için j birime ihtiyaç duyan i düğüm noktasından talebin örtülenmesi ile iliştirilmiş verilen önem.

Yine bu tanımlamalara dayanarak maksimal örtüleme için aşağıdaki formülasyonu kurabiliriz:

Maks Z = 
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(j = 1,2,...,k),(k = 1,2,...,Ii), (i = 1,2,...,n)
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SONUÇ ve ÖNERİLER

1. Sonuçlar

Küme örtüleme problemleri, tamsayılı programlama model tiplerinden birisidir. Kendine özgü kısıtları ve karar değişkenlerinin 0-1 olması sebebiyle özel bir ad almıştır. Küme örtüleme yöntemi; tüm sağ taraf değerleri 1, tüm kısıtları (
[image: image137.wmf]³

) ve katsayı matrisi 0-1 matrisi olan saf 0-1 tamsayılı programlamadır.

Genel olarak küme örtüleme problemlerinin formu aşağıdaki biçimde ifade edilebilir:

Min Z = 
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Burada A, 0 ve 1 'den oluşan kısıt katsayıları matrisi; b ise tüm değerleri 1 olan bir sağ taraf değer vektörüdür. Amaç fonksiyonu her zaman c1X1 + c2X2 + ... + cnXn 'yi minimize etmektir. Burada tüm i = 1,2,...,n 'ler için ci > 0, çoğunlukla ise ci = 1 dir. Bununla birlikte, eğer ci , bir maliyet ifade ediyorsa bu durumda katsayıların 1'den başka değerler alması mümkündür.

Küme örtüleme yönteminde küçük değişiklikler yapılarak yeni uygulama yöntemleri elde edilebilmektedir. Örneğin, kısıtlardaki (
[image: image141.wmf]³

) eşitsizliği, (=) haline getirilirse "küme bölünme" ve (
[image: image142.wmf]£

) haline getirilirse "küme paketleme" yöntemleri türemektedir. 

Küme örtüleme ve diğer tip problemler için en önemli çözüm yaklaşımı, problemin 0-1 doğrusal programlamaya gevşetilmesi ile başlar. Eğer A matrisi tam 0-1 matrisi ise, o zaman hem küme örtüleme hem de küme bölünme problemleri doğrusal programlama gevşetilmesiyle çözülebilir ve amaç fonksiyonunun tüm alternatifleri için 0-1 optimal çözüm bulunabilir. Bununla birlikte, küçük problemlere oranla büyük problemlerin doğrusal programlama ya da dal ve sınır algoritması ile birleştirilmiş doğrusal programlamayla hızlı bir şekilde tamsayı sonuçlar sağladığı pratikte gözlenmiştir. Ancak alt problem boyutu arttıkça doğrusal programlama çözümün gereksizliği artmış ve tabi ki dallanma ağacının uzunluğu artmıştır. Bu büyük boyuttaki problemler için tahmin teknikleri, tekrar formüle etme ve kesin prosedürler, problemin temel yapısını başarılı bir şekilde temsil edecek formda geliştirilmiştir. 

Küme örtülemede, genelde 2 küme vardır ve bir küme diğerini örtülemeye çalışır. Bu basit anlayış gerçek hayatta birçok uygulama alanı bulmuştur. Çalışmada bunların belli başlıları üzerinde durulmuş uygulama alanlarından birkaçına örnek olarak değinilmiştir.

İlk bahsedilen uygulama alanı politik faaliyetler olmuştur. Diğer bir uygulama alanı, belirli depolardan müşterilerin ihtiyaçlarını karşılamak için karşılaşılan problemlerdir. Bu tip problemler, dağıtım ve rotalama problemleri olarak adlandırılmaktadır. Sokaklara yangın musluklarının yerleştirilmesi gibi problemler de küme örtüleme yaklaşımı ile çözülebilmektedir. Özellikle, hastaneler, telefon şirketi operatörleri ve geçiş ücreti kesilen yerlerde vardiyalarda kaç kişi kullanılacağı gibi personel planlama problemlerinden söz edilebilir. Bunun haricinde dosyalardan bilgi çıkarma ve acil durumlar için yerleştirme problemleri küme örtüleme yöntemiyle gösterilmiştir.

Küme örtüleme yaklaşımının uygulandığı problemlere bakıldığında, bu problemin yönlenmemiş oklardan oluşan birer şebekeye benzedikleri görülmektedir. Bu sebeple, düğüm noktaları örtüleme, eşleştirme, bağımsız yollar ve maksimum akış tipi problemler üzerinde durulmuştur.

2. Öneriler

Küme örtüleme yaklaşımı basit yöntemine karşın gerçek hayatta birçok uygulama alanı bulabilmiştir. Bu uygulama alanları çalışmanın önceki bölümlerinde belirtilmişti. Ancak, küme örtüleme yaklaşımının uygulandığı alanlarda, uygulamada örtülenmek istenen birimler genelde aynı cinsten ve birbirine eşdeğerdir. Örneğin, acil durumlar için ambulans merkezlerinin bir şehre yerleştirilmesi probleminde, belli bir kriter dikkate alınarak (sürüş süresinin 15 dakika olması gibi) yerleştirme yapılmaya çalışılabilir. Ama bilindiği üzere bir şehir merkezinde, şehrin bazı bölgeleri diğerlerine nazaran daha fazla trafik ya da nüfus yoğunluğuna sahiptir. Dolayısıyla, her 15 dakika sürüş süresi olan yere hizmet verebilir düşüncesi vardır. Oysa ki, bu çoğu zaman trafik sıkışıklarından dolayı böyle olmaz. Bu sebeple, burada bir parametrenin probleme katılması daha sağlıklı bir sonuç alınmasını sağlayacaktır. Bu parametreye "yoğunluk" denebilir. Amaç fonksiyonunda, (maliyet, mesafe,...) parametreleri yanında aşağıda belirtildiği gibi bir d (yoğunluk) parametresi getirilebilir.
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Burada yoğunluk parametresinin tespiti için son birkaç yıldır çok büyük önem kazanan bilişim sistemlerinden faydalanmak gerekecektir. Trafik, ticaret, nüfus yoğunluğu gibi konular coğrafi bilgi sistemlerinden (Coğrafi Bilgi Sistemi : coğrafi bilgilerin toplanması, bilgisayar ortamına aktarılıp depolanması, işlenmesi, analizi ve sunulması amacıyla bir araya getirilmiş bilgisayar donanım ve yazılımı, personel ve coğrafi verilerden oluşan bir bütündür) elde edilebilir. Bu tür yoğunlukla ilgili dataların sürekli değiştiği ortadadır. Dolayısıyla sık yenilenen coğrafi bilgi sistemleri ile küme örtüleme yaklaşımı kullanılarak modelleme yapmak mümkün olabilecektir.
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